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摘 要： 针对标准渐开线测量曲线的高精度拟合难题， 提出了一种双抛物线拟合方法， 用于渐开线测量序列

的参数化表征。首先， 将渐开线测量曲线段分割为两段， 以拟合残差均衡为判据寻优方式寻找出最佳分割

点， 使分割点两侧的渐开线段在各自的抛物线拟合中的拟合残差有效值最接近； 然后， 对最佳分割点两侧的

渐开线测量线段分别使用抛物线拟合法进行曲线拟合， 并获得各自的拟合参数作为本段曲线的表征参数。

最后， 在仿真实验数据上验证了双抛物线拟合法的有效性与可行性， 其拟合精度相比单抛物线法提高 6倍以

上， 可用于渐开线齿轮齿廓等的计量校准。

关键词： 渐开线；抛物线；曲线拟合；最小二乘法

中图分类号： TH703；TH744    文献标识码： A    DOI: 10. 62756/csjs. 1671-7449. 2026076
引用格式： 梁志国， 刘欣荣， 梁家奕， 等 .  标准渐开线的双抛物线拟合法［J］.  测试技术学报， 2026， 40（5）： 
592-599.
Liang Zhiguo， Liu Xinrong， Liang Jiayi， et al.  Two-parabola approximation method for standard involute curves
［J］.  Journal of Test and Measurement Technology， 2026， 40（5）： 592-599.

Two⁃Parabola Approximation Method for Standard Involute Curves
Liang　Zhiguo1*， Liu　Xinrong1， Liang　Jiayi2， Duan　Xiaoyan3

（1. National Key Laboratory of Science and Technology on Metrology and Calibration， Changcheng Institute of 
Metrology and Measurement， Beijing 100095， China； 

2. School of Information and Software Engineering， University of Electronic Science and 
Technology of China， Chengdu 611700， China； 

3. School of Instrument Science and Optoelectronic Engineering， Beihang University， Beijing 100191， China）

Abstract： A double parabolic fitting method is proposed to address the high-precision fitting problem of 
standard involute measurement curves for the parametric characterization of involute measurement 
sequences.  First， the involute measurement curve segment is divided into two segments； then， the opti‐
mal segmentation point is found by using the criterion of fitting residual balance to find the best segmenta‐
tion point， so that the involute segments on both sides of the segmentation point have the closest fitting 
residual error in their respective parabolic fitting.  Then， by using the parabolic fitting method to fit the 
waveform of the involute on both sides of the optimal segmentation point， the fitting parameters are 
obtained as the characteristic parameters of this curve segment.  On a set of simulation experiment data， 
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the effectiveness and feasibility of the double parabolic fitting method were verified， and its fitting accuracy 
can be improved by more than 6 times compared to the single parabolic method.  It can be used for metro‐
logical calibration of involute gear tooth profiles， etc.
Key words： involute； parabolic； curve-fitting； least square

0　引　言

渐开线是齿轮行业用途最广泛的曲线模型， 
其形貌特征在机械传动中具有得天独厚的优越

性， 是其它形貌齿轮无法替代的。标准渐开线齿

轮齿廓的测量及参数表征在相应的齿轮参数质量

评价中至关重要， 涉及到机械加工、 制造、 动力传

动中的众多质量参数。

齿轮标准渐开线样板是几何量计量中另外一

个重要的计量标准， 其质量评估也涉及到渐开线

的参数及失真等参量评价。此外， 渐开线花键、 
渐开线凸轮等的优良传动特性及广泛的应用场

合， 也表明了标准渐开线在几何量计量校准中的

重要地位和作用， 是其它曲线无法替代的。因

此， 有关渐开线测量评价与表征的研究从未停息。

通常， 人们使用渐开线有效长度、 渐开线可

用长度、 齿廓偏差等定量表征渐开线有关参数［1］， 
以专用的万能齿轮测量机、 齿轮测量中心、 三坐

标测量机等进行实际测量， 利用测量结果与标准

渐开线之间的偏差及分布情况定量表征渐开线齿

轮齿廓的参数质量。

在使用三坐标测量机的测量过程中， 渐开线

齿轮齿廓的测量结果以直角坐标系中坐标点方式

描述表征。其后， 可对测量点进行曲线拟合， 以
进行回归偏差的计算与获取。

如图 1 所示， 渐开线的基圆半径为 rb， 渐开线

发生线BK的展开角度为 θ， 沿基圆圆周运动的动

点B的初始位置为点D， 线段BK的长度等于B点

走过的弧长

BD， 则渐开线的参数方程为

ì
í
î

x ( rb，θ )= rb ( cos θ + θ ⋅ sin θ )，
y ( rb，θ )= rb ( sin θ - θ ⋅ cos θ )， （1）

式中： rb为基圆半径； 坐标点D（xD，yD）=（rb，0）为
渐开线起始点； θ为发生线 BK 展开角度； 渐开线

起始点处 θD=0。
由图 1 可见， 渐开线的测量确定与完整表征

需要已知基圆圆心O、 基圆半径 rb、 渐开线起始点

D， 然后， 可通过展开角 θ确定渐开线上任何一点

的确切位置坐标。而渐开线本身没有基圆圆心

O、 基圆半径 rb的任何量值信息， 它们并不在渐开

线上。若仅仅测量的是一段未包含D点的有限长

度的渐开线段， 渐开线展开角起始点 D 也不在测

量曲线上， 如此导致很难从渐开线测量数据中直

接获得有用的渐开线参数信息， 即无法复现式（1）
所述的渐开线方程， 渐开线的测量与精确表征难

度巨大。此外， 由于渐开线方程为包含三角函数

的超越方程， 且基于离散测量点求解其参数时会

构成超定方程组， 难以直接解析求解， 也难以用

简单数学曲线对其进行精确统一表征。

由此便发展了许多其它方法用于渐开线波形

的近似测量表征， 其中， 比较常见的是使用圆弧

进行近似的定量表征［2‐5］， 用以衡量渐开线的加工

质量， 也有用双曲线拟合［6］， 以及以样条插值函数

拟合等方式［7-8］。研究涉及渐开线测量与拟合的各

方面， 包括拟合方法［9-14］、 测量方法［15-20］、 拟合误

差等［21-31］。但其共同缺点是拟合误差较大， 缺乏

统一一致的公共参考点， 使得不同拟合近似之间

的比较难以有效进行。

本文主要针对这一问题， 提出了一种双抛物

线拟合方式对渐开线波形进行近似拟合， 并获得

其参数化表征结果， 最后与单抛物线法进行拟合

精度比较。本文暂不与圆弧、 样条等其他方法开

展对比， 主要原因是不同近似方法缺乏统一的公

共参考点， 难以进行客观、 公平的精度比较。

图 1　渐开线生成示意图

Fig. 1　Curve diagram of standard involute equation
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1　双抛物线法渐开线波形的曲线拟合

由于渐开线拟合在直角坐标系中为包含三角函

数的超定方程， 具有螺旋渐进张开性特征， 很难找

到一条简单确定的曲线与其完全契合。因而， 在所

使用的一小段渐开线区间， 通常利用函数规律简捷、 
特性已知、 形状接近渐开线的曲线来对所用渐开线

段进行曲线拟合。抛物线被本文选为模型曲线主要

源于以下特点： 1） 与渐开线一样， 抛物线具有曲线

曲率单调下降的相似数学特征； 2） 与渐开线一样， 
抛物线具有导数存在且为0的唯一谷值点， 可供设

定为公共参考点； 3） 渐开线在所使用的区间具有凹

性特征， 而抛物线具备相似的凹性特征； 4） 抛物线

属于最简洁的二次曲线， 用于拟合渐开线时， 计算

简单明确， 其谷值点及位置均可直接计算获得， 无
需复杂迭代运算， 具有良好的绝对收敛性； 5） 由于

抛物线仅为2次函数曲线， 其用于渐开线拟合时， 随
着拟合区间增大， 拟合残差增大明显。因此， 本文

使用双抛物线法进行自适应分段拟合以提高精度， 
并降低拟合误差。

1. 1　抛物线模型拟合的原理与方法

如图 1 所示， 圆的渐开线是一条只有起始点

无终点的开放式曲线， 而通常齿轮用到的齿廓轮

廓线仅是其中横坐标 x 与纵坐标 y 呈单调变化的

起始阶段的一小部分。

当基圆半径为 rb， 展开角 θ∈［0，π/2］时， 直角

坐标系中的横坐标 x与纵坐标 y的取值范围为 x∈
［rb，rb·π/2］， y∈［0，rb］， 由此， 齿轮所用渐开线齿

廓的测量与表征仅需针对 θ∈［0，π/2］区间即可。

本文所述方法中， 限制区间 θ∈［0，π/2］， 此时， x∈
［rb，rb·π/2］， y∈［0，rb］。由式（1）微分可得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dx ( rb，θ )
dθ

= rb ⋅ θ ⋅ cos θ，

dy ( rb，θ )
dθ

= rb ⋅ θ ⋅ sin θ。
（2）

当θ∈［0，π/2］时， 有x∈［rb，rb·π/2］， y ∈［0，rb］， 
dx ( rb，θ )

dθ
≥ 0， dy ( rb，θ )

dθ
≥ 0。x ( rb，θ ) 与 y ( rb，θ )

均属于在所述区间内单调增加的函数曲线。

由有限区间θ∈［0，π/2］内的渐开线形状和式（1）
可知， 渐开线的纵坐标相对于横坐标是具有单峰特

征的凹函数， 且唯一的谷值出现在边界θ=0处， 将
该点坐标值记为（xg，yg）。则有xD=xg， yD=yg。

在区间 θ∈［0，π/2］内， 渐开线形状和抛物线

形状近似， 在直角坐标系XOY中的渐开线测量坐

标点为（x，y）=［x（rb，θ）， y（rb，θ）］， 使用抛物线

y=y（x）拟合渐开线， 并认为两者具有共同的谷值

点。则其最小二乘拟合曲线的函数表达式为

y ( x )= ax2 + bx + c= a ( )x + b
2a

2

+ c - b2

4a
，（3）

式中： a、 b、 c为3个拟合参数。

令x0，x1，…，xn−1为齿轮齿廓线段PQ的采样测

量点的横坐标， y0，y1，…，yn−1为齿轮齿廓采样测量点

的纵坐标， 相对应的渐开线发生线展开角度为 θ0，

θ1，…，θn−1。测量参考点位置选择与表征将造成采样

坐标数据值［xi，yi］与渐开线模型理论值［x（rb，θi），y
（rb，θi）］之间存在恒定坐标偏移xd和 yd， 即

ì
í
î

xi = x ( rb，θi )+ xd，

yi = y ( rb，θi )+ yd，
( i = 0，⋯，n - 1)。（4）

拟合残差有效值为

ρ = 1
n ∑

i = 0

n - 1

( yi - y ( xi ) )2 。 （5）

则可得拟合波形谷值估计值为

yg = c - b2

4a
。 （6）

拟合波形谷值出现的位置为

xg =- b
2a

。 （7）

利用拟合残差有效值 ρ 比较拟合优劣， 并以

此对所获峰值结果进行判断。

拟合过程如下：

针对采样坐标数据值［xi，yi］（i=0，1，…，n−
1）的采样序列， 由式（3）有

ε = ∑
i = 0

n - 1

( yi - ax2
i - bxi - c )2 。 （8）

在 ε取最小值时， 有
ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

∂ε
∂a

= 0，
∂ε
∂b

= 0，
∂ε
∂c

= 0，

（9）

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

a ∑
i = 0

n - 1

x4
i + b ∑

i = 0

n - 1

x3
i + c ∑

i = 0

n - 1

x2
i = ∑

i = 0

n - 1

yi x2
i ，

a ∑
i = 0

n - 1

x3
i + b ∑

i = 0

n - 1

x2
i + c ∑

i = 0

n - 1

xi = ∑
i = 0

n - 1

yi xi，

a ∑
i = 0

n - 1

x2
i + b ∑

i = 0

n - 1

xi + cn = ∑
i = 0

n - 1

yi 。
（10）
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解该线性方程组得拟合参数 a、 b、 c作为拟合

渐开线的抛物线形式的近似表征参数， 按照

式（6）、 式（7）计算获得相应的 yg、 xg值， 其拟合残

差有效值ρ按式（5）计算。

拟合曲线回归残差序列为

Δyi = yi - ax2
i - bxi - c， ( i = 0，⋯，n - 1)。

（11）

拟合抛物线谷值点作为渐开线与基圆的交点D
的坐标估计值， 记为D（xg，yg）， 其可作为渐开线测

量拟合定位的参考坐标点。则渐开线上任意一点K

（x，y）与参考点D（xg，yg）的直线段长度 r̂KD和斜率 k̂KD

分别为

r̂KD = ( x - xg )2 +( y - yg )2 ， （12）

k̂KD = y - yg

x - xg
。 （13）

渐开线上任一点K（x，y）与参考点D（xg，yg）的

直线段长度 r̂KD 和斜率 k̂KD 的组合都是唯一的， 在
参考点D（xg，yg）已知时， 通过在式（1）所述的标准

渐开线上寻找理论上具有相同斜率值 k̂KD 的点位

置， 可确定点K（x，y）在渐开线中的几何位置。

1. 2　双抛物线拟合过程

由于渐开线波形与抛物线波形存在形貌差

异， 使得在以抛物线对渐开线进行曲线拟合时， 
拟合残差有效值会随着被拟合曲线段的增加而呈

增加趋势变化。将被拟合的渐开线波形段分为 α、 
β两段， 寻找使得两段拟合残差有效值最接近的分

界点作为最佳分界点， 然后， 分别对最佳分界点

两侧的波形段执行 1. 1 节所述拟合过程， 获得拟

合参数， 即完成了双抛物线法渐开线拟合。

过程如下：

针对上述渐开线齿轮齿廓线段 PQ 的采样测

量点（x0，y0），…，（xn−1，yn−1）， 选取正整数序号 q∈
［10，n−10］， 将测量点序列分为 α 部分： （x0，y0），

…，（xq−1，yq−1）和 β 部分： （xq，yq），…，（xn−1，yn−1）。

对 α 部分渐开线段波形按 1. 1 节所述方式进行拟

合， 获得拟合参数 aα、 bα、 cα、 ρα、 ygα、 xgα。对 β部分

渐开线段波形按 1. 1 节所述方式进行拟合， 获得

拟合参数aβ、 bβ、 cβ、 ρβ、 ygβ、 xgβ。

令从 q=10 开始进行分段拟合， 获得拟合参

数后顺次增加 q 值再行拟合并获取拟合参数， 一
直增大到 q=n−10为止， 完成全部拟合过程。

将ρα、 ρβ随q变化的关系绘制成曲线图表。由于

拟合误差ρα和ρβ均随各自曲线段长度增加而单调增

加， 因此， ρα的包络线随着q值的增加呈单调增大变

化， ρβ的包络线随着q值的增加呈单调减小变化， ρα

与ρβ两者在量值最接近时， q=q0取值作渐开线线段

最佳分界点。此时， 分别对最佳分界点两侧的渐开

线段进行抛物线拟合， 获得最佳拟合结果， 记为 âα、 
b̂α、 ĉα、 ρ̂α、 ŷgα、 x̂gα、 âβ、 b̂β、 ĉβ、 ρ̂β、 ŷgβ、 x̂gβ， 作为双抛

物线方法拟合渐开线的参数表征结果。并且， 坐标

点（x̂gα，ŷgα）作为渐开线起始点D的估计结果。

2　实验及验证

2. 1　双抛物线法拟合

由标准渐开线参数方程计算得到仿真坐标测

量序列点｛［xi，yi］｝， （i=0，…，n−1）， 其中， x0，

x1，…，xn−1为齿轮齿廓采样测量点的横坐标； y0，

y1，…，yn−1为齿轮齿廓采样测量点的纵坐标。

理论上， 展开角很少超过π/2， 但由于测量坐标

系与设计基准不重合， 以及实际测量时需要覆盖冗

余的过渡段， 导致测量数据展开角很容易大幅超出

［0，π/2］范围， 本文模拟展开角末端约为3。图 2 为
用渐开线公式计算获得的渐开线波形曲线｛［xi，yi］｝， 
（i=0，…，n−1）。

基圆半径 rb=2 cm， θ为发生线BK展开角度， 
渐开线起始点处 θ0=0 rad， 渐开线末端点处 θn−1=
2. 984 513 rad， 横坐标采样间隔为Δxi=1. 493 003×
10−3 cm， 采样点数n=2 000。选取正整数序号q∈［10，
n−10］作为分割点序号， 将渐开线测量序列分为α、 β
两部分， 使用1. 2节所述方式， 获得各自的拟合残差

有效值序列ρα、 ρβ， 如图 3 所示。其中， 黑色曲线为

α部分曲线拟合残差有效值ρα随分界点q变化情况， 
红色曲线为β部分曲线拟合残差有效值ρβ随分界点

q变化情况， 红色曲线和黑色曲线包络呈现此消彼长

图 2　渐开线测量波形序列

Fig. 2　Involute measurement waveform
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的变化规律， 并且， 在 q=1 571附近两者出现量值

相近的交汇， 选取该点作为最佳分界点。

将 α 部分测量点（x0，y0），…，（x1 570，y1 570）按照

1. 1节所述过程进行拟合， 获得拟合曲线波形序列 
yi如图 4 红色曲线（α：yi）， 蓝色曲线为原始测量曲线

波形。其拟合残差波形序列Δyi如图 5 所示的红色

曲线（α：Δyi）， 拟合残差最大值为0. 014 4 cm。拟合

参数为 âα=0. 880 678 5， b̂α= − 3. 408 885， ĉα=
3. 298 007， ρ̂α=3. 780 243×10−3 cm， ŷgα=
−7. 266 021×10−4 cm， x̂gα=1. 935 374 cm， 坐标点

（xgα，ygα）作为渐开线起始点D的估计结果。

将β部分测量点（x1 571，y1 571），…，（xn−1，yn−1）按照

1. 1节所述过程进行拟合， 获得拟合曲线波形序列yi

如图 4 紫色曲线（β：yi）， 拟合残差波形序列Δyi如图 5 
紫色曲线（β：Δyi）， 拟合残差最大值为0. 014 6 cm。

拟合参数为 âβ=5. 245 548， b̂β=−28. 386 15， ĉβ=
39. 052 17， ρ̂β=4. 064 269×10−3 cm， ŷgβ=
0. 649 426 cm， x̂gβ=2. 705 738 cm。由图 4 可见， 以
双抛物线对渐开线进行曲线拟合的红色和蓝色曲线， 
几乎与黑色测量曲线相重合， 可获得良好的拟合效

果。但是， 由于追求红色与蓝色两段抛物线各自拟

合时的拟合残差的均衡性， 导致它们在衔接处出现

了微小的跳变特征， 图 5 所示的红色与蓝色两段拟

合残差曲线的间断特征也说明了相同问题。

2. 2　单抛物线拟合

在上述示例中， 若使用单一抛物线波形按照

1. 1节所述过程进行拟合， 获得拟合曲线波形序列

yi如图 6 红色曲线， 黑色曲线 y为原始测量曲线波

形， 其拟合残差波形序列Δyi如图 7 所示， 拟合残

差最大值为0. 118 cm。

拟合参数为 a=1. 208 445， b=−4. 980 468， 
c=5. 162 574， ρ =2. 537 980×10−2 cm， yg=

图 6　渐开线单抛物线拟合曲线

Fig. 6　Fitting curve of involute with single parabolic curve

图 7　渐开线单抛物线拟合回归残差曲线
Fig. 7　Residual curve of involute with single parabolic fitting 

regression

图 4　渐开线双抛物线拟合曲线

Fig. 4　Fit curve of involute with double parabolic curve

图 5　渐开线双抛物线拟合回归残差曲线

Fig. 5　Residual curve of involute bi-parabolic fitting regression

图 3　α、 β两部分拟合残差有效值变化情况

Fig. 3　fitting residuals for α and β parts
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3. 096 793×10−2 cm， xg=2. 060 692 cm。

从图 6 可见， 单抛物线用来对渐开线执行曲

线拟合， 也可以获得全局总体最优的拟合结果， 
但拟合的贴合程度存在起伏， 特别是尾部接近端

点处， 拟合残差更大， 效果远不如双抛物线方法。

图 7 所述的拟合残差曲线的残差量级远较图 5 所
示的双抛物线的大。

3　讨　论

实验表明， 双抛物线拟合与单抛物线拟合两

种方法均能实现渐开线曲线波形的拟合。

双抛物线拟合的优点是所选择的两段拟合曲线

段并非任意分割和选取， 而是需要经过拟合残差有

效值的均衡优化过程， 可获得更高拟合精度， 比单

抛物线拟合精度提高6倍以上， 具有特别明显的精

度优势， 由图 4 可见， 拟合曲线和测量曲线几乎完

全重合。相应地， 其拟合参数用于表征被拟合的渐

开线波形也更加精准和确切， 适合在有高精度要求

的场合进行推广应用， 特别在计量校准应用中。其

局限性主要是需要在不同的拟合曲线段中使用不同

的拟合参数表征， 缺乏统一一致性和参数的连贯性， 
从图 5 可见， 两段拟合曲线波形的残差曲线波形是

不连续的， 拥有跳跃式间断点。此外， 需要分割点

的搜索和寻优过程， 比较耗时。

单抛物线拟合的优点是简单直接， 无需分割

点选取， 全部被拟合的曲线段使用统一一致的参

数组进行参数化表征， 具有明确、 唯一、 连续的特

点， 其缺点是相对于双抛物线法， 拟合精度较低， 
比较适合于精度要求不太高或测量误差较大的应

用场合。

由图 3 曲线变化规律可见， 就图 2 所示的标

准渐开线而言， 从渐开线起始点 θ=0 处开始， 其
在左半部分 60%以下的部分（对应 1 260采样点以

前）与抛物线形貌贴合较好， 用抛物线拟合残差非

常小， 而 60% 以上的部分与抛物线形貌差异较

大， 由此导致拟合曲线段大于 60% 时， 拟合残差

将随着曲线段的增大而急剧增加。

对 θ∈［0，π/2］区间， 相应的横坐标区间 x∈
［rb，rb·π/2］， 就横坐标区间右半段中的曲线而言， 
随着曲线段长度减小， 其拟合残差几乎线性降

低， 表明其随着线段长度降低， 越来越贴近抛物

线模型。由此可见， 搜寻两条拟合曲线分段点， 
可以只从远离渐开线谷值的右半段中搜寻。

另外， 由图 3 可见， 拟合残差有效值在测量

序列段较短时会呈现一些波动， 可以归结为软件

计算误差对测量序列的适应性出现的波动， 当测

量序列段长度超过 12%总长后， 便不再出现残差

有效值波动情况， 可在实际试验中通过增加最小

测量段长度方式予以避免， 使其不影响测量序列

的分段优化。

就纯曲线拟合而言， 3阶及以上的更高多项式

阶次可以获得更高精度的渐开线拟合效果， 本文

之所以选择抛物线方程进行拟合， 主要原因是抛

物线是一种单峰曲线， 其峰值位置可很容易地用

于估计渐开线起始点 D 的坐标， 作为渐开线拟合

线段的参考点， 这是其它高阶多项式曲线所不具

备的优势。

4　结　论

本文针对齿轮齿廓渐开线拟合的难点和精度

不高的难题， 提出一种基于优化双抛物线拟合方

法， 以优化分段的两段曲线分别进行抛物线拟

合， 达到了高精度拟合渐开线波形的效果， 同时， 
给出渐开线起始点D的坐标估计结果。仿真实验

表明， 该方法具有稳定、 可靠、 精度高等特点， 可
用于齿轮齿廓渐开线的计量测试中。
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