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摘  要 : 本文是一篇带有历史线索的综述，主要介绍代数簇 Betti 数显式估计及其算术应用。

本文从拓扑上同调与实、复代数簇的经典估计讲起，再过渡到 Grothendieck 平展上同调、Weil
猜想以及任意特征中的 Betti 数上界问题。最后，本文综述了作者近年来围绕 Katz 问题、普通

Betti 数及紧支 Betti 数所取得的一些研究进展。
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Abstract: This survey discusses explicit estimates for Betti numbers of algebraic varieties and their arith-

metic applications. The guiding problem is to bound the total Betti number， or the compactly supported total 
Betti number， of a variety defined by equations of bounded degree in terms of the degree， the number of equa⁃
tions， and the ambient dimension. Such bounds are coarse topological invariants， but they become concrete 
constants in point-counting estimates， zeta functions， and exponential-sum problems over finite fields. We be⁃
gin with classical estimates in topology and real algebraic geometry. After recalling ordinary and compactly 
supported cohomology， we review the Milnor-Thom bounds for real algebraic sets and the Smith-Thom com⁃
parison between real and complex points. These results show that Betti numbers are polynomially controlled 
in fixed ambient dimension， while also showing why realification gives estimates that are often too large for 
arithmetic use. We then turn to étale cohomology and the Weil conjectures. The Grothendieck trace formula 
relates point counts over finite fields to Frobenius traces on compactly supported cohomology， and Deligne’s 
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theorem on weights controls the size of the corresponding eigenvalues. Thus explicit Betti bounds enter di⁃
rectly into Lang-Weil type estimates and into the control of zetafunctions. This provides the arithmetic motiva⁃
tion for asking for bounds that are not only finite， but explicit in the defining degrees. The second part of the 
survey concerns arbitrary characteristic. We recall the work of Bombieri and Katz， including Katz’s explicit 
compactly supported Betti bound and his question on ordinary Betti numbers. We then survey recent progress 
around this question： Ordinary Betti numbers of affine varieties admit explicit bounds of the expected order in 
the degree， while compactly supported Betti numbers admit sharp-order estimates. The proofs combine Euler 
characteristic estimates， weak Lefschetz theorems， stratification and reduction arguments， and， for complete 
intersections， degeneration ideas related to perverse sheaves. The survey also discusses the asymptotic behav⁃
ior of a ff ine complete intersections， where the leading order can be identified more precisely. These results 
clarify both the power of Katz’s method and the additional geometric input needed to reach optimal depen⁃
dence on the degree.
Keywords: Betti numbers； explicit estimates； étale cohomology； Weil conjectures； Katz’s question； com⁃
pactly supported cohomology

代数簇的 Betti数是衡量其几何与拓扑复杂度

的一类基本数值不变量。本文所关心的核心问题

是：对于由次数有界的多项式方程定义的代数簇，

能否仅用方程次数、方程个数和环境维数对总

Betti数或紧支总 Betti数给出显式上界。此类上界

虽然只能提供较粗的拓扑信息，却会在有限域上

的点数估计、zeta 函数和指数和问题中成为具体常

数。因此，算术应用需要的往往不仅是上界的存

在性，还要求上界能够由定义方程的次数明确写

出，并尽可能具有正确的增长阶。

在实数域和复数域上，Betti 数的显式估计与

拓 扑 学 、实 代 数 几 何 的 经 典 发 展 密 切 相 关 。

Milnor-Thom 估计说明，在环境维数固定时，实代

数集的 Betti 数可由方程次数多项式控制。Smith-

Thom 不等式则把实点集的拓扑与相应复点集联

系起来。这些结果构成了问题的经典起点，同时

也表明，将复代数簇实化所得的估计通常过大，难

以满足精细算术应用的需要。

有限域情形的关键工具是平展上同调和 Weil
猜想。Grothendieck 迹公式把有限域上的点数表

示为 Frobenius 在紧支上同调上的迹，而 Deligne 的

权理论控制相应特征值的大小。因此，总 Betti 数
的显式上界直接进入 Lang-Weil 型估计以及 zeta
函数的控制，并进一步影响指数和估计中的常数。

这解释了为什么需要在任意特征中研究仅依赖于

次数和环境维数的上同调维数上界。

在任意特征的代数闭域上，Bombieri 和 Katz
的工作为这一问题奠定了基础。特别地，Katz 给

出了紧支总 Betti 数的显式上界，并提出普通总

Betti 数是否也存在同类估计的问题。近年来，围

绕这一问题已有进一步进展：仿射簇的普通总

Betti 数可以得到具有次数预期增长阶的显式上

界；紧支总 Betti数也具有最优阶估计；在仿射完全

交情形，还可以更精确地描述其渐近行为。这些

证明综合使用 Euler 示性数估计、弱 Lefschetz 定

理、分层与约化以及与偏屈层有关的退化方法。

本文沿着上述历史线索组织内容。第 1 节回

顾 总 Betti 数 的 基 本 概 念 、实 代 数 集 的 Milnor-
Thom 估计以及 Smith-Thom 比较。第 2 节介绍平

展上同调、Weil 猜想及其在有限域点数估计中的

作用。第 3 节梳理 Bombieri 与 Katz 的工作并讨论

普通总 Betti 数的显式估计。第 4 节介绍紧支总

Betti 数的最优阶上界以及仿射完全交的渐近结

果。这些结果说明，要获得关于次数的最优依赖，

除上同调的一般形式性质外，还需要更细致的几

何输入。

1　总 Betti数与 Milnor-Thom 估计

同调与上同调是二十世纪上半叶拓扑学的重

要成果。它们起源于 Poincaré 并伴随近代拓扑学

和同调代数的发展而兴起，是最直接、最易于计算

的拓扑不变量之一。

设 Λ 为环，X 为局部紧  Hausdorff 拓扑空间。

记 H i(X；Λ)为 X 以系数环  Λ 的第 i 阶上同调模，

H i(X；Λ)为第  i 阶具有紧支集的上同调模。若 Λ

是域，则分别定义

hi(X ; Λ)= dim Λ H i(X ; Λ)
为第 i个 Betti数，
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hi
c(X ; Λ)= dim Λ H i

c (X ; Λ)
为第 i紧支 Betti数。相关定义可参见标准教材，例

如文献［1］。

定义 1. 1 若 Λ 是域且各阶上同调有限维，则

B (X,Λ)= ∑
i

dim Λ H i(X ; Λ)

称为 X 关于 Λ 的总 Betti 数。若各阶紧支上同调有

限维，则

Bc(X,Λ)= ∑
i

dim Λ H i
c (X ; Λ)

称为紧支总 Betti数。

这两个数可以看作空间 X 的“复杂度”的线性

代数度量。上同调把空间中的“洞”、分支、奇点及

无穷远行为压缩为有限维向量空间，Betti 数则进

一步将这些向量空间的维数汇总为整数。尽管该

过程会丢失一些细节信息，但它保留了可以计算

的、较为粗略的复杂度刻画。

本文关心的问题是：若代数簇由次数不超过  d
的方程定义，能否仅用次数、环境维数和方程个数

给出 B 或 Bc 的显式上界。这里“显式”是关键词。

在点计数和 zeta 函数估计中，仅知道某个上界存在

通常还不够，我们希望得到可以写下来的界，并且

最好具有关于 d 的正确增长阶。

若 X 为紧空间，则普通上同调与紧支上同调一

致 ，所 以 hi(X；Λ)= hi
c(X；Λ)，从 而 B (X，Λ)=

Bc(X，Λ)。 对 于 非 紧 空 间 ， 一 般 有  
B (X，Λ)≠ Bc(X，Λ)，即总 Betti 数通常不等于总紧

支 Betti数。下面给出一个简单例子。

例 1. 2 令 X 为二维紧环面 T = S1 × S1 上的

开锥，即商空间

X = ( )S1 × S1 ×[ 0,1 )
T ×{ }0

。
由于 X 可缩，H i(X；Λ)= 0 对所有 i > 0 成立，所以

B (X，Λ)= 1。
另一方面，记 X̄ 为 T的闭锥，即

-
X = ( )S1 × S1 × [ ]0,1

T ×{ }0
。

则 X̄ 为可缩紧空间，H i( X̄；Λ)= 0 对所有 i > 0 成

立，且 X 是 X̄ 的开子空间，其补集为 T = T ×{1}。
利用长正合列

⋯ → H i
c (X ; Λ)→ H i( X̄ ; Λ)→

H i(T; Λ) →
δ

H i + 1
c (X ; Λ)→ ⋯

可以算得

H i
c ( X ; Λ )=

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

H 1 ( T; Λ )= Λ2, i = 2;
H 2 ( T; Λ )= Λ, i = 3;
0, i ≠ 2,3。

因此，Bc(X；Λ)= 3。
紧支上同调有一个后文会反复使用的形式性

质：若 Z ⊆ X 是闭子空间，U = X ∖ Z，则有开闭长正

合列

⋯ → H i
c (U ; Λ)→ H i

c (X ; Λ)→
H i

c (Z; Λ)→ H i + 1
c (U ; Λ)→ ⋯。

因此，在各项有限维时，

Bc(X,Λ)≤ Bc(U,Λ)+ Bc(Z,Λ)。
更一般地，若 X 有有限局部闭分层 X = ⨆

α
X α，则

Bc(X,Λ)≤ ∑α
Bc(X α,Λ)。

随着同调与上同调理论的建立，其抽象体系

逐渐发展为同调代数这一独立分支。Cartan 和 Ei⁃
lenberg 的开创性著作［2］为该领域奠定了坚实基础。

此后，同调代数不断进步，并与范畴论、同伦论等

分支相互推动， 形成了丰富而深刻的结构。然而，

理论抽象之外，具体空间的同调计算同样不可

或缺。

自 Descartes 以来，最基本的几何对象就是欧

几里得空间 R n 中若干多项式方程的公共零点。十

九世纪以后，随着复数的引入和广泛应用，数学家

意识到在 Cn 中研究代数方程零点常常会引出更加

简洁的结果。同时，通过考虑复数解集的复共轭

对合的不动点，可以将某些复数域信息反映到实

数域。进一步地，若在射影空间 Pn 中用齐次方程

描述对象，许多结论更加整齐，可避免对“无穷远”

情形的繁琐讨论。下面我们简要介绍这些概念。

设 F 1，…，Fr ∈ C [ x 1，…，xn ]，它们在仿射空间

Cn 中的公共零点

V (C)={F 1 = ⋯ = Fr = 0}⊆ Cn

称为复仿射代数簇。它带有从 Cn 继承的自然拓

扑，在该拓扑下 V (C) 是局部紧空间。若定义方程

具有实系数，则它们的公共实数解集合记为

V (R )={x ∈ R n| F 1 ( x)= ⋯ = Fr( x)= 0}。
该集合同样带有自然拓扑， 并且是局部紧空间。

由于定义方程具有实系数，复共轭诱导了 V (C)上
的对合，其不动点集正是 V (R )。

射 影 情 形 与 仿 射 类 似 。 若 F 1，…，Fr ∈ 
C [ ]x 0，…，xn 为齐次多项式，则

V (C)={F 1 = ⋯ = Fr = 0}⊆ P n (C)
1127
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称为射影复代数簇，可赋予继承于 P n (C)的自然拓

扑，在该拓扑下 V (C)是紧空间。拟射影代数簇则

由齐次方程和齐次不等式共同定义，例如 F 1 =
⋯ = Fr = 0 且 G 1 ≠ 0，⋯，Gs ≠ 0，拟射影簇仍然

是局部紧的。若上述定义拟射影簇的齐次多项式

有实系数，则定义实点集

V (R )={x ∈ P n (R ) | F 1 ( x)= ⋯ =

Fr( x)= 0,G 1 ( x)≠ 0,…,Gs( x)≠ 0}。
由于定义方程具有实系数，复共轭诱导了 V (C)上
的一个对合，其不动点集正是 V (R )。

对于这些最自然的空间， 我们希望研究它们

的上同调性质。若空间较为规整，有时可以精确

计算其 Betti 数。下面的例子说明，在光滑射影情

形中，次数 d 所带来的增长集中在中间上同调。

例 1. 3（光滑射影超曲面） 设 V ⊆ Pn (C)是光

滑次数 d 超曲面，也就是说，V 由一个次数等于 d
的齐次多项式定义，且 V (C)是 P n (C)中的闭子流

形。令 OV (1)为 V 上的超平面线丛。弱 Lefschetz 
定理［3］与 Poincaré 对偶给出

H i(V ; Q )≅ H i(P n - 1 (C); Q )  ( i ≠ n - 1)。
因此，除中间次数外，V 的上同调与 P n - 1 相同。于

是 Euler 示性数已经决定总 Betti数：两者只可能在

第 n - 1 阶相差，而这一阶在 Euler 示性数中带符

号 ( - 1) n - 1
。因此

B (V,Q )= n + ( - 1) n - 1 ( χ (V )- χ (P n - 1
c ) )。

下文将说明

B (V,Q )= n + ((d - 1) n + 1 +

( - 1) n - 1 (d - 1) ) /d =

d n + Ο n (d n - 1) (1)
这 里 O n 中 的 隐 含 常 数 只 依 赖 于 n，下 文 的

O n，r、≪ n、≪ n，r 等记号的含义与此类似。

我们简要说明公式（1）的来源。记 χ (V )为 V

的 Euler示性数。由 Gauss-Bonnet定理，

χ (V )=∫V
cn - 1 (TV )，

这里 TV 是 V 的切丛，cn - 1 表示第 n - 1 个 Chern
类。令 h = c1 (OV (1) )。记

c (TV )= 1 + c1 (TV )+ ⋯ + cn - 1 (TV )
为 TV 的全 Chern 类。可以证明：

c (TV )= ( )1 + h
n + 1

1 + dh
。

这里的等式在 V 的上同调环中理解，右端按 h 展开

后只取次数不超过 n - 1 的部分。又 ∫V
hn - 1 = d，

因而

χ (V )= d ⋅[hn - 1 ] ((1 + h) n + 1 (1 - dh +

d 2 h2 - ⋯) )，
其中 [hn - 1 ]表示取 hn - 1 的系数。化简得到

χ (V )= ( - 1) n - 1 ( )d - 1 n + 1 + ( )-1 n

d
+

1 + χ (P n - 1
C )，

代入上面的 Euler示性数关系便得到式（1）。
当空间存在奇异性、且我们不对这些奇异性

作具体分析时，往往只能对总 Betti 数进行估计。

对在实数域上定义的代数簇，成立如下的定理，这

里及下文中的 F 2 表示含有两个元素的有限域：

定理 1. 4 设 X (R )⊆ Rm 为由若干次数不超

过 d 的实系多项式方程所定义的代数簇的实点集。

则存在一个只依赖于 m 的常数 Cm，使得

B (X (R ),F 2)≤ Cm d m。
进一步，根据 Milnor 对超曲面的估计及其规范化

版本，有

B (X (R ),F 2)≤ (d + 1) (2d + 1) m - 1
。

对于上述结论，已有研究者提出若干类似的

表述，如 Milnor［4］、Thom［5］和 Oleinik［6］。此处采用

的是 Milnor 的版本，Thom 也有类似的结果，仅涉

及的常数略有不同。需要特别指出的是：当底空

间的维数  m 固定时，实代数集的总 Betti 数能被 d m

这一阶有效控制。定理 1. 4 的证明思想如下。

Milnor 与 Thom 的方法利用了 Morse 理论：先把问

题化到紧光滑超曲面或其邻域，再取一个一般线

性函数作为 Morse 函数，使 Betti 数由 Morse 临界

点个数控制，而临界点则满足一组多项式方程，最

后用 Bezout 型估计控制临界点个数。若 X 由多个

方程定义，可考虑 f 2
1 + ⋯ + f 2

r = ϵ 给出的光滑邻

近超曲面，把一般代数集归约到超曲面估计。值

得注意的是，阶数 d m 在实数上不能改进。事实上，

在 Rm 中取  m 个一般次数为 d 的多项式，它们可以

有 d m 个实交点，此时 B (X (R )，F 2)= d m。

把复代数簇看成实代数集，可以立刻得到一

个复版本。若 V (C)⊆ Cn 由次数不超过 d 的复多

项式定义，则把每个复方程写成实部和虚部就得

到 R 2n 中次数不超过  d 的实方程组。
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推论 1. 5 设 V (C)⊆ Cn 由次数不超过 d 的

多项式定义。则

B (V (C),F 2)≤ (d + 1) (2d + 1) 2n - 1
。

特别地，固定 n 时，B (V (C)，F 2)≪ nd 2n。

另一方面，Thom［5］指出：借助 Smith 的等变理

论，只要能够估计复代数簇的总 Betti 数就能相应

地估计定义在实数域上的代数簇的总 Betti数。这

正是著名的 Smith-Thom 不等式。

定理 1. 6 设 V 为定义在 R 上的拟射影代数

簇，则

B（V（R），F 2）≤B（V（C），F 2）。

紧支上同调版本的不等式同样成立。

定理 1. 6 的证明思想如下。复共轭在 V（C）上

引入一个对合，其不动点集就是 V（R）。Smith 理

论比较有限 CW 复形与其对合不动点集在 F 2 系数

上的上同调，从而得出上述不等式。关于等变拓

扑的相关背景可参见文献［7］。

定理 1. 4 的结论已经在渐进意义下达到最优，

但其推论 1. 5 却略显不足：由此得到的复数情形估

计为 d 2n 级别，远高于例 1. 3 所示的 d n 级别，似乎未

能准确反映复代数簇 Betti数的真实增长趋势。此

外，这种方法主要依赖于拓扑手段和 Morse 理论，

对下文将要讨论的算术工具，特别是平展上同调，

缺乏有效的启发，对于紧支上同调也无法给出相

应的有效估计。

2　平展上同调与 Weil猜想

让我们将视角从拓扑学转向代数几何，即专

门研究代数簇几何结构的学科。与拓扑学在二十

世纪中叶的蓬勃发展相对应，代数几何同样在此

后经历了革命性的变革。在 Weil、Zariski、Serre 及  
Chevalley 等人的奠基工作之后，Grothendieck 引入

了概形的语言，并在文献［8］中系统地发展了概形

论的基础。到了今天，Grothendieck 体系下的代数

几何早已不再是二十世纪七十年代人们眼中“晦

涩难懂”“抽象深奥”的学问。像代数拓扑一样，它

已逐渐成为代数、几何与数论方向的研究生普遍

掌握的基础知识。因此，本文不再赘述其基本记

号与概念， 标准教材可参见文献［9］。

对于尚不熟悉代数几何的读者，只需明白：复

数域上的代数簇可被赋予自然的概形结构，而概

形的定义范围更为广泛、也更加灵活。特别地，概

形理论允许我们在整数环 Z、有限域 F q，数域  K，甚

至一般概形 S 等不同基底上开展代数几何的研究。

正是这种灵活性为后文将复几何、有限域点计数、

平展上同调和 zeta 函数等主题融会贯通打下了

基础。

接下来我们将专注于讨论平展上同调而不再

回顾概形理论的其他重要应用。Grothendieck 首

创性地提出了“景（site）”与“拓扑斯（topos）”等概

念，在范畴论的基础上建立起崭新的上同调理论

体系。在概形理论中，他与学生 Verdier 以及合作

者 Artin 共同发展了平展景（étale site）理论，由此

使得我们能够在概形层面上定义平展上同调。这

是首次在概形这一范畴中对拓扑学的上同调理论

进行了系统的重构。

具体而言，对于代数闭域 k 上的分离有限型概

形 X，以及任一与特征互素的素数 l，都可以定义平

展 上 同 调 H i
ét(X；F l) 和 紧 支 平 展 上 同 调  

H i
ét，c(X；F l)（其系数亦可取 Z/lν Z、Z l、Q l等，这些情

形下同样有类似的理论结果）。平展上同调满足

许多基本且重要的性质，如 Mayer-Vietoris 正合

列、Leray 谱序列、Poincaré 对偶、Künneth 公式以及

Lefschetz不动点定理等。

此外，当 k = C 时，平展上同调与经典拓扑上

同调完全兼容。更具体地说，若 X 是 C 上有限型且

分离的概形，则存在自然的同构：

H i
ét(X ;F l)≅ H i(X (C);F l), 

H i
ét,c(X ;F l)≅ H i

c (X (C);F l)。
因此，复代数簇以 F l 为系数的奇异上同调可以完

全用代数的方式定义出来。对于 Z/lν Z、Z l、Q l等系

数也成立类似结论。鉴于此，今后文中所称“上同

调”均指平展上同调，不再在记号上区分奇异上同

调和平展上同调。

Weil 很早便预见到，如果能构建一种理想的

代数簇上同调理论，并且该理论满足 Poincaré 对

偶、Künneth 公式、Lefschetz 迹公式等重要性质，那

么他在 1949 年提出的若干有限域算术核心猜想便

可通过形式推理得出。这也正是 Grothendieck 建

立平展上同调理论的重要动机之一。接下来，我

们简要介绍 Weil 猜想及平展上同调的相关应用，

并顺带指出总 Betti数在算术中的意义。

平展上同调有一个经典拓扑理论难以体现的

特征：它能够反映算术信息。设 X = X 0 ⊗ k0 k，其中

k0 ∈ k，且 k 是 k0 的 代 数 闭 包 。 那 么 Galois 群

Gal (k/k0) 会自然且连续地作用在 H i(X；Q l) 和
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H i
c (X；Q l)上，并同样作用于其他系数下的版本。

特别地，对数域 K 上分离有限型概形 X 0（譬如有理

系数多项式定义的拟射影簇），其普通平展上同调

H i(X 0 ⊗ K
-
Q；Q l)与紧支平展上同调H i

c (X 0 ⊗ K
-
Q；Q l)

自然是绝对 Galois 群 Gal (-Q /K )的线性表示。这

一结构将椭圆曲线、Abel簇中熟悉的 l-进 Galois 表
示，自然推广到了任意代数簇的情形。

现 在 取 k0 = F q、k =-
F q。 此 时 Galois 群

Gal (k/k0)为算术 Frobenius σ：x ↦ xq 拓扑生成的投

射循环群，其逆元 Fq = σ-1 被称为几何 Frobenius。
设  X = X 0 ⊗ F q

-
F q，则 F q 作用在 H i

c (X；Q l)上，这个

作用的迹正好控制有限域上的点数。

定理 2. 1（Grothendieck 迹公式） 设 X 0 为 F q

上有限型分离概形，X = X 0 ⊗ Fq

-
F q，且 l∤q。则对

于任意 e ≥ 1，有
#X 0 (F qe)= ∑i ( - 1) i Tr (F e

q| H i
c ( )X ; Q l )。

若 X 0 由有限域 F q 上的多项式方程及不等式

定义，则 X 0 (F qe)即为这些方程和不等式在扩域 F qe

中的解集。上述公式说明，扩域上所有解的个数

实际上由同一组有限维 Q l-向量空间及 Frobenius
线性变换所决定。

回忆 X 0 的 zeta 函数定义为

Z (X 0,t )= exp (∑e = 1
∞ #X 0 (F qe) t e

e
))。

将 迹 公 式 代 入 ，同 时 利 用 线 性 代 数 恒 等 式

exp (∑e ≥ 1
Tr (T e) t e /e )= det (1 - tT )-1)，可 得 到

乘法形式的迹公式：

Z (X 0,t )=∏ i
det ( )1 - tFq| H i

c ( )X; Q l )( )-1 i + 1

。

由此即刻得到如下定理：

定理 2. 2 设 X 0 为 F q 上有限型分离概形。则

存在 P，Q ∈ 1 + tZ [ t ]，使得

Z (X 0,t )= P ( )t
Q ( )t 。

特别地，Z (X 0，t )是有理函数。

定理 2. 2 也是 Weil 猜想中的一部分。Dwork 
最早用 p-进分析方法证明了有理性［10］，而 Grothen⁃
dieck 的迹公式则提供了第二种更具观念性的证

明。此外，概形 X 0 的 zeta 函数完全由 X 0 的算术性

质所决定，无需借助任何上同调理论，但 Z (X 0，t )
的一些基本数值量却可以通过上同调读出。

定义 2. 3 设

R ( t )= P ( )t
Q ( )t

是 系 数 在 域  K 中 的 有 理 函 数 ，其 中  P，Q ∈ 1 +
tK [ t ]互素。定义

deg R = deg P - deg Q, 
degtot R = deg P + deg Q。

利用乘法形式的迹公式立即可以得出 zeta 函数次

数与上同调的关系：

deg Z (X 0,t )=
-∑i ( - 1) i dim Q l

 H i
c (X ; Q l)= -χc(X )，

这里 χc(X )是 X 的紧支 Euler 示性数。此外，我们

有如下全次数不等式：

degtot Z (X 0,t )≤ Bc(X,Q l) (2)
这里 Bc(X，Q l)是 X 的紧支总 Betti 数。一般来说，

等号有可能不成立，因为相邻次数中的 Frobenius
特征根可能在化为互素分子分母时相互抵消。

注 1 定义 χc 时使用紧支上同调是因为迹公

式自然涉及紧支上同调。另一方面，Laumon 的定

理说明，在平展上同调中普通 Euler 示性数与紧支  
Euler示性数相等［11］：

∑i ( - 1) i dim Q l
 H i(X ; Q l)=

∑i ( - 1) i dim Q l
 H i

c (X ; Q l)。
这与通常实拓扑中的情形不同。例如，R 是非紧定

向流形，其普通 Euler 示性数为 1，而紧支 Euler 示
性数为-1。

类似于光滑流形，光滑概形也满足 Poincaré 偶
定理。这直接推出了 Weil 想中的函数方程。为避

免引入不必要的一般性，这里我们只说明光滑射

影情形。设 X 0 ∖F q 为光滑射影、纯维数为 d 的概

形，令 X = X 0 ⊗ Fq

-
F q。Poincaré 对偶性给出非退化

配对

H i(X ; Q l)× H 2d - i(X ; Q l)→ Q l( - d )。
上式右侧的-d 称为 Tate 扭，该扭的引入确保配对

与几何 Frobenius 作用相容：若 α 是 Frobenius Fq 在
H i(X；Q l) 上的特征值，则与其配对的特征值为

qd /α，其中指数 d 正是 Tate 扭中所指的值。把这一

对称性代入 zeta 函数的乘法公式即得到 Weil 猜想

中函数方程部分的上同调来源。

定理 2. 4（函数方程） 在上述设定下，记

χ (X )= ∑i ( - 1) i dim Q l
 H i(X ; Q l)。

则存在 ε = ±1，使得
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Z (X 0,q-d t-1)= εqdχ ( )X /2 t χ ( )X Z (X 0,t )。
Weil 猜想的最后也是最困难的部分，是所谓

“黎曼猜想”。它断言：若 X 0 是定义在有限域 F q 上

的 光 滑 射 影 概 形 ，则 几 何 Frobenius Fq 作 用 于

H i(X；Q l)的特征值都是代数整数，并且对任意域

同 构 ι：
-
Q l → C，这 些 特 征 值 在 ι 下 的 复 绝 对 值

均为 qi 2。

Deligne 在 1974 年证明了该猜想［12］，并在 1980
年大大推广了这一结果［13］。为了表述该推广，我

们先给出权的定义。

定 义 2. 5 设 ι：
-
Q l → C 为 域 之 间 的 同 构 ，

q > 0 为实数，且 α ∈-Q l。我们称 α 关于 ι 的 q -权

不超过 w，若 | ι (α) |≤ qw 2. 若取等号，则称 α 关于 ι

的 q-权等于 w。通常 q 可由上下文确定。

有了以上定义，我们可以给出  Deligne 定理的

一个弱形式：

定理 2. 6 设 X 0 是有限域 F q 上有限型分离概

形，X = X 0 ⊗ F q

-
F q。则对任意整数 i 和任意同构 ι：

-
Q l → C，几何 Frobenius Fq 作用在 H i

c (X；
-
Q l)上的

所有特征值关于 ι的 q-权均不超过 i。

举例来说，若 X 0 几何不可约，维数为 d，则  
H 2d

c (X；Q l)是一维的，且 F q 在其上的特征值为 qd。

结合 Grothendieck 迹公式与定理 2. 6，可以得到如

下形式的 Lang-Weil估计［14］：

定理 2. 7（Lang-Weil 估计） 设 X 0 是 F q 上 An

中的几何不可约、维数为 d 的闭子概形，且 X =
X 0 ⊗ F q

-
F q。则有

| #X 0 (F q)- qd |≤ Bc(X,Q l) qd - 1/2。

定理 2. 7 的证明思想如下。由  Grothendieck
迹公式，

#X 0 (F q)= ∑i ( - 1) i Tr (F q| H i
c ( )X ; Q l )。

几何不可约性保证最高次数 H 2d
c (X；Q l)贡献主项  

qd，其余特征值的权至多为 2d - 1，故其复绝对值

均不超过 qd - 1/2。逐个取绝对值并求和，即得上述

估计。证毕。

从解析数论的角度看，上述 Lang-Weil 估计已

经给出 q1 2 的幂次节省：主项的大小为 qd，误差项的

大小至多为 qd - 1/2 乘以一个上同调常数。不过，这

个指数并非总是最优。若能证明更高次数的紧支

上同调消失，则同样关于权的论证会给出更强的

点数估计。

命题 2. 8 沿 用 上 一 定 理 的 设 定 。 设 d ≥
1，0 ≤ a ≤ d - 1，且

H i
c (X ; Q l)= 0 (d + a < i < 2d )。

则有

| #X 0 (F q)- qd |≤ Bc(X,Q l) q( )d + a /2。
命 题 2. 8 的 证 明 思 想 如 下 。 最 高 次 数  

H 2d
c (X；Q l)仍给出主项 qd。由假设，除最高次数外

所有非零紧支上同调都只可能出现在次数不超过

d + a 的地方。于是，Deligne 关于权的估计说明相

应  Frobenius 特征值的复绝对值至多为 q( )d + a /2。

再用 Grothendieck 公式并逐项取绝对值即得结论。

证毕。

当 a = d - 1 时，命题 2. 8 给出的正是前面的  
Lang-Weil 误 差 项 。 若 能 取 a =0，则 误 差 项 为

Bc(X，Q l) qd 2，这就是通常所说的平方根相消。从

上同调的观点看，达到这种估计的一个自然充分

条件是

H d + i
c (X ; Q l)= 0 (0 < i < d )。

在适用弱 Lefschetz 定理的情形，例如某些一般完

全交或一般截面情形，上述消没可以由 Lefschetz
型定理推出。对于任意给定的簇，判断这些紧支

上同调是否消失通常并不直接。一种常见做法是

选取合适的紧化，再通过无穷远边界和奇异点集

的维数来控制相关上同调。Hooley 的论文中 Katz
所写的附录［15］给出了这一思想的一个典型形式。

定理 2. 9（Katz） 设 Y 0 ⊆ P N
F q
是理想意义下的

射 影 完 全 交（Ideal-Theoretic Projective Complete 
Intersection），纯 维 数 为 r，多 重 次 数 为 d=
(d 1，⋯，dN - r)。设 Y = Y 0 ⊗ F q

-
F q，并设 Y 的奇异

点集维数不超过 s。记

pr = #P r(F q)= 1 + q + ⋯ + qr。

若 0 ≤ s ≤ r - 2，则存在只依赖于 N、r、d 的常数

C，使得 | #Y 0 (F q)- pr |≤ Cq( )r + s + 1 /2。

光滑情形可视为 s = -1，此时误差指数为 r/2。
这里的关键点是误差指数对奇异点集维数 s

的依赖。奇异性越小，可能出现的较高的权越少，

点数估计也就越接近平方根相消。因此，Lang-

Weil 型估计中会出现哪些权并不总能从原方程表

面直接看出。但是，原则上它可以通过紧化与奇

异性分析转化为几何问题。从迹公式的证明看，

定理中的常数 C 可由同一类射影完全交的总 Betti
数上界控制。
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综上，Lang-Weil 型估计的质量有两个来源：

误差项的指数由出现的 Frobenius 的权决定，这些

权又受较高次数紧支上同调的消没控制；另一方

面，隐含常数由相关上同调空间的维数之和控制，

因而可由总 Betti数估计。这正是算术上研究 Betti
数显式上界的一个基本动机。

3　Bombieri与  Katz的 Betti数估计

Bombieri 关于有限域指数和的两篇论文［16-17］ 
给出了相关 L 函数次数与总次数的显式上界。这

些结果本身属于指数和理论，本文只记录它们对

Betti 数问题所提供的输入。设 V 0 ⊆ AN
F q
由 r 个次

数不超过 d 的多项式定义，并记 V = V 0 ⊗ F q

-
F q。

Bombieri的总次数估计给出

degtot Z (V 0,t )≤ (4 (d + 1)+ 5) N + r
。

鉴于不等式（2），此类结果提示相应的 Betti数也应

有类似的显式控制。不过，由于相邻上同调次数

中的 Frobenius 特征值可能在 zeta 函数中相互抵

消，总次数上界不能直接推出 Betti数上界。

从方法论上讲，Bombieri的证明是基于 p-进分

析的。他采用 Dwork 理论将 zeta 函数表达为某个

完全连续算子（Dwork 算子）的 Fredholm 行列式，

并在链复形层面研究 Frobenius 的斜率。用现代语

言来说，这一思路与 Berthelot 所引入的刚性上同

调中的 Frobenius 作用紧密相关，参见文献［18］。

Dwork 理论的一个变体给出了用于计算刚性上同

调的具体链复形。其核心在于对 Dwork 算子的谱

性质进行精确控制。由于刚性上同调是链复形的

子商（Subquotient），链级别的控制自然传递到刚性

上同调。因此，Bombieri的论证实际上可以导出刚

性上同调紧支总 Betti数的上界。

注 2 一个重要的猜想认为，对于任意定义在

特征  p > 0 的代数闭域上的代数簇，其 l-进上同调

和刚性上同调的 Betti 数应当一致。然而，这一猜

想目前仍仅在极少数情形下得到证实，在一般情

形下尚属悬而未决。

另一方面，Dwork 的方法能够精确估计 zeta 函

数的次数，Bombieri已利用此法获得相关结果。由

于该次数即为 Euler 示性数，无论采用何种 l-进上

同调理论，我们也由此得到了 Euler 示性数的上

界。 Adolphson-Sperber 随后通过 Newton 多面体

方法对这类估计进行了改进［19-20］。其主要结果可

总结如下：

定理 3. 1 设 DN，r 表示 r + 1 个变量的 N 次齐

次多项式，所有单项式系数均为 1。换言之，DN，r 就

是这  r + 1 个变量的 N 次齐次完全对称多项式，即

DN,r(T 0,…,Tr)= ∑a0 + ⋯ + ar = N
T a0

0 ⋯T ar
r 。

在上述条件下，有如下 Euler示性数的上界：

| χc(V ) |≤ 2r DN,r(1,1 + d,…,1 + d )≤

2r( r + 1 + rd ) N
。

经过 Bombieri 和 Adolphson-Sperber 多年的研

究，Katz 在纪念四川大学柯召教授的论文［21］ 中首

次给出了紧支总 Betti 数 Bc(V，Q l)的新的显式上

界。其做法结合了前述 Euler 示性数的上界与  
étale 上同调中的仿射弱 Lefschetz 定理，成为估计

Betti 数的核心思想。这里我们先记录一个适合后

文引用的弱 Lefschetz形式。

引理 3. 2 设 X 是维数不超过 n 的代数簇，并

设 X → P n 是拟有限浸入。令 F为 X 上的可构造

层。则对充分一般的超平面 H，存在 Gysin 映射

H i - 2
c (X ∩ H ;F ( - 1) )→ H i

c (X ;F ),
它在 i = n + 1 时满射，在 i ≥ n + 2 时为同构。

这一形式可由 Deligne 的弱 Lefschetz 定理推

出，参见文献［27］中的 Lemma 3. 9。下面我们给

出  Katz 结果的一个显式推论。

定理 3. 3（Katz） 设 k 为代数闭域，V ⊆ AN
k 是

由 r ≥ 1 个次数不超过 d 的多项式定义的闭子概

形。若 l≠ char k，则
Bc(V,Q l)≤ 6 ⋅ 2r( rd + 3) N + 1

。

若 V 是零维或 V 光滑连通，则有较强的界

Bc(V,Q l)≤ 3 ⋅ 2r( r + 1 + rd ) N
。

定理 3. 3 的证明思想如下。先考虑  V 光滑连

通、维数为  m 的情形。取一般仿射超平面  H。弱  
Lefschetz 定理说明，除中间次数外，V 的上同调可

由 V ⋂ H 控制。于是

B (V,Q l)=

             
∑i ≠ m

dim H i ( )V ; Q l

由 [ V ⋂ H ] 归纳控制

+
         
dim H m ( )V ; Q l

由 [ χcV ] 反推出

。

更具体地说，

dim H m (V ; Q l)≤ | χc(V ) |+
∑i ≠ m

dim H i(V ; Q l)。
因此，Euler 示性数界加上超平面截面的归纳界即

可控制普通总 Betti 数 B (V，Q l)。另一方面，对于

光 滑 等 维 的 V，Poincaré 对 偶 给 出 H i(V；Q l) 与
H 2m - i

c (V；Q l)的对偶关系。因此，二者的总维数相
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等，即 B (V，Q l)= Bc(V，Q l)，但这里并不是说每一

阶上同调的维数逐项相等。

对于一般闭子概形的情形，先将其转化为开

补 AN ∖ V，再用主开集覆盖与 Mayer-Vietoris 谱序

列。交叠的主开集可借助 Rabinowitsch trick 写成

更高一维仿射空间中的光滑超曲面：

1−ZFi1⋯Fip
= 0。

这一步带来  N + 1 维空间中的估计，也正是一般界

中  d 的次数比光滑情形多一阶的来源。证毕。

注 3 定理 3. 3 估计的是紧支 Betti 数。紧支

上同调适合开闭分解，因而可以与 Mayer-Vietoris
谱序列和 Gysin 映射直接配合。普通 Betti 数则没

有同样的形式性质。

Katz 在同一篇文章（文献［21］）中提出的问题

可以概括为：对任意由 N，r，d 控制的仿射闭子概

形，是否也能给出普通总 Betti 数 B (V，Q l)的显式

上界？对此问题，文献［22］给出了肯定回答：

定理 3. 4 设 k 为代数闭域，V ⊆ AN
k 由 r ≥ 1

个次数不超过 d 的多项式定义。若 l≠ char k，则

B (V,Q l)≤ 2r r( rd + 3) N
。

特别地，若只假设 V ⊆ AN
k 可由次数不超过 d 的多

项式定义，则

B (V,Q l)≤ 2 (N + 1) 2N + 1 (d + 1) N
。

定理 3. 4 的证明思想如下。证明继承了 Katz
的基本框架：先把 Euler 示性数界转化为 Betti 数
界，再用 Lefschetz 型定理做归纳。新的困难在于

这里估计的是普通上同调。对局部完全交情形，

移位常值层 Q l，V［dim V］是偏屈层，因此可以使用

Deligne 的 偏 屈 弱  Lefschetz 定 理（Perverse Weak 
Lefschetz Theorem）。它控制除中间次数外的普通

上同调。中间次数再由 Laumon 的等式 χ (V )=
χc(V )和已控制的其他次数反推出。而 χc(V )可由

前述 Bombieri-Adolphson-Sperber 型 Euler 示性数

估计控制。

对于一般奇异情形，可再通过开闭分解所给

出的谱序列把普通上同调估计归约到有限多个局

部 完 全 交 片 段 。 这 些 片 段 的 数 目 和 次 数 仍 由  
N，r，d 显式控制，于是得到上面的统一界。证毕。

注 4（Kronecker 约化） 定理 3. 4 的第二个界

不再含有原始方程个数 r。其原因在于 Kronecker
型约化：在无限基域上，AN 中任意由次数不超过 d
的多项式定义的闭子集，可以集合论地由至多

N + 1 个次数不超过 d 的多项式定义。平展上同

调只依赖约化闭子概型， 因此普通 Betti 数不区分

原始方程组与这个集合论约化后的方程组。这

样，在不指定 r 的问题中，方程个数可以被吸收到

只依赖于 N 的常数中。

至此，Katz 的紧支 Betti 数问题和普通 Betti 数
问题都已有显式解答。下一步自然的问题是：这

些界在次数 d 上是否具有最优阶数？

4　紧支上同调的最优上界

文献［23］给出了仿射簇紧支  Betti 数的正确

增长阶。设  n，r，d 为正整数。定义

Bc(n,r; d )= sup Bc(V,Q l)，
其 中 上 确 界 取 遍 所 有 代 数 闭 域 k，所 有 满 足

l≠ char k的素数 l，以及所有由 r个次数不超过 d 的

多项式定义的闭子簇 V ⊆ A n
k。

定理 4. 1［23］ 对任意正整数  n， r， d，有

(d - 1) n ≤ Bc(n,r; d )≤

3r(n + r - 1
r - 1 ) (2d + 1) n ≤ 6r(4d + 2) n

。

因此，当 n，r 固定而 d → ∞ 时，紧支总 Betti 数的最

优增长阶为 d n。

定理 4. 1 中的下界已经由零维完全交给出。

例如，在 An 中取 n 个一般次数为 d - 1 的方程，其

公共零点有 (d - 1) n
个点。因此，定理中的 d n 阶

不能再降低。此外，方程个数  r 在定义中保留是因

为许多应用会自然给出一个指定的方程组。不

过，从集合论闭子集的角度看，r 并不总是必要

参数。

我们先记录 Kronecker约化在这里的形式：

引理 4. 2 固定 n，d。则

Bc(n,1; d )≤ Bc(n,2; d )≤ ⋯ ≤ Bc(n,r; d )≤
Bc(n,r + 1; d )≤ ⋯，

并且当 r ≥ n + 1 时，

Bc(n,r; d )= Bc(n, n + 1; d )。
证明  单调性来自允许添加零方程。另一方

面，Kronecker-Perron 约化［24］说明，在无限域上，An

中任意由次数不超过 d 的多项式定义的闭子集，可

以集合论地由至多 n + 1 个次数不超过 d 的多项式

定义。代数闭域都是无限域，而紧支平展上同调

只依赖约化闭子概型。因此，当 r ≥ n + 1 后，上确

界不再改变。证毕。

推论 4. 3 设  k 为代数闭域，V ⊆ A n
k 可由任意

多个次数不超过 d 的多项式定义。若 l≠ char k，
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则

Bc(V,Q l)≤ 3n + 1 (2n
n ) (2d + 1) n <

3 (24d + 12) n
。

证明  由引理 4. 2，可以把方程个数换成 n +
1。再将定理 4. 1 用于 r = n + 1 情形即得第一个

不等式。第二个不等式来自 (2n
n )< 4n。证毕。

Katz 的紧支 Betti数界已经给出了任意特征中

的显式控制。用这里的记号，其一般界的阶为

Bc(n,r; d )≪ n,r d n + 1。

更具体地说，定理 3. 3 给出

Bc(n,r; d )≤ 6 ⋅ 2r( rd + 3) n + 1
。

定理 4. 1 则把这个阶数改进为 d n，正好达到零维完

全交所强迫的阶。

Katz 方法中多出的一个 d 有清楚的几何来源。

为了使用光滑情形的弱 Lefschetz 定理，他的证明

先把奇异闭子簇转化为光滑开补。随后，Rabinow⁃
itsch trick 又把主开集写成更高一维仿射空间中的

光滑超曲面。这样，原来  n 维仿射空间中的问题被

放到 n + 1 维空间中处理，从而在次数上多出一

阶。文献［23］使用偏屈弱 Lefschetz 与退化思想，

避免了这一升维损失。

定理 4. 1 还有一个射影形式的直接推论：

推论 4. 4 设 k 为域，
-
k 为其代数闭包，X ⊆ P n

k 
是  r 个次数不超过 d 的齐次多项式的公共零点。

若 l≠ char k，则

∑i
dim H i(X ⊗ k k̄; Q l)≤

3r C (n + r - 1,r - 1) (2d + 2) n
。

证明  由于 X ⊗ k k̄ 是完备的，普通上同调与

紧支上同调一致。取标准仿射开集，把 X ⊗ k k̄ 分

解为仿射部分 U 与无穷远超平面上的闭子集 Z，其

中  U ⊆ A n-
k 仍由 r 个次数不超过  d 的方程定义，而  

Z 是 P n-
k 中同类的射影闭子集。开闭长正合列给出

Bc(X ⊗ k k̄,Q l)≤ Bc(U,Q l)+ Bc(Z,Q l)。
对 U 使用定理  4. 1，对 Z 按 n 归纳即得所述界。

证毕。

现在我们讨论首项常数。定理 4. 1 证明了正

确的 d n 阶，但一般情形的最优首项常数仍不清楚。

一般完全交给出的模型常数是 (n - 1
r - 1 )。文献［23］

提出了如下问题：

问题 4. 5 设 1 ≤ r ≤ é ù( )n + 1 /2 。当 d → ∞

时，是否有

Bc(n,r; d )= (n - 1
r - 1 ) d n + on,r(d n)

成立？这里对 r 的限制与单调性有关：Bc(n，r；d ) 
随 r 单调不减，而 (n - 1

r - 1 )只在 1 ≤ r ≤ é ù( )n + 1 /2

范围内随 r 增大。若不加这个限制，一个可能的形

式是把 (n - 1
r - 1 )换成 ( n - 1

( )min { }r - 1，é ù( )n - 1 /2 )。
对仿射完全交，上述正确阶可以进一步精确

到主项。设 1 ≤ r ≤ n。定义

Bci
c (n,r; d )= sup Bc(V,Q l)，

其 中 上 确 界 取 遍 所 有 代 数 闭 域 k，所 有 满 足

l≠ char k 的素数  l，以及所有 V ⊆ A n
k，使得 V 由 r

个次数不超过  d 的方程定义，且是维数为 n - r 的
完全交。

我们先记录一般成员的计算。设 V ⊆ A n
k 是足

够一般的 r 个次数为 d 的方程定义的光滑完全

交。则

(n - 1
r - 1 ) (d - 1) n ≤ dim H n - r

c (V,Q l)≤

C (n - 1
r - 1 ) d n，

并且除中间次数和最高紧支次数外，它的紧支上

同调为零。因此，一般完全交的紧支 Betti 主项为

(n - 1
r - 1 ) d n。这给出下面定理中下界的来源：

定理 4. 6 若 1 ≤ r ≤ n，则

(n - 1
r - 1 ) (d - 1) n ≤ Bci

c (n,r; d )≤

(n - 1
r - 1 ) (d + 1) n

。

特别地，

Bci
c (n,r; d )= (n - 1

r - 1 ) d n + O n,r(d n - 1)。
事实上，证明给出了逐项的紧支上同调估计。

定理 4. 7 设 V ⊆ A n
k 是  r 个次数不超过 d 的

方 程 定 义 的 完 全 交 ，并 设 dim V = n - r。 若

l≠ char k，则
H i

c (V,Q l)= 0 ( i < n - r )，
且对 0 ≤ j ≤ n - r有

dim H n - r + j
c (V,Q l)≤ (n - 1 - j

r - 1 ) d n - j，

从而
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Bc(V,Q l)≤ (n - 1
r - 1 ) (d + 1) n

。

为了说明完全交情形中的退化步骤，我们先

记录所需的偏屈退化引理。这里采用文献［25］的

中间偏屈 t-结构约定：Db
c 表示有界可构造导出范

畴，p D≥ 0
c 表示相应 t-结构的余连通（Coconnective）

部分；而下面的 H i 仍表示通常上同调层。关于偏

屈层和偏屈 t-结构的系统讨论，仍参见文献［25］。

引理 4. 8 设 B 是代数闭域  k 上的光滑连通曲

线，U ⊆ B 为非空开子集，∑ = B ∖ U，并记 j：U↪B

为开浸入。设 F ∈ p D≥ 0
c (B，Q l)在曲线 B 上关于通

常偏屈 t-结构是余连通的，并且 j*F的各上同调层

为局部系统。则对任意 s ∈ ∑，存在自然单射

H -1 (F s) ↪ (R0 j*H-1 ( j*F ) )
s
。

特别地，dim H -1 (F s)不超过局部系统H-1 ( j*F )在
U 上的秩。

引理 4. 8 是文献［23，26］中使用的偏屈退化引

理。在仿射完全交的应用中，它把特殊纤维的中

间紧支上同调控制在一般纤维给出的局部系统秩

之内。

下面简要说明定理 4. 6 的证明思想。第一步

是计算一般纤维。足够一般的仿射完全交可以通

过射影完全交及其无穷远边界计算 Euler 示性数。

再由弱 Lefschetz 定理可知，所有随 d 增长的部分

集中在中间紧支上同调，其主项为 (n - 1
r - 1 ) d n。

第二步是从一般纤维传到任意纤维。把给定

完全交放入一个连接到一般完全交的仿射族中。

把这族推到参数曲线后，若 π 表示这族到参数曲线

的结构态射，则可将引理 4. 8 用于相应的 Rπ！ Q l。

它说明特殊纤维的中间紧支上同调不超过一般纤

维给出的局部系统秩，再加上低维边界项。同类

偏屈 Lefschetz 想也见于文献［27］，这些低维边界

项可以用归纳处理。

第三步是控制非中间次数。取一般仿射超平

面 H。类似于引理 3. 2 的 Lefschetz 型结论把 V 的

较高次数紧支上同调归约到 V ⋂ H。反复截取超

平面并归纳，即可得到定理 4. 7 的逐项估计。最后

对所有次数求和，得到定理 4. 6 的总 Betti 数上界。

证毕。

需要强调的是，这个完全交证明本身并不推

出定理 4. 1 的一般情形，原因是完全交结构使中间

维数和 Lefschetz 归纳配合得很好，而任意闭子簇

可能有不同维数的分支和更复杂的退化行为，需

要另一种全局约化方法来处理。尽管如此，完全

交估计已经足以在若干后续算术应用中替换 Katz
界，并改善常数对次数的依赖。
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