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摘要:应用权函数方法、Euler-Maclaurin求和公式、Abel求部分和公式及微分中值定理,
给出一个涉及多重可变上限函数及部分和的半离散 Mulholland型不等式,并讨论新不等式

中最佳常数因子联系多参数的等价性.
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具有相同最佳常数因子的 Mulholland不等式[1]:



∑
∞

m=2
∑
∞

n=2

ambn

ln(mn)<
π

sin(π/p)∑
∞

m=2

ap
m

m1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

p

1/p

∑
∞

n=2

bq
n

n1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

q

1/q
, (2)

及如下半离散 Mulholland型不等式(取λ=1,v(n)=lnn,r=q,s=p)[2]:
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Krnic'等[3]给出式(1)的如下推广形式:
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这里λi∈(0,2](i=1,2),λ1+λ2=λ∈(0,4],B(λ1,λ2)是最佳常数,B(u,v)∶=∫
∞

0

tu-1

(1+t)u+vdt

(u,v>0)为Beta函数.当p=q=2,λ1=λ2=λ/2时,式(3)变为文献[4]的一个不等式.文献[5-12]给
出了不等式(1)~(3)的一些推广及应用.

目前,关于不等式(1)~(3)的研究已有很多结果[13-25].如洪勇等[13]讨论了式(1)的一般形式联系

最佳常数因子及多参量的等价条件.沿用文献[3]的方法,Adiyasuren等[18]给出了如下关于式(3)的涉

及部分和的拓展性推广:设λi∈(0,1]∩(0,λ)(λ∈(0,2],i=1,2),λ1+λ2=λ,则有
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这里λ1λ2B(λ1,λ2)为最佳值,am,bn≥0,Am =∑
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Yang等[19]应用Euler-Maclaurin求和公式,通过引入参量给出了式(5)的联系核 1
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较精确的推广.王爱珍等[20]给出了联系核为 1
(x+nβ)λ+m 涉及m-阶导函数

及部分和的半离散Hilbert型不等式.
本文应用权函数的方法、Euler-Maclaurin求和公式及Abel求部分和公式,给出一个涉及多重可

变上限函数及部分和的半离散 Mulholland型不等式,它是式(3)当u(x)=x时的推广,并讨论了新不

等式中最佳常数因子联系多参数的等价性.

1 引 理

本文假设条件如下:
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引理1[5] 1)若k∈ℕ,(-1)i d
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  2)若f(t)∈C1[k,∞),则有如下Euler-Maclaurin求和公式:
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  引理2 设s>0,s2∈(0,2/β]∩(0,s),权系数定义为
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则有如下双向不等式:
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证明:固定x>0,定义正函数h(t)∶= lnβs2-1t
(x+lnβt)st

(t>1).下面分两步证明.

1)当s2∈(0,1/β]∩(0,s),β∈(0,1]时,求导可得
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由级数的递减性质,有
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  2)当s2∈(1/β,2/β]∩(0,s),h(∞)=0时,由式(7)(取k=2,n→∞)有
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此外,还有
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故式(10)成立.
对于s2∈[0,2/β]∩(0,s),由式(10),做变换u=(lnβt)/x,可得
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故式(9)成立.证毕.
引理3 假设条件(H1)~(H3)成立,则有如下半离散不等式:
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  证明:做变换y= x
lnβn

,对于s1∈(0,s)(s>0),可得下列权函数表达式:
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ωs(s1,n)∶=lnβ(s-s1)n∫
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由式(9)及式(12),取s=λ+m+1>m+1,s1=λ1+m∈(m,λ+m),s2=λ2+1∈(1,2/β]∩(1,λ+1),
则有λ>0,λ1∈(0,λ),λ2∈(0,2/β-1]∩(0,λ)及式(11).证毕.

引理4 假设条件(H1)~(H3)成立,对于t>0,m∈ℕ,则有

∫
∞

0
e-txf(x)dx=tm∫

∞

0
e-txFm(x)dx. (13)

  证明:对于m=0,因为F0(x)=f(x),故式(13)成立.由已知条件,对于m∈N,i=1,2,…,m,
有Fi(0+)=0及e-txFi(x) ∞

0 =0.由分部积分法,得

∫
∞
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e-txFi-1(x)dx=∫

∞

0
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0-∫
∞

0
Fi(x)de-tx =t∫

∞

0
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在式(14)中代入i=1,2,…,m(m∈N),化简可得式(13).证毕.
引理5 假设条件(H1)~(H3)成立,对于t>0,则有如下离散不等式:

∑
∞

n=2
e-tlnβnbn ≤tβ∑

∞

n=2
e-tlnβnlnβ-1n

n Bn. (15)

  证明:因为Bne-tln
β(n+1)=Bne-tln

βn=o(1)(n→∞),故由Abel求部分和公式,有

∑
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∑
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设f(x)=e-tln
βx,x∈(1,∞),则可得f′(x)=-tβ

lnβ-1x
x e-tlnβx=-tβh(x),其中对于β∈(0,1],函数

h(x)∶=ln
β-1x
x e-tlnβx 在(1,∞)内严格递减且连续可导.由微分中值定理,有

∑
∞
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∞
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故式(15)成立.证毕.
引理6 假设条件(H1)~(H3)成立,则有如下不等式:
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∞

0∑
∞
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(x+lnβn)λdx≤β

Γ(λ+m+1)
Γ(λ) ∫

∞

0∑
∞

n=2

lnβ-1n
(x+lnβn)λ+m+1nBnFm(x)dx. (16)

  证明:利用 Gamma函数表示式[27] 1
(x+lnβn)λ = 1

Γ(λ)∫
∞

0
tλ-1e-(x+lnβn)tdt,由Lebesgue逐项积分

定理[28]及式(13),(15),有
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I= 1
Γ(λ)∫

∞

0∑
∞

n=2
bnf(x)∫

∞

0
tλ-1e-(x+lnβn)tdtdx= 1

Γ(λ)∫
∞

0
tλ-1∫

∞

0
e-xtf(x)d( )x ∑

∞

n=2
e-tlnβnb( )n dt≤

1
Γ(λ)∫

∞

0
tλ-1tm∫

∞

0
e-xtFm(x)d( )x tβ∑

∞

n=2
e-tlnβnlnβ-1n

n Bæ

è
ç

ö

ø
÷n dt=

β
1
Γ(λ)∫

∞

0∑
∞

n=2

lnβ-1n
n BnFm(x)∫

∞

0
t(λ+m+1)-1e-(x+lnβn)tdtdx=

β
Γ(λ+m+1)

Γ(λ) ∫
∞

0∑
∞

n=2

lnβ-1n
(x+lnβn)λ+m+1nBnFm(x)dx.

故式(16)成立.证毕.
引理7 对于b∈(-1,1),n∈N2,有常数C,使得

∑
n

k=2

lnbk
k =ln

b+1n
b+1+C+O 1

nln
bæ

è
ç

ö

ø
÷n (n→ ∞). (17)

  证明:设函数G(t)∶=1tln
bt(t≥2),求导得G′(t)=b

t2ln
b-1t-1t2ln

bt=bg1(t)-g2(t),其中

g1(t)∶=1t2ln
b-1t,g2(t)∶=1t2ln

bt(t≥2).则有(-1)ig(i)
1 (t)>0(t≥2,i=0,1).因为

b<1<2ln2≤2lnt(t≥2),  g′2(t)=b-2lnt
t3 lnb-1t<0(t≥2),

故有(-1)ig(i)
2 (t)>0(i=0,1).由式(6),有

∫
n

2
P1(t)gj(t)dt=εj

8gj(t)
n

2
(0<εj<1,j=0,1).

由式(7),有

∑
n

k=2
G(k)=∫

n

2
G(t)dt+12

(G(2)+G(n))+∫
n

2
P1(t)G′(t)dt=

∫
n

2
G(t)dt+12

(G(2)+G(n))+b∫
n

2
P1(t)g1(t)dt-∫

n

2
P1(t)g2(t)dt.

再代入上述相关结果,有式(17).这里C∶=- 1
b+1

lnb+12+ 1
4+ε2æ

è
ç

ö

ø
÷

32ln
b2-ε1b

32ln
b-12,O 1

nln
bæ

è
ç

ö

ø
÷n ∶=

lnbn
2n +ε1b

8n2ln
b-1n-ε2

8n2ln
bn(n→ ∞).证毕.

2 主要结果

定理1 假设条件(H1)~(H3)成立,则有如下涉及多重可变上限函数及部分和的半离散

Mulholland型不等式:

I=∫
∞

0∑
∞

n=2

bnf(x)
(x+lnβn)λdx<β1

/qΓ(λ+m+1)
Γ(λ)

(B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p ×

(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q∫
∞

0
xp(1-m-̂λ1)-1Fp

m(x)d[ ]x
1/p

∑
∞

n=2

ln-qβ̂λ2-1n
n Bqæ

è
ç

ö

ø
÷n

1/q

. (18)

特别地,当λ1+λ2=λ时,由假设有

0<∫
∞

0
xp(1-m-λ1)-1Fp

m(x)dx< ∞,  0<∑
∞

n=2

ln-qβλ2-1n
n Bq

n < ∞,

∫
∞

0∑
∞

n=2

bnf(x)
([x+lnβn)λdx<β

1/qΓ(λ+m+1)
Γ(λ) B(λ1+m,λ2+1)×

∫
∞

0
xp(1-m-λ1)-1Fp

m(x)d[ ]x
1/p

∑
∞

n=2

ln-qβλ2-1n
n Bqæ

è
ç

ö

ø
÷n

1/q
, (19)
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这里常数因子β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) B(λ1+m,λ2+1)为最佳值.

证明:由式(16)及式(11)有式(18).∀0<ε<min{pλ1,qλ2},设

췍F0(x)=췍f(x)∶=
0, 0<x<1,

xλ1-ε/p-1,x≥1{ ,  췍bn∶=1nln
β(λ2-ε/q)-1n, n∈N2,

则对于m∈N,可得

췍Fm(x)∶=∫
x

0∫
tm-1

0
…∫

t1

0
췍f(t0)dt0…dtm-( )2 dtm-1=

0, 0<x<1,

1

∏
m-1

i=0
λ1+i-εæ

è
ç

ö

ø
÷

p

(xλ1+m-1-ε/p -pm-1(x)),x≥1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (20)

这里pm-1(x)为正系数的(m-1)次多项式,满足p(i-1)
m-1 (1)=(xλ1+m-1-ε/p)(i-1) x=1(i=1,2,…,m).记

p-1(x)∶=0,∏
-1

i=0

(a+i)∶=1(a >0).式(20)对 m∈ℕ成立,췍Fi(x)=o(etx)(t>0,x→∞)

(i=1,2,…,m).对于-1<b=β(λ2-ε/q)-1<1,由式(17)有

0<췍Bn∶=∑
n

k=2

췍bk=∑
n

k=2

1
kln

β(λ2-ε/q)-1k= 1
β(λ2-ε/q)

lnβ(λ2-ε/q)n+C+o1 1nln
β(λ2-ε/q)-1æ

è
ç

ö

ø
÷n ≤

lnβ(λ2-ε/q)n
β(λ2-ε/q)

1+ C1 lnβ(λ2-ε/q)n+ o1 1
nln
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úún
,

满足条件췍Bn=o(etln
βn)(t>0,n→∞).

对于可微函数a(x)=o(1)(x→∞),由L’Hôpital法则,有

lim
x→∞

(1+a(x))q-1
a(x)

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
0 =lim

x→∞

q(1+a(x))q-1a′(x)
a′(x) =lim

x→∞
q(1+a(x))q-1=q,

即有(1+a(x))q=1+o(a(x))(x→∞),从而有

1+ C1 ln-β(λ2-ε/q)n+ o 1
nln
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
q

=1+o C1 ln-β(λ2-ε/q)n+ o1 1
nln
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
(n∈N2,n→ ∞).

于是有

∑
∞

n=2

ln-qβλ2-1n
n

췍Bq
n ≤ 1

β(λ2-ε/q
é

ë
êê

ù

û
úú)
q

∑
∞

n=2

1
nln

-βε-1n1+ C1 ln-β(λ2-ε/q)n+ o1 1
nln
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
q

=

1
β(λ2-ε/q
é

ë
êê

ù

û
úú)
q

∑
∞

n=2

1
nln

-βε-1n1+o C1 ln-β(λ2-ε/q)n+ o1 1
nln
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úún =

1
β(λ2-ε/q
é

ë
êê

ù

û
úú)
q

∑
∞

n=2

1
nln

-βε-1n+∑
∞

n=2
o C1 1nln

-β(λ2+ε/p)-1n+ o1 1nln
-βε-2æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úún <

1
β(λ2-ε/q
é

ë
êê

ù

û
úú)
q

∫
∞

2
ln-βε-1xdlnx+O1(1( ))= 1

β(λ2-ε/q
é

ë
êê

ù

û
úú)
q 1
βε
ln-βε2+O1(1æ

è
ç

ö

ø
÷).

  若有正常数M≤β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) B(λ1+m,λ2+1),使其取代式(19)中的常数因子β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) ×

B(λ1+m,λ2+1)后仍成立,则有

췍I∶=∫
∞

0∑
∞

n=2

췍bn췍f(x)
(x+lnβn)λdx<M∫

∞

0
xp(1-m-λ1)-1췍Fp

m(x)d[ ]x
1/p

∑
∞

n=2

ln-qβλ2-1n
n

췍Bqæ

è
ç

ö

ø
÷n

1/q

. (21)

由式(21)及上述结果,有

췍I<
M∫

∞

1
xp(1-m-λ1)-1xp(λ1+m-1)-εd[ ]x

1/p

βλ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q ∏
m-1

i=0
λ1+i-εæ

è
ç

ö

ø
÷

p

1
βε
ln-βε2+O1(1æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/q

=
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M

βλ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q ∏
m-1

i=0
λ1+i-εæ

è
ç

ö

ø
÷

p
∫

∞

1
x-ε-1d( )x

1/p 1
βε
ln-βε2+O1(1æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/q

=

M

εβλ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q ∏
m-1

i=0
λ1+i-εæ

è
ç

ö

ø
÷

p

1
β
ln-βε2+εO1(1æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/q

.

由式(8)及式(9),设s=λ∈(0,∞),s2=췍λ2∶=λ2-ε/q∈ (0,2/β)∩ (0,λ),则有

췍I=∫
∞

1
xλ1+ε/q∑

∞

n=2

lnβ(λ2-ε/q)-1n
(x+lnβn)λ

é

ë
êê

ù

û
úún x-ε-1dx=1

β∫
∞

1
ωλ(췍λ2,x)x-ε-1dx>

1
β
kλ(췍λ2)∫

∞

1
1-Oλ

1
x췍λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
x-ε-1dx=1

β
Bλ1+ε

q
,λ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q
1
ε -O(1æ

è
ç

ö

ø
÷).

  基于上述结果,有

1
β
Bλ1+ε

q
,λ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q -εO(1)<ε췍I< M(β-1ln-βε2+εO1(1))1/q

βλ2-εæ

è
ç

ö

ø
÷

q ∏
m-1

i=0
λ1+i-εæ

è
ç

ö

ø
÷

p

. (22)

当ε→0+时,由Beta函数的连续性质,式(22)变为

β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) B(λ1+m,λ2+1)=β1
/qλ2B(λ1,λ2)∏

m-1

i=0

(λ1+i)≤M.

故M=β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) B(λ1+m,λ2+1)为式(19)的最佳常数因子.证毕.

定理2 假设条件(H1)~(H3)成立,若式(18)的常数因子

β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ)
(B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q

是最佳值,则当λ-λ1-λ2≤q(2/β-1-λ2)时,有λ1+λ2=λ.

证明:因为λ̂1=λ-λ2p +λ1q
,̂λ2=λ-λ1-λ2q +λ2,0<λ1,λ2<λ,故有λ̂1+̂λ2=λ,0<̂λ1,̂λ2<λ,

B(̂λ1+m,̂λ2+1)∈ℝ+.当λ-λ1-λ2≤q 2
β
-1-λæ

è
ç

ö

ø
÷2 时,有λ̂2≤2

β
-1.将λi=̂λi(i=1,2)代入

式(19),有如下不等式:

∫
∞

0∑
∞

n=2

bnf(x)
(x+lnβn)λdx<β1

/qΓ(λ+m+1)
Γ(λ) B(̂λ1+m,̂λ2+1)×

∫
∞

0
xp(1-m-̂λ1)-1Fp

m(x)d[ ]x
1/p

∑
∞

n=2

ln-qβ̂λ2-1n
n Bqæ

è
ç

ö

ø
÷n

1/q

. (23)

由Hölder不等式,有

B(̂λ1+m,̂λ2+1)=kλ+m+1
λ2
p +λ-λ1

q +æ

è
ç

ö

ø
÷1 =∫

∞

0

1
(1+u)λ+m+1uλ2/p+(λ-λ1)/qdu=

∫
∞

0

1
(1+u)λ+m+1

(uλ2/p)(u(λ-λ1)/q)du≤

∫
∞

0

1
(1+u)λ+m+1uλ2dé

ë
êê

ù

û
úúu
1/p

∫
∞

0

1
(1+u)λ+m+1uλ-λ1dé

ë
êê

ù

û
úúu
1/q

=

∫
∞

0

1
(1+u)λ+m+1uλ2dé

ë
êê

ù

û
úúu
1/p

∫
∞

0

1
(1+v)λ+m+1v

(λ1+m)-1dé

ë
êê

ù

û
úúv
1/q

=

(B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q. (24)

由假设条件知,常数因子β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ)
(B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q为式(18)的

最佳值,故比较式(18)及式(23)的常数因子,有如下不等式:

β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ)
(B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q ≤
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β1
/qΓ(λ+m+1)

Γ(λ) B(̂λ1+m,̂λ2+1)(∈ ℝ+),

即有

B(̂λ1+m,̂λ2+1)≥ (B(λ2+1,λ-λ2+m))1/p(B(λ1+m,λ-λ1+1))1/q.
故式(24)取等号.式(24)取等号的等价条件是有不全为0的常数A 和B,使得Auλ2=Buλ-λ1a.e.于

ℝ+
[26].不妨设A≠0,则有uλ2+λ1-λ=B/Aa.e.于ℝ+,λ2+λ1-λ=0.从而有λ1+λ2=λ.证毕.
注1 在式(19)中,取m=0,则有如下具有最佳常数因子β1

/qλ2B(λ1,λ2)的不等式:

∫
∞

0∑
∞

n=2

bnf(x)
(x+lnβn)λdx<β1

/qλ2B(λ1,λ2)∫
∞

0
xp(1-λ1)-1fp(x)d[ ]x

1/p

∑
∞

n=2

ln-qβλ2-1n
n Bqæ

è
ç

ö

ø
÷n

1/q

. (25)

故式(19)(式(18))是式(25)的推广.
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