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非齐度量测度空间上广义分数
次积分的加权弱估计

田玉凤,陶双平
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:设(X,d,μ)为满足上双倍条件和几何双倍条件的非齐度量测度空间,Tα 为(X,d,μ)上
的广义分数次积分算子.通过建立sharp极大函数的点态不等式,得到Tα 是从加权Lebesgue
空间Lp(ω)到加权弱 Lebesgue空间 Lp,∞ (ω)上有界的,并且也是从加权 Morrey空间

Lp,κ,η(ω)到加权弱 Morrey空间WLp,κ,η(ω)上有界的.
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Abstract:Let(X,d,μ)beanon-homogeneousmetricmeasurespacewhichsatisfiestheupperdoubling
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1 引言及预备知识

满足多项式增长条件的非双倍测度空间[1-2]和Coifman-Weiss意义下的齐次空间[3]是两类重要的

度量测度空间.为统一齐型空间和非双倍测度空间,Hytönen[4]引入了一类新的度量测度空间,即非

齐度量测度空间,该空间满足上双倍和几何双倍条件.
定义1[4] 设(X,d,μ)是一个度量测度空间,X上的Borel测度μ 满足:存在一个控制函数

λ:X×(0,∞)→(0,∞)及一个正常数Cλ,使得对于每个x∈X,r→λ(x,r)单调递增,且对所有的x∈X
和r∈(0,∞),有



μ(B(x,r))≤λ(x,r)≤Cλλx,ræ

è
ç

ö

ø
÷

2
, (1)

则称测度μ满足上双倍条件.
定义2[4] 设(X,d)是一个度量空间,存在正整数 N0,使得对所有的球B(x,r)⊂X,均存在

B(x,r)的一个有限球覆盖 Bxi,ræ

è
ç

ö

ø
÷{ }2 i
,使得覆盖球的基数至多为N0,则称(X,d)满足几何双倍条件.

满足上双倍条件和几何双倍条件的度量测度空间统称为非齐度量测度空间,简记为(X,d,μ).
注1 1)易见,当控制函数λ(x,r)=μ(B(x,r))时,非齐度量测度空间(X,d,μ)是Coifman-Weiss

意义下的齐次空间;当控制函数λ(x,r)=C0rn时,非齐度量测度空间(ℝd,· ,μ)是满足多项式增长

条件μ(B(x,r))≤C0rn 的非双倍测度空间;

2)设(X,d,μ)为非齐度量测度空间,Hytönen[4]得到几何双倍条件等价于对每个췍∈(0,1),任意

球B(x,r)⊂X,x∈X,r∈(0,∞)包含于基数最多为N0췍-n0的互不相交的球{B(xi,췍r)}i,本文中N0 为

定义2中所定义,n0=log2N0;

3)设(X,d,μ)为非齐度量测度空间,Hytönen等[5]得出存在另一个控制函数췍λ,使得췍λ≤λ,
C췍λ≤Cλ,且对任意的x,y∈X,d(x,y)≤r,有

췍λ(x,r)≤C췍λ췍λ(y,r). (2)

  本文总假设控制函数λ满足式(1),(2),且对任意的x∈X,r∈(0,∞),有λ(x,r)<∞.由此及

式(1)得,对于任意球B(x,r)⊂X,满足r∈(0,∞),有μ(B(x,r))<∞.
定义3[6] 设α∈(0,1),函数Kα∈L1loc(X×X\{(x,y):x=y}),若存在一个依赖于Kα 的正常数

CKα
,使得:

1)对任意的x,y∈X,x≠y,有

Kα(x,y)≤CKα(x,y)
1

[λ(x,d(x,y))]1-α
; (3)

  2)存在正常数δ∈(0,1],cKα∈(0,∞),使得对任意的x,x′,y∈X,d(x,y)≥cKαd(x,x′),有

Kα(x,y)-Kα(x′,y)+ Kα(y,x)-Kα(y,x′)≤CKα

[d(x,x′)]δ
[d(x,y)]δ[λ(x,d(x,y))]1-α

. (4)

则称Kα 为广义分数次积分核.
记L∞

b (μ)={f:f∈L∞(μ),具有有界支集}.设Kα 为广义分数次积分核,对任意的f∈L∞
b (μ),

x∉suppf,广义分数次积分定义[6]为

Tα(f)(x)∶=∫X
Kα(x,y)f(y)dμ(y). (5)

  注2 如果Kα(x,y)满足式(3),则Hörmander型条件成立,即存在一个正常数C,使得对任意的

y,y′∈X,有

∫d(x,y)≥cKα
d(y,y′)

(Kα(x,y)-Kα(x,y′)+ Kα(y,x)-Kα(y′,x)) 1
d(x,y)

dμ(x)≤C.

  广义分数次积分是调和分析的经典算子之一.目前,关于广义分数次积分在非齐度量测度空间上

的研究已有很多结果[6-17].例如:Fu等[6]证明了非齐度量测度空间上广义分数次积分及其交换子的Lp

有界性;Lu等[7]得到了双线性分数次积分及其交换子在非齐度量测度空间上的有界性.
本文的目的是建立非齐度量测度空间(X,d,μ)上广义分数次积分在加权Lebesgue空间和加权

Morrey空间上的弱有界性.用cB 和rB 分别表示球B 的中心和半径,且对任意的ρ>0,ρB 表示球

B(cB,ρrB);用C表示与主要参数无关的正常数;Y≲Z 表示存在一个正常数C,使得Y≤CZ;A~B

表示A≲B≲A;对于给定任意的q∈(1,∞),q′∶= q
q-1

表示q的共轭指标.

定义4[18] 设ρ∈[1,∞),p∈(1,∞),p′∶= p
p-1

.若存在一个正常数C,使得对于所有球B⊂X,

有
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1
μ(ρB)∫B

ω(x)dμ(x
æ

è
ç

ö

ø
÷) 1
μ(ρB)∫B

[ω(x)]1-p′dμ(x{ })
p-1

≤C, (6)

则称非负μ-可测函数ω 为Aρ
p(μ)权.若存在一个正常数C,使得对于所有球B⊂X,有

1
μ(ρB)∫B

ω(x)dμ(x)≲inf
y∈B

ω(y),

则称ω为Aρ
1(μ)权,并记

Aρ
∞(μ)∶=∪

∞

p=1
Aρ

p(μ).

  定义5[19] 若非负μ-可测函数ω 满足:对任意的球B⊂X,有

1
μ(B)∫B

[ω(x)]rdμ(x{ })
1/r

≲ 1
μ(B)∫B

ω(x)dμ(x),

则称权ω属于逆Hölder类RHr(μ),其中r∈(1,∞).
定义6(加权积分条件)[20] 若存在一个正常数Cα,使得对于所有球B⊂X,有

∫
∞

1

1
[ω(sB)]α

ds
s ≤ Cα

[ω(B)]α
,

则称权ω满足加权积分条件.
注3 加权积分条件等价于:对于α∈(0,1),β∈(1,∞),存在一个正常数Cα,β,使得对于所有球

B⊂X,有

∑
∞

i=1

ω(B)
ω(βjB
é

ë
êê

ù

û
úú)
α

<Cα,β. (7)

  定义7[20] 设p∈[1,∞),κ∈(0,1),η∈(1,∞),ω是一个权函数,加权 Morrey空间定义为

Lp,κ,η(ω)∶={f∈Lp
loc(ω):‖f‖Lp,κ,η(ω)< ∞},

其中

‖f‖Lp,κ,η(ω)∶=sup
B

1
ω(ηB)κ∫B

f(x)pω(x)dμ(x
é

ë
êê

ù

û
úú)
1/p
; (8)

加权弱 Morrey空间WLp,κ,η(ω)定义为

‖f‖WLp,κ,η(ω)∶=sup
B
sup
t>0

1
ω(ηB)κ

/ptω({x∈B:f(x)>t})1/p < ∞.

  注4 设p∈[1,∞),κ∈(0,1),Yan等[20]研究表明,‖·‖Lp,κ,η(ω)和‖·‖WLp,κ,η(ω)与常数

η∈(1,∞)的选取无关.
定义8[4] 设α,β∈(1,∞),若球B⊂X满足μ(αB)≤βμ(B),则B 称为(α,β)-倍球.
注5 给定非齐度量测度空间(X,d,μ),对任意球B(x,r)⊂X,当β充分大时,存在j∈ℕ,使得

αjB 为(α,β)-倍球.对于a.e.x∈X和r∈(0,∞),存在以x为中心、α-jr为半径的最小(α,β)-倍球[4].
记ν=log2Cλ,n0=log2N0,对于任意给定的α∈(0,1)和球B,췍Bα 表示αjB 的最小(α,βα)-倍球,其中

βα∶=α3max{n0,ν}+[max{5α,30}]n0 +[max{3α,30}]ν.
此外,对任意的ρ∈[1,∞)和球B,췍B 表示(30ρ)jB 的最小(30ρ,β30ρ)-倍球[5].

定义9[21] 设ρ∈(1,∞),B,S为X中的任意两个球,B⊂S,定义

췍K
(ρ)
B,S∶=1+ ∑

N
(ρ)

B,S

k= - logρ2

μ(ρkB)
λ(cB,ρkrB)

,

其中N
(ρ)
B,S是满足ρN

(ρ)
B,SrB≥rS 的最小整数.

注6 1)由定义9和式(1),可得

췍K
(ρ)
B,S ~1+ ∑

N
(ρ)

B,S
+ logρ2 +1

k=1

μ(ρkB)
λ(cB,ρkrB)

;

  2)Hytönen[4]引入了连续系数KB,S,对任意两个球B⊂S⊂X,有
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KB,S∶=1+∫(2S)\B

1
λ(cB,d(x,cB))

dμ(x).

文献[5]证明了KB,S和췍K
(ρ)
B,S具有相似的性质,但KB,S和췍K

(ρ)
B,S通常不相等.

引理1[22] 设ρ∈(1,∞),则:

1)对于所有球B⊂R ⊂S,有췍K
(ρ)
B,R≤Cρ

췍K
(ρ)
B,S,췍K

(ρ)
B,S≤췍K

(ρ)
B,R+cρ,ν

췍K
(ρ)
R,S;

2)设α∈[1,∞),对于所有球B⊂S满足rS≤αrB,有췍K
(ρ)
B,S≤Cα,ρ;

3)对于所有球B,有췍K
(ρ)
B,췍Bρ≤Cρ,ν;

4)设ρ1,ρ2∈(1,∞),对于所有球B⊂S,有cρ1,ρ2,ν
췍K

(ρ1)
B,S≤췍K

(ρ2)
B,S≤Cρ1,ρ2,ν

췍K
(ρ1)
B,S .

Hu等[18]首先在非齐度量测度空间(X,d,μ)中定义了与KB,S相关的John-Strömberg型极大算子.
设f为μ-可测函数,B 为X中的球,μ(B)≠0.记

mB(f)= 1
μ(B)∫B

f(x)dμ(x),  mf(B)=inf
α∈ℝ

mB(f-α ),

则由文献[23]知,

μ({x∈B:f(x)>mf(B)})≤ 12μ
(B),  μ({x∈B:f(x)<mf(B)})≤ 12μ

(B).

  设s∈(0,1),σ∈[1,∞),ρ∈[1,∞).对任意固定的球B 和μ-可测函数f,当μ(B)>0时,定义

mσ,ρ
0,s;B(f)=inf{t>0:μ({y∈B:f(y)>t})<sμ(σρB)};

当μ(B)=0时,mσ,ρ
0,s;B(f)=0.

John-Strömberg型极大算子定义[18]为

Mσ,ρ
0,s(f)(x)∶= sup

x∈B,
B(30ρ,β30ρ

)-doubling

mσ,ρ
0,s;B(f),  x∈X;

相应的John-Strömbergsharp极大算子定义[18]为

Mσ,ρ;#
0,s (f)(x)∶=sup

x∈B
mσ,ρ
0,s;B(f-mf(췍B))+ sup

x∈B⊂S,
B,S(30ρ,β30ρ

)-doubling

mf(B)-mf(S)
췍K
(ρ)
B,S

,  x∈X.

对于任意球B,x∈B 和任意췍∈(0,∞),有

μ({y∈B:f(y)-mf(췍B)>Mσ,ρ;#
0,s (f)(x)+췍})<sμ(σρB).

  Mσ,ρ
0,s和Mσ,ρ;#

0,s 最早由John[24]引进,Strömberg[25]和Lerner[26]在经典欧氏空间上研究了这些算子

的性质.
设ρ∈[1,∞),η,σ∈(1,∞),r∈(0,∞).对于任意f∈L1loc(μ),x∈X,定义极大算子为

Mη(f)(x)∶=sup
x∈B

1
μ(ηB)∫B

f(y)dμ(y); (9)

倍极大算子为

Mρ(f)(x)∶= sup
x∈B,

B(30ρ,β30ρ
)-doubling

1
μ(B)∫B

f(y)dμ(y); (10)

sharp极大算子为

Mσ,ρ;#
r (f)(x)∶=sup

x∈B

1
μ(σρB)∫B

f(y)-mf(췍B)rdμ(y
æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/r

+

sup
x∈B⊂R,

B,R(30ρ,β30ρ
)-doubling

mf(B)-mf(R)
췍K
(ρ)
B,R

.

  对于任意球B,有

mσ,ρ
0,s;B(f-mf(췍B))≤s-1/r 1

μ(σρB)∫B
f(y)-mf(췍B)rdμ(y

æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/r
,

且对于任意x∈X,由文献[18]有

Mσ,ρ,#
0,s (f)(x)≤s-1/rMσ,ρ;#

r (f)(x). (11)

  引理2[18] 设ρ∈[1,∞),σ∈[1,30],s1∈(0,β-1
30ρ/4),p∈(0,∞),且ω∈Aρ

∞(μ)∩RHr(μ),
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r∈(1,∞),则存在一个依赖于s1 和ω 的常数C1∈(0,1),使得对于任意s2∈(0,C1s1),下列结论

成立:

1)若μ(X)=∞,f∈Lp0,∞(μ)满足p0∈(0,∞),且对于任意R∈(0,∞),有

sup
t∈(0,R)

tpω({x∈X:f(x)>t})< ∞,

则

‖Mσ,ρ
0,s1
(f)‖Lp,∞(ω)≲ ‖Mσ,ρ;#

0,s2
(f)‖Lp,∞(ω);

  2)若μ(X)<∞,f∈Lp0,∞(μ)满足p0∈(0,∞),则

‖Mσ,ρ
0,s1
(f)‖Lp,∞(ω)≲ ‖Mσ,ρ;#

0,s2
(f)‖Lp,∞(ω)+[ω(X)]1/p[s1μ(X)]-1

/p0‖f‖Lp0,∞(μ).
  引理3[18] 设ρ,p∈[1,∞),ω∈Aρ

p(μ),η∈[5ρ,∞),则存在常数C2,C3∈[1,∞),使得对于任意

倍球B 和μ-可测集E⊂B,有

ω(E)
ω(B)≥C2-1 μ(E)

μ(ηB
é

ë
êê

ù

û
úú)
p
,

ω(E)
ω(B)≥C-1

3
μ(E)
μ(B
é

ë
êê

ù

û
úú)
p
,  ω(E)

ω(B)≤1-C-1
3 1-μ(E)

μ(B
é

ë
êê

ù

û
úú)
p

.

  引理4[18] 设ρ,p∈[1,∞),σ∈[1,30],s∈(0,β-1
30ρ),则对任意μ-可测函数f 和t∈(0,∞),有:

1){x∈X:f(x)>t}⊂{x∈X:Mσ,ρ
0,s(f)(x)≥t}∪E 满足μ(E)=0;

2)对于任意ω∈Aρ
p(μ),

ω({x∈X:Mσ,ρ
0,s(f)(x)>t})≲s-pω({x∈X:f(x)>t}).

  引理5[18] 设ρ∈[1,∞),σ∈[1,30],s∈(0,β-1
30ρ/4),B 为(30ρ,β30ρ)-倍球,满足μ(B)≠0,则对

所有常数c∈ℂ和任意μ-可测函数f,有

mσ,ρ
0,s;B(f)- c ≤mσ,ρ

0,s;B(f-c).
  引理6[27] 设ρ∈[1,∞),σ∈[1,30],s∈(0,β-1

30ρ/4),r∈(0,∞),则对任意球B 和μ-局部可积

函数f,有

mσ,ρ
0,s;B(f-mf(B))≤s-1/rinf

c∈ℂ

1
μ(σρB)∫B

f(y)-c rdμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

.

  引理7[18] 设ρ∈[1,∞),η∈[5ρ,∞),Mη 和 Mρ 分别为式(9)和式(10)中定义,则对任意

p∈[1,∞)和ω∈Aρ
p(μ),Mη 和Mρ 从Lp(ω)到Lp,∞(ω)有界.

引理8[8] 设α∈(0,1),Kα 满足式(3),(4),Tα 是式(5)中定义的广义分数次积分.若Tα 在

L2(μ)上有界,则对于任意p∈(1,∞),Tα 在Lp(μ)上有界,且从L1(μ)到L1,∞(μ)有界.
引理9 设f∈L∞

b (μ),对于任意ρ∈[1,∞),σ∈(5,30],r∈(0,1),在引理8的条件下,有

Mσ,ρ;#
r (Tα(f)(x))≲M(σ/5)ρ(f)(x). (12)

  证明:对于每个球B 和f∈L∞
b (μ),记hB∶=mB(Tα(fχ(5B)c

)).由引理5和引理6可知,对任意

s∈(0,β-1
30ρ/4)及r∈(0,1),有

∫B
Tα(f)(y)-mTα(f)

(췍B)rdμ(y)≤∫B
Tα(f)(y)-hB

rdμ(y)+ hB -h췍B rμ(B)+

    mσ,ρ
0,s;췍B(Tα(f))-mTα(f)

(췍B)rμ(B)+ mσ,ρ
0,s;췍B(Tα(f))-h췍B rμ(B)≤

    ∫B
Tα(f)(y)-hB

rdμ(y)+ hB -h췍B rμ(B)+

    [mσ,ρ
0,s;췍B(Tα(f)-mTα(f)

(췍B))]rμ(B)+[m
σ,ρ
0,s;췍B(Tα(f)-h췍B)]rμ(B)≲

    ∫B
Tα(f)(y)-hB

rdμ(y)+ hB -h췍B rμ(B)+

    3rs-1 1
μ(σρ췍B)∫췍B

Tα(f)(y)-mTα(f)
(췍B)rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)μ(B)+

    3rs-1 1
μ(σρ췍B)∫췍B

Tα(f)(y)-h췍B rdμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)μ(B)≲
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    ∫B
Tα(f)(y)-hB

rdμ(y)+ hB -h췍B rμ(B)+3rs-1μ(B)
μ(췍B)∫췍B

Tα(f)(y)-h췍B rdμ(y),

对于任意两个倍球B⊂R,由引理5和引理6可知,

mTα(f)
(B)-mTα(f)

(R)≤ mσ,ρ
0,s;B(Tα(f))-hB + hB -hR + mσ,ρ

0,s;R(Tα(f))-hR +

mσ,ρ
0,s;B(Tα(f))-mTα(f)

(B)+ mσ,ρ
0,s;R(Tα(f))-mTα(f)

(R)≤

mσ,ρ
0,s;B(Tα(f)-hB)+ hB -hR +mσ,ρ

0,s;R(Tα(f)-hR)+

mσ,ρ
0,s;B(Tα(f)-mTα(f)

(B))+mσ,ρ
0,s;R(Tα(f)-mTα(f)

(R))≲

3s-1/r 1
μ(σρB)∫B

Tα(f)(y)-hB
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

+ hB -hR +

3s-1/r 1
μ(σρR)∫R

Tα(f)(y)-hR
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

+

3s-1/r 1
μ(σρB)∫B

Tα(f)(y)-mTα(f)
(B)rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

+

3s-1/r 1
μ(σρR)∫R

Tα(f)(y)-mTα(f)
(R)rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

≲

4s-1/r 1
μ(σρB)∫B

Tα(f)(y)-hB
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

+ hB -hR +

4s-1/r 1
μ(σρR)∫R

Tα(f)(y)-hR
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r
,

因此,为证式(12)成立,只需证明

1
μ(σρB)∫B

Tα(f)(y)-hB
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

≲inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x), (13)

并且

hB -hR ≲췍K
(ρ)
B,Rinfx∈B

M(σ/5)ρ(f)(x). (14)

  首先证明式(13).对任意y∈X,有

Tα(f)(y)-Tα(fχX\(5B)
)(y)≤ Tα(fχ5B

)(y),

因此,

∫B
Tα(f)(y)-hB

rdμ(y)≤

    ∫B
Tα(f)(y)-Tα(fχX\(5B)

)(y)rdμ(y)+∫B
Tα(fχX\(5B)

)(y)-hB
rdμ(y)≤

    ∫B
Tα(fχ5B

)(y)rdμ(y)+∫B
Tα(fχX\(5B)

)(y)-hB
rdμ(y)≤

    ∫B
Tα(fχ5B

)(y)rdμ(y)+
1

μ(B)∫B∫B
Tα(fχX\(5B)

)(y)-Tα(fχX\(5B)
)(x)rdμ(y)dμ(x).

由引理8可知,Tα 从L1(μ)到L1,∞(μ)有界,结合Kolmogorov不等式,有

1
μ(σρB)∫B

Tα(fχ5B
)(y)rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

≲ 1
μ(σρB)

‖fχ5B
‖L1(μ)≲inf

x∈B
M(σ/5)ρ(f)(x). (15)

  令f*=fχX\(5B)
,对于任意的x,y∈B,有

Tα(f*)(y)-Tα(f*)(x)≤∫X
f*(z) Kα(x,z)-Kα(y,z))dμ(z)≤

∫X
f*(z) Kα(x,z)-Kα(x′,z)dμ(z)+

∫X
f*(z) Kα(x′,z)-Kα(y′,z)dμ(z)+

∫X
f*(z) Kα(y,z)-Kα(y′,z)dμ(z)∶=A1+A2+A3.
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  首先证明A1.对任意的x,x′,y,y′∈B 和z∈(kB)c,k∈(1,∞),有

d(x,z)~d(x′,z)~d(y,z)~d(y′,z)~d(cB,z), (16)
由式(4),(2),(1),并结合 Minkowski不等式,有

A1 ≤∫(5B)c
f(z) Kα(x,z)-Kα(x′,z)dμ(z)≲

∫(5B)c
f(z)

[d(x,x′)]δ
[d(x,z)]δ[λ(x,d(x,z))]1-αdμ

(z)≲

∫(5B)c
f(z)

[λ(x,d(x,z))]1-αdμ
(z)≲∫(5B)c

f(z)
[λ(cB,d(cB,z))]1-α

dμ(z)≲

∑
∞

k=1∫5k+1B\(5kB)

f(z)
[λ(cB,5krB)]1-α

dμ(z)≲

∑
∞

k=1

μ[(σ/5)ρ5k+1B]
[λ(cB,5krB)]1-α

1
μ[(σ/5)ρ5k+1B]∫5k+1B

f(z)dμ(z)≲M(σ/5)ρ(f)(x).

同理可得

A3 ≲M(σ/5)ρ(f)(x).
  下面证A2.根据 Minkowski不等式和式(4),有

A2 ≤∫(5B)c
f(z) Kα(x′,z)-Kα(y′,z)dμ(z)≲

∫(5B)c
f(z)

[d(z,z′)]δ
[d(z,x′)]δ[λ(z,d(z,x′))]1-αdμ

(z)≲

∫(5B)c
f(z)

[λ(z,d(z,x′))]1-αdμ
(z)≲∫(5B)c

f(z)
[λ(cB,d(cB,z))]1-α

dμ(z)≲

∑
∞

k=1∫5k+1B\(5kB)

f(z)
[λ(cB,5krB)]1-α

dμ(z)≲

∑
∞

k=1

μ[(σ/5)ρ5k+1B]
[λ(cB,5krB)]1-α

1
μ[(σ/5)ρ5k+1B]∫5k+1B

f(z)dμ(z)≲M(σ/5)ρ(f)(x),

再结合A1 和A3,得

1
μ(σρB)∫B

Tα(f*)(y)-hB
rdμ(y

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/r

≲inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x),

因此,结合式(15)可知式(13)成立.
下面证式(14)成立.令

N∶=N
(30ρ)
B,R + log30ρ2 +1=N

(30ρ)
B,R +1,

由于B⊂R,球(30ρ)NB 和5R 分别与球B 和R 同心,则对于任意x∈5R,有

d(cB,x)≤d(cB,cR)+d(cR,x)≤rR +5rR =6rR ≤

6·(30ρ)N
(30ρ)
B,RrB ≤ (30ρ)N

(30ρ)
B,R +1rB =(30ρ)NrB,

表明5B⊂5R⊂(30ρ)NB.因此,对于任意x,y∈X,有

Tα(fχX\(5B)
)(x)-Tα(fχX\(5R)

)(y)≤Tα(fχX\(30ρ)NB
)(x)+Tα(fχ(30ρ)NB\(5B)

)(x)+

Tα(fχX\(30ρ)NB
)(y)-Tα(fχX\(5R)

)(y)-Tα(fχX\(30ρ)NB
)(y)≤

Tα(fχX\(30ρ)NB
)(x)+Tα(fχ(30ρ)NB\(5B)

)(x)+Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)
)(y)-Tα(fχX\(30ρ)NB

)(y).
同理

Tα(fχX\(5R)
)(y)-Tα(fχX\(5B)

)(x)≤Tα(fχX\(30ρ)NB
)(y)+Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)

)(y)+

Tα(fχ(30ρ)NB\(5B)
)(x)-Tα(fχX\(30ρ)NB

)(x).
故

Tα(fχX\(5B)
)(x)-Tα(fχX\(5R)

)(y)≤Tα(fχ(30ρ)NB\(5B)
)(x)+Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)

)(y)+

Tα(fχX\(30ρ)NB
)(x)-Tα(fχX\(30ρ)NB

)(y)≤
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Tα(fχ30ρB\(5B)
)(x)+Tα(fχ(30ρ)NB\(30ρB)

)(x)+

Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)
)(y)+ Tα(fχX\(30ρ)NB

)(x)-Tα(fχX\(30ρ)NB
)(y).

进一步可得,

hB -hR = 1
μ(B)μ(R)∫R∫B

[Tα(fχX\(5B)
)(x)-Tα(fχX\(5R)

)(y)]dμ(x)dμ(y)≤

mB(Tα(fχ30ρB\(5B)
))(x)+mB(Tα(fχ(30ρ)NB\(30ρB)

))(x)+mR(Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)
))(y)+

1
μ(B)μ(R)∫B∫R

Tα(fχX\(30ρ)NB
)(x)-Tα(fχX\(30ρ)NB

)(y)dμ(y)dμ(x)∶=I1+I2+I3+I4.

  对于I1,由式(3)、Minkowski不等式,式(16),(2),(1)可知,对于任意x∈B,有

Tα(fχ30ρB\(5B)
)(x)≤∫30ρB\(5B)

Kα(x,z) f(z)dμ(z)≲∫30ρB\(5B)

f(z)
[λ(cB,d(cB,z))]1-α

dμ(z)≲

μ[(σ/5)ρ30ρB]
[λ(cB,5ρrB)]1-α

1
μ[(σ/5)ρ30ρB]∫30ρB

f(z)dμ(z)≲M(σ/5)ρ(f)(x). (17)

由于(30ρ)N
(30ρ)
B,R -1rB≤rR,从而对于任意x∈(30ρ)NB,有

d(cR,x)≤d(cR,cB)+d(cB,x)≤rR +(30ρ)NrB ≤rR +900ρ2rR ≤901ρ2rR,
所以

(30ρ)NB ⊂901ρ2R.
  对于I3,类似式(17),对于任意y∈R,有

Tα(fχ(30ρ)NB\(5R)
)(y)≤∫(30ρ)

NB\(5R)
Kα(y,z) f(z)dμ(z)≲

∫(30ρ)
NB\(5R)

f(z)
[λ(y,d(y,z))]1-α

dμ(z)≲∫901ρ
2R\(5R)

f(z)
[λ(cR,d(cR,z))]1-α

dμ(z)≲

μ[(σ/5)ρ901ρ2R]
[λ(cR,5ρrR)]1-α

1
μ[(σ/5)ρ901ρ2R]∫901ρ

2R
f(z)dμ(z)≲M(σ/5)ρ(f)(x),

因此

I1+I3 ≲inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x).

  对于I2 项,由式(3)、Minkowski不等式、式(16),(1)、定义9和引理1中4)可知,对于任意

x∈B,有

Tα(fχ(30ρ)NB\(30ρB)
)(x)≤∫(30ρ)

NB\(30ρB)
Kα(x,z) f(z)dμ(z)≤

∫(30ρ)
NB\(30ρB)

f(z)
[λ(x,d(x,z))]1-αdμ

(z)≲

∑
N-1

k=1∫(30ρ)
k+1B\((30ρ)

kB)

f(z)
[λ(cB,d(cB,z))]1-α

dμ(z)≲

∑
N-1

k=1

μ[(σ/5)ρ(30ρ)k+1B]
[λ(cB,(30ρ)krB)]1-α

1
μ[(σ/5)ρ(30ρ)k+1B]∫(30ρ)

k+1B
f(z)dμ(z)≲

∑
N-1

k=1

μ((30ρ)k+2B)
[λ(cB,(30ρ)k+2rB)]1-α

inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x)≲

∑
N
(30ρ)

B,R
+2

k=3

μ((30ρ)kB)
λ(cB,(30ρ)krB)

inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x)≲

췍K
(30ρ)
B,R infx∈B

M(σ/5)ρ(f)(x)~췍K
(ρ)
B,Rinfx∈B

M(σ/5)ρ(f)(x),

因此

I2 ≲췍K
(ρ)
B,Rinfx∈B

M(σ/5)ρ(f)(x).

  对于I4,类似式(15),得
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Tα(fχX\(30ρ)NB
)(x)-Tα(fχX\(30ρ)NB

)(y)≲inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x),

所以

I4 ≲inf
x∈B

M(σ/5)ρ(f)(x).
综合I1~I4,式(14)得证.由式(13)和式(14)可知式(12)成立,证毕.

2 主要结果

定理1 设α∈(0,1),δ∈(0,1],Kα 满足式(3)和式(4),Tα 为式(5)定义的广义分数次积分.
p,ρ∈[1,∞),ω∈Aρ

p(μ)∩RHr(μ),r∈(1,∞),若Tα(f)在L2(μ)上有界,则Tα(f)从Lp(ω)到
Lp,∞(ω)上有界,即

sup
t>0

t[ω({x∈X:Tα(f)(x)>t})]1/p ≲ ‖f‖Lp(ω).

  证明:考虑μ(X)=∞和μ(X)<∞两种情形.
情形1)μ(X)=∞.由引理7只需证:对于任意t∈(0,∞)和σ∈[25,30],有

sup
t>0

t[ω({x∈X:Tα(f)(x)>t})]1/p ≲sup
t>0

t[ω({x∈X:M(σ/5)ρ(f)(x)>t})]1/p. (18)

因此,首先需证明对任意p∈[1,∞),f∈L∞
b (μ),有Tα(f)∈Lp,∞(μ)(引理8),且对任意R∈(0,∞),

ρ∈[1,∞),ω∈Aρ
p(μ),有

sup
0<t<R

tpω({x∈X:Tα(f)(x)>t})< ∞. (19)

  对任意固定的x0∈X,令l∈(2,∞)充分大,使得f的支集包含在球B(x0,l)中,且μ(B(x0,l))∈
(0,∞),再由定义4有ω(B(x0,2l))<∞,因此

sup
0<t<R

tpω({x∈B(x0,2l):Tα(f)(x)>t})≤Rpω(B(x0,2l))< ∞;

另一方面,对于任意x∈X\B(x0,2l),y∈B(x0,l),d(x,x0)~d(x,y),结合式(3)、Minkowski不等

式和式(2)可知,对α∈(0,1),有

Tα(f)(x)≲∫X

f(y)
[λ(x,d(x,y))]1-α

dμ(y)≲
‖f‖L1(μ)

[λ(x0,d(x,x0))]1-α ≲
‖f‖L1(μ)

λ(x0,d(x,x0))
. (20)

由μ(X)=∞知,对于x0∈X,有

lim
r→∞

λ(x0,r)≥lim
r→∞

μ(B(x0,r))=∞,

从而对于任意的t∈(0,∞),存在rt∈(0,∞),使得

λ(x0,rt)≳ ‖f‖L1(μ)

t .

若存在t̂∈(0,∞),使得存在r∈(0,∞),有λ(x0,r)≳‖f‖L1(μ)/̂t,则对于任意t∈(̂t,∞)和
r∈(0,∞),有

λ(x0,r)≳ ‖f‖L1(μ)

t .

此时,令

t* =inf{̂t∈ (0,∞):λ(x0,r)≳ ‖f‖L1(μ)/̂t,∀r∈ (0,∞)},
反之,令t*=∞.

若t* =0,由于λ(x0,r)<∞,r∈(0,∞),有‖f‖L1(μ)=0,由此及式(20)表 明 不 存 在

x∈X\B(x0,2l)满足Tα>t,其中t∈(0,∞),因此

sup
t>0

tpω({x∈X\B(x0,2l):Tα(f)(x)>t})=sup
t>0

tpω(Ø)< ∞.

  若t*∈(0,∞],则对于任意t∈(0,t*),存在rt∈(0,∞),使得

λ(x0,rt)≳ ‖f‖L1(μ)

t
,  λx0,rtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 < ‖f‖L1(μ)

t
, (21)

所以

‖f‖L1(μ)

λ(x0,d(x,x0))>
t,  d(x,x0)<rt. (22)
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  若t*∈(0,∞),则对任意t∈[t*,∞)和满足式(22)的任意x∈X,可得d(x,x0)=0,即x=x0.
另一方面,对于任意x∈X\B(x0,2l),有

1
λ(x0,d(x,x0))≤

1
λ(x0,l)

,

从而对任意t>‖f‖L1(μ)

λ(x0,l)
,不存在点x∈X\B(x0,2l)满足Tα>t.

结合式(20),(1)、引理3和式(21)可知,若t*∈ 0,‖f‖L1(μ)

λ(x0,l
æ

è
ç

ù

û
úú) ,则

sup
t>0

tpω({x∈X\B(x0,2l):Tα(f)(x)>t})≤

    sup
t∈(0,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))]
tpω x∈X: ‖f‖L1(μ)

λ(x0,d(x,x0))>{ }æ

è
ç

ö

ø
÷t ≤

    sup
t∈(0,t*)

tpω(B(x0,rt))+ sup
t∈[t*,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))]
tpω({x0})≲

    1+ sup
t∈(0,t*),rt∈(0,l]

tpω(B(x0,rt))+ sup
t∈(0,t*),rt∈(l,∞)

tpω(B(x0,rt))≲

    1+ sup
t∈(0,t*),rt∈(l,∞)

tpω(B(x0,l))μ(B(x0,5ρrt))
μ(B(x0,l

é

ë
êê

ù

û
úú))
p

≲

    1+ω(B(x0,l)) 1
μ(B(x0,l

é

ë
êê

ù

û
úú))
p

sup
t∈(0,t*),rt∈(l,∞)

tp λ (x0,rtæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú2
p

≲

    1+ω(B(x0,l)) 1
[μ(B(x0,l))]p

< ∞;

若t*∈ ‖f‖L1(μ)

λ(x0,l)
,æ

è
ç

ö

ø
÷∞ ,则

sup
t>0

tpω({x∈X\B(x0,2l):Tα(f)(x)>t})≤

    sup
t∈(0,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))]
tpω x∈X: ‖f‖L1(μ)

λ(x0,d(x,x0))>{ }æ

è
ç

ö

ø
÷t ≲

    sup
t∈(0,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))],rt∈(0,l]
tpω(B(x0,rt))+ sup

t∈(0,‖f‖L1(μ)
/(λ(x0,l))],rt∈(l,∞)

tpω(B(x0,rt))≲

    1+ sup
t∈(0,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))],rt∈(l,∞)
tpω(B(x0,l))μ(B(x0,5ρrt))

μ(B(x0,l
é

ë
êê

ù

û
úú))
p

≲

    1+ω(B(x0,l)) 1
μ(B(x0,l

é

ë
êê

ù

û
úú))
p

sup
t∈(0,‖f‖L1(μ)

/(λ(x0,l))],rt∈(l,∞)
tp λx0,rtæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú2
p

≲

    1+ω(B(x0,l)) 1
[μ(B(x0,l))]p

< ∞.

因此式(19)成立.
下证式(18)成立.设σ∈[25,30],根据引理4中1)、引理2中1)(其中s1=β-1

30ρ/4,p0=1)、
式(11)和引理9,有

sup
t>0

t[ω({x∈X:Tα(f)(x)>t})]1/p ≲sup
t>0

t[ω({x∈X:Mσ,ρ
0,s1
(Tα(f))(x)>t})]1/p ≲

sup
t>0

t[ω({x∈X:Mσ,ρ;#
0,s2
(Tα(f))(x)>t})]1/p ≲

sup
t>0

t[ω({x∈X:Mσ,ρ;#
r (Tα(f))(x)>t})]1/p ≲

sup
t>0

t[ω({x∈X:M(σ/5)ρ(f)(x)>t})]1/p. (23)

从而情形1)得证.
情形2)μ(X)<∞.设σ∈[25,30],根据引理4中1)、引理2中2)(其中s1=β-1

30ρ/4,p0=1)和
引理9,有

sup
t>0

t[ω({x∈X:Tα(f)(x)>t})]1/p ≲sup
t>0

t[ω({x∈X:Mσ,ρ
0,s(Tα(f))(x)>t})]1/p ≲
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sup
t>0

t[ω({x∈X:Mσ,ρ;#
0,s1
(Tα(f))(x)>t})]1/p +

[ω(X)]1/p[μ(X)]-1‖Tα(f)‖L1,∞(μ)∶=B1+B2.
  类似式(23),得

B1 ≲sup
t>0

t[ω({x∈X:M(σ/5)ρ(f)(x)>t})]1/p.

对于B2,首先有

1
μ(X)∫X

f(y)dμ(y)=lim
rB→∞

1
μ[(σ/5)ρB]∫B

f(y)dμ(y)≤inf
x∈X

M(σ/5)ρ(f)(x),

再由引理8可得

[ω(X)]1/p[μ(X)]-1‖Tα(f)‖L1,∞(μ)≲ [ω(X)]1
/p[μ(X)]-1‖f‖L1(μ)≲

[ω(X)]1/pinf
x∈X

M(σ/5)ρ(f)(x)≲sup
t>0

t[ω({x∈X:M(σ/5)ρ(f)(x)>t})]1/p.

因此,情形2)成立.证毕.
定理2 在定理1的条件下,并假设ω满足加权积分条件,则Tα(f)从Lp,κ,η(ω)到WLp,κ,η(ω)上有

界,即

sup
B
sup
t>0

1
[ω(ηB)κ

/p]t[ω({x∈X: Tα(f)(x)>t})]1/p ≲ ‖f‖Lp,κ,η(ω),

其中κ∈(0,1),η∈(1,∞).
证明:若p∈(1,∞),则对于一个固定的球B⊂X,令f=f1+f2,其中f1∶=fχ2B

.根据引理7,只

需证明η=6的情形.对于任意t∈(0,∞),有

1
[ω(6B)]κt

pω({x∈B: Tα(f)(x)>t})≤ 1
[ω(6B)]κt

pω x∈B: Tα(f1)(x)>t{ }æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +

1
[ω(6B)]κt

pω x∈B: Tα(f2)(x)>t{ }æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∶=J1+J2.

  对于J1,由定理1得

J1 ≤ 1
[ω(6B)]κt

pω x∈X: Tα(f1)(x)>t{ }æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≲

1
[ω(6B)]κ∫2B

f(x)pω(x)dμ(x)≲ ‖f‖
p
Lp,κ,η(ω).

  下证J2 成立.对任意x∈B,y∈(2B)c,d(cB,y)~d(x,y),结合式(5)、Minkowski不等式、
式(3)、式(2)、Hölder不等式,式(8),(6),(1),(7),有

J2 ≤ 1
[ω(6B)]κ∫B

Tα(f2)(x)pω(x)dμ(x)=
1

[ω(6B)]κ∫B∫X
Kα(x,y)f2(y)dμ(y)

p
ω(x)dμ(x)≲

1
[ω(6B)]κ∫B∫X

f2(y)
[λ(x,d(x,y))]1-α

dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
p

ω(x)dμ(x)≲

1
[ω(6B)]κ∫B∫d(cB,y)≥2rB

f(y)
[λ(cB,d(cB,y))]1-α

dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
p

ω(x)dμ(x)≲

∫d(cB,y)≥2rB

f(y)
[λ(cB,d(cB,y))]1-α

dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
p
[ω(6B)]1-κ ≲

∑
∞

j=1∫2jrB≤d(cB,y)≤2
j+1rB

f(y)
[λ(cB,d(cB,y))]1-α

dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
p
[ω(6B)]1-κ ≲

∑
∞

j=1

1
[λ(cB,2jrB)]1-α∫2j+1B

f(y)dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
p
[ω(6B)]1-κ ≲

∑
∞

j=1

1
[λ(cB,2jrB)]1-α∫2j+1B

f(y)pω(y)dμ(y[ ])
1/

{
p

×

∫2j+1B
[ω(y)]1-p′dμ(y[ ])

(p-1)/

}
p p
[ω(6B)]1-κ ≲
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∑
∞

j=1

[ω(2j+16B)]κ/p
[λ(cB,2jrB)]1-α

1
[ω(2j+16B)]κ∫2j+1B

f(y)pω(y)dμ(y
é

ë
êê

ù

û
úú)
1/

{
p

×

∫2j+16B
[ω(y)]1-p′dμ(y[ ])

(p-1)/

}
p p
[ω(6B)]1-κ ≲

∑
∞

j=1

[ω(2j+16B)]κ/p
[λ(cB,2jrB)]1-α

‖f‖Lp,κ,η(ω)
μ(2j+1ρ6B)
[ω(2j+16B)]1/{ }p

p
[ω(6B)]1-κ ≲

‖f‖p
Lp,κ,η(ω) ∑

∞

j=1

[ω(2j+16B)]κ/p
λ(cB,2jrB)

μ(2j+1ρ6B)
[ω(2j+16B)]1/

é

ë
êê

ù

û
úúp

p
[ω(6B)]1-κ ≲

‖f‖p
Lp,κ,η(ω) ∑

∞

j=1

[ω(6B)](1-κ)/p
[ω(2j+16B)](1-κ)/

é

ë
êê

ù

û
úúp

p

≲ ‖f‖p
Lp,κ,η(ω).

从而当p∈(1,∞)时,结论成立.
当p=1时,证明过程类似,需用到ω∈A1(μ)的性质,这里略.证毕.
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