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一个网络参数估计的增量式RLS算法

王忠禹,冶继民
(西安电子科技大学 数学与统计学院,西安710126)

摘要:针对现有增量式最小均方算法仅利用各节点的局部数据进行局部估计,在信息交互受

限条件下估计精度较低的问题,提出一种循环网络估计的增量式递归最小二乘算法.该算法

在循环网络中逐节点对局部损失函数进行指数加权求和,仅利用前一节点参数的局部估计值

和中间过程矩阵的估计值,递归求解每个节点处的局部估计,具有信息交互需求低、估计精

度高的特点.通过对该估计方法的均值和均方误差理论分析可知,仿真实验结果与理论分析

高度吻合.在不同应用场景下,该算法估计精度均优于目前对比增量式最小均方算法,为分

布式循环网络中的参数估计提供了一种高效可行的解决方案.
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Abstract:Aimingattheproblemthatexistingincrementalleastmeansquarealgorithms,whichrelied
solelyonthelocaldataateachnodetoperformlocalestimation,sufferedfromlowestimation
accuracyunderlimitedinformationexchange,weproposedanincrementalrecursiveleastsquares
algorithmbasedoncyclicnetworkestimation.Thealgorithm performedexponentially weighted
summationoflocallossfunctionsnodebynodeinthecyclicnetwork,andrecursivelysolvedthelocal
estimateateachnodebyusingonlythelocalestimateofparameterandintermediateprocessmatrix
estimatefromtheimmediatelyprecedingnode.Itfeaturedlowdemandforinformationexchangeand
highestimationaccuracy.Throughtheoreticalanalysisofthemeanandmean-squareerrorofproposed
estimationmethod,thesimulationexperimentalresultsarehighlyconsistentwiththetheoretical
analysis.Indifferentapplicationscenarios,theestimationaccuracyofproposedalgorithmissuperior
tothecurrentcomparativeincrementalleastmeansquarealgorithms,providinganefficientand
practicalsolutionforparameterestimationindistributedcyclicnetworks.
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近年来,随着无线自适应网络信号估计需求的增加,大量研究致力于开发适用于分布式网络的新

型自适应算法[1].这些算法主要分为增量型[2]和扩散型[3]两类.增量型算法将网络转化为 Hamilton



环,每个节点根据观测数据与前一节点的局部估计值给出局部估计,并将更新结果传递至下一个节

点.该模式通过节点间的循环协作,降低信息需求和能耗[4].扩散型算法中每个节点与其邻近节点相

连,形成多个相互连接的小型分布式子网络.每个节点独立执行处理任务,并通过组合策略将邻近数

据与自身数据融合.已证明在不同的应用场景下增量型算法性能优于扩散型算法[4-7].目前,增量型算

法的研究主要集中在最小均方(leastmeansquare,LMS)算法的多种变体上,例如固定步长[2]、可变步

长[8-9]、噪声约束[10]等类别.由于LMS算法自身结构的限制,其收敛速度和性能仍有改进空间.
递归最小二乘(recursiveleastsquares,RLS)算法在自适应滤波中应用广泛[11],它以递归的形式

直接求取理论上的全局最优解,具有较快的收敛速度和较高的稳态精度,并避免了LMS算法中的步

长选择问题.RLS算法在自适应网络中的应用主要为扩散形式[12-14].文献[12]提出了基于增量更新的

扩散RLS算法,使用网络中收集的所有数据并为每个节点提供一个全局最小二乘解;文献[14]通过要

求节点与其最近的节点通信,无需传输矩阵或矩阵求逆,降低了信息需求和计算复杂性.在增量形式

下对循环网络未知参数估计的自适应RLS类算法研究目前尚未见文献报道.本文提出一种增量形式

下对循环网络的RLS算法,不同应用场景下的对比实验结果表明:该增量型的RLS算法性能优于现

有较新的LMS类算法.通过算法的均值与均方分析可知,仿真结果与理论分析吻合较好.

1 增量情形下的自适应算法

图1为一个通过Hamilton环连接的具有N 个节点的网络,每个节点k通过标量yk(i)估计未知

系数向量w0∈ℝM×1,其与w0 联系如下:

yk(i)=xT
k(i)w0+nk(i), (1)

其中:xk(i)∈ℝM×1为节点k第i次迭代的输入向量,M 为未知向量的长度;nk(i)表示一个均值为0、
方差为σ2k 的正态分布的加性噪声.
1.1 增量式最小均方类算法

常规的增量式LMS算法通过对损失函数

JILMS(wk(i))=12EE
[yk(i)-xT

k(i)wk(i)2] (2)

关于估计向量wk(i)求梯度并在wk-1(i)做梯度下降,引入步长因子μ得到未知系数向量的迭代公式为

wk(i)=wk-1(i)+μxk(i)(yk(i)-wk-1(i)xk(i)). (3)

图1 增量情形的N 个节点网络及参数更新过程

Fig.1 Nnodenetworkandparameterupdating
processinincrementalcase

  目前较新的LMS类算法为变步长的增量式最

小 均 方 (variablestepsizeincrementalLMS,

VSSILMS)算法[8]和噪声约束的增量式最小均方

(noiseconstrainedincrementalLMS,NCILMS)
算法[10].

对于VSSILMS算法,其中μk(i)为第k个节点

第i次迭代的步长值,α,γ分别为控制参数,满足

0<α<1,γ>0.
算法1 VSSILMS算法.
w0(i)=wi-1,

ek(i)=(yk(i)-wT
k-1(i)xk(i)),

wk(i)=wk-1(i)+μk(i)xk(i)ek(i),k=1,2,…,N,

μk(i+1)=αμk(i)+γe2k(i),

wi=wN(i).
对于NCILMS算法,其将噪声方差作为约束添加到式(2)中,得到新的损失函数:

JNCILMS(wk(i))=JILMS(wk(i))+γkλk(i)[JILMS(wk(i))-σ2k]-γkλ2k(i), (4)
其中λk(i)为Lagrangian乘子,γk 为大于0的控制参数.同理,通过对式(4)关于wk(i)求梯度并引入
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步长因子ak(i)和βk 可得wk(i)和λk(i)的迭代公式.NCILMS算法如下.
算法2 NCILMS算法.
w0(i)=wi-1,

ek(i)=(yk(i)-wT
k-1(i)xk(i)),

ak(i)=μk[1+γkλk(i)],

wk(i)=wk-1(i)+ak(i)xk(i)ek(i),k=1,2,…,N,

λk(i+1)=(1-βk)λk(i)+βk

2
(e2k(i)-σ2k),

wi=wN(i).
1.2 增量式递归最小二乘算法

已有LMS类增量式算法在每个节点的局部估计仅使用局部数据,对增量情形的N 节点网络,为

在循环估计中综合使用每个节点数据,将已历经的节点损失函数指数加权相加,则第k 个节点处

第i次迭代的损失函数为

minJ(wk(i))=∑
k

j=1
λk-j[yj(i)-xT

j(i)wk(i)]2. (5)

记输入向量的确定性相关矩阵Rk(i)=∑
k

j=1
λk-jxj(i)xT

j(i),输入向量与yk(i)之间的确定性互相关向量

Pk(i)=∑
k

j=1
λk-jxj(i)yj(i).对式(5)关于wk(i)求梯度并令其为零,可得

wk(i)=R-1
k (i)Pk(i). (6)

直接计算R-1
k (i)复杂度较大,在传统的RLS算法中,通过用矩阵求逆引理避免Rk(i)的求逆运算[11].

记SD,k(i)=R-1
k (i),其计算过程如下:

SD,k(i)=R-1
k (i)=1λ SD,k-1(i)-SD,k-1(i)xk(i)xT

k(i)SD,k-1(i)
λ+xT

k(i)SD,k-1(i)xk(i
é

ë
êê

ù

û
úú) , (7)

又Rk-1(i)wk-1(i)=Pk-1(i),Pk(i)=λPk-1(i)+xk(i)yk(i).与式(6)联立可得

wk(i)=wk-1(i)+ek(i)SD,k(i)xk(i), (8)
其中wk(i)表示w0 在第k个节点第i次迭代时的估计向量.为降低算法计算复杂度,记中间向量

hk(i)=SD,k(i)xk(i).本文增量式递归最小二乘(incrementalRLS,IRLS)算法描述如下:
初始化:SD,1(0)=δI, (9)

w0(i)=wi-1, (10)

SD,0(i+1)=SD,N(i), (11)

ek(i)=yk(i)-wT
k-1(i)xk(i), (12)

hk(i)= SD,k-1(i)xk(i)
λ+xT

k(i)SD,k-1(i)xk(i)
, (13)

SD,k(i)=1λ
[SD,k-1(i)-hk(i)xT

k(i)SD,k-1(i)], (14)

wk(i)=wk-1(i)+ek(i)SD,k(i)xk(i),  k=1,2,…,N, (15)

wi=wN(i). (16)

2 理论分析

定义系数误差向量为

Δwk(i)=w0-wk(i). (17)
将式(1)代入式(12),并联立式(15)和式(17)可得系数误差向量迭代公式为

Δwk(i)=(IM -SD,k(i)xk(i)xT
k(i))Δwk-1(i)-nk(i)SD,k(i)xk(i). (18)

  参考文献[15]做如下假设:
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(H1)SD,k(i),xk(i)相互独立;
(H2)xk(i),nk(i),wk(i)相互独立.

2.1 均值分析

联立式(1)和式(6),可得

wk(i)=R-1
k (i)Pk(i)=SD,k(i)∑

k

j=1
λk-jxj(i)yj(i[ ])=

SD,k(i)∑
k

j=1
λk-jxj(i)(xT

j(i)w0+nj(i[ ]))=

w0+SD,k(i)∑
k

j=1
λk-jxj(i)nj(i). (19)

对式(20)两边同时取期望,满足

E(wk(i))=w0. (20)
式(20)表明,在理想状态下,式(6)给出的未知系数向量的估计是无偏的.但在实验过程中IRLS算法

的推导由于应用了矩阵求逆引理,从而导致得到的迭代式(14)给出的估计具有估计偏差.为深入了解

系数误差向量Δwk(i)在迭代实验中的具体表现,做如下分析.
对式(18)两边同时左乘矩阵Rk(i),可得

Rk(i)Δwk(i)=λRk-1(i)Δwk-1(i)-nk(i)xk(i). (21)
将式(21)按k递推,有

Rk(i)Δwk(i)=λkR0(i)Δw0(i)-∑
k-1

j=0
λjnk-j(i)xk-j(i). (22)

对式(22)两边同时左乘矩阵SD,k(i),并在两边同时取期望且E(nk(i))=0,可得

E(Δwk(i))=λkE(SD,k(i)R0(i))E(Δw0(i)). (23)
联立式(9)和式(11)可得

E(Δwk(i))=
λk

δE(SD,k(1))E(w0), i=1,

λkE(SD,k(i)RN(i-1))E(ΔwN(i-1)),i=2,3,…n

ì

î

í
ïï

ïï .
(24)

  分析等式(24)右侧的两种表达形式,由于Rk(i)=∑
k

j=1
λk-jxj(i)xT

j(i),其矩阵元素大小取决于过去

的所有输入向量xk(i),又当k→∞ 时,λk→0,从而随着k的增加,距目前节点较远的输入向量对

Rk(i)的影响可忽略不计,Rk(i)在k→∞时趋于稳定.因此,Rk(i)和SD,k(i)均为有界量,从而可得

λkE(SD,k(i)Rk(i))→0(k→∞),故E(Δwk(i))→0(k→∞),即wk(i)依均值收敛到w0.
2.2 均方分析

2.2.1 超额均方误差

超额均方误差(excessmeansquareerror,EMSE)是衡量自适应算法稳态性能的一个重要指标,
量化的是算法在稳态时输出误差的期望值与理论最优误差之间的差异.定义EMSE为σ2ex,k(i),且

σ2ex,k(i)=E(nk(i)-ek(i))2,将式(11)代入σ2ex,k(i)并联立式(1)和式(17)可得

σ2ex,k(i)=tr(Δwk-1(i)ΔwT
k-1(i)xk(i)xT

k(i)). (25)

2.2.2 均方差

均方差(meansquareddeviation,MSD)是衡量算法在迭代过程中得到的系数估计向量与真实向量

之间偏差的重要指标,即 MSD=E(‖Δwk(i)‖2).记

E(Δwk(i)ΔwT
k(i))=Uk(i),  Xk(i)=E(xk(i)xT

k(i)),
此时 MSD可表示为

E(‖Δwk(i)‖2)=tr(E(Δwk(i)ΔwT
k(i)))=tr(Uk(i)). (26)

将式(18)乘以自身转置并取期望,得

646   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第64卷 



Uk(i)=Uk-1(i)-E(SD,k(i))Xk(i)Uk-1(i)-Uk-1(i)Xk(i)E(SD,k(i))+
E(SD,k(i))(Xk(i)tr(Xk(i)Uk-1(i))+2Xk(i)Uk-1(i)Xk(i))E(SD,k(i))+
σ2kE(SD,k(i))Xk(i)E(SD,k(i)). (27)

式(27)即为Uk(i)的递归等式.
2.3 复杂度分析

在输入向量长度为M 时,对比VSSILMS算法[8]、NCILMS算法[10]和本文IRLS算法在每个节点

进行一次迭代时的计算复杂度,结果列于表1.由表1可见,本文算法计算复杂度大于两种较新的增量

式LMS算法,这是由于IRLS算法基于RLS框架,需维护并更新M2 维协方差矩阵,因此复杂度上升

至O(M2),单次迭代运算量显著增大.
表1 不同算法在每个节点每次迭代时的计算复杂度

Table1 Computationalcomplexityofdifferentalgorithmsateachiterationofeachnode

算法 乘法次数 加法次数

VSSILMS 2M+3 2M+3
NCILMS 2M+5 2M+3
IRLS 3M2+4M 2M2+3M+1

3 模拟结果

下面考察IRLS算法在不同场景下的性能.设未知向量w0=(1,1,…,1)T/ M,向量长度 M=5,

图2 不同实验场景下不同节点的方差

Fig.2 Varianceofdifferentnodesin
differentexperimentalscenarios

图3 信噪比为10dB时不同算法的均方差对比结果

Fig.3 Comparisonresultsofmeansquareerrorsofdifferent
algorithmswhensignal-to-noiseratiois10dB

图4 信噪比为20dB时不同算法的均方差对比结果

Fig.4 Comparisonresultsofmeansquareerrorsofdifferent
algorithmswhensignal-to-noiseratiois20dB

节点个数N=20,nk(i)是零均值方差为σ2k 的高斯

随机变量.在实际应用中,遗忘参数λ的选取范围

通常为0.99<λ<1.λ越接近1算法稳态误差越

小,滤波结果更平滑;λ越小,算法对近期数据赋

予更高权重,稳态误差会增大,对噪声也更敏感,
但对环境变化的追踪能力更强.本文实验中选取

λ=0.999.两种实验场景分别为:1)输入节点数据

为白噪声;2)输入节点数据之间相关系数为0.5.
图2为两种场景下的输入节点数据方差分布.

进行100 次 独 立 实 验 取 均 值,对 比IRLS,

VSSILMS[8]和 NCILMS[10]算法在两种应用场景、
不同信噪比下节点 N 的 MSD,结果如图3~图5所示.由图3~图5可见,IRLS算法较其他两种

LMS类算法有较小的 MSD误差范数.对比两种实验场景,在输入节点数据有一定相关性的背景下,

IRLS较NCILMS算法收敛性有更大程度的提高.
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图6为3种算法在实验场景1和20dB信噪比背景下各算法的EMSE迭代曲线.由图6可见,

IRLS算法相较于其他两种算法有较小的EMSE,表明该算法在达到稳态后系数向量估计值接近实际

值,有较好的收敛性能.

图5 信噪比为30dB时不同算法的均方差对比结果

Fig.5 Comparisonresultsofmeansquareerrorsofdifferent
algorithmswhensignal-to-noiseratiois30dB

图6 超额均方误差理论值与实验值对比

Fig.6 Comparisonbetweentheoreticalvaluesand
experimentalvaluesofexcessmeansquareerror

将式(23)的实验结果作为理论值,节点迭代形成的均方差(MSD)作为实验值,进行200次独立实

验取均值.实验结果如图7和表2所示.由图7和表2可见,两种类型数据值的偏差均较小,体现了本

文算法的稳定性及实验结果的可靠性.随着信噪比的增加,MSD减小且理论值与实验值的拟合精度提

高,但在迭代初期两者的拟合速度有一定程度的降低.

图7 两种实验场景下不同信噪比时均方差的理论值与实验值对比

Fig.7 Comparisonbetweentheoreticalvaluesandexperimentalvaluesofmeansquareerror
underdifferentsignal-to-noiseratiosintwoexperimentalscenarios

表2 两种实验场景下均方差的理论值与实验值对比结果

Table2 Comparisonresultsbetweentheoreticalvaluesandexperimentalvalues
ofmeansquareerrorintwoexperimentalscenarios

实验场景 信噪比/dB 迭代次数 理论值 实验值 实验场景 信噪比/dB 迭代次数 理论值 实验值

1 10 500 -36.4074 -36.6772 2 -60.4842 -60.5954
2 -49.3465 -49.5682 1 20 3000 -46.7228 -46.7262
1 10 1500 -36.6631 -36.4454 2 -59.4143 -59.1026
2 -48.8553 -49.2124 1 30 500 -56.5937 -56.5943
1 10 3000 -36.2621 -36.3392 2 -70.0400 -69.9719
2 -49.4414 -49.3199 1 30 1500 -56.8794 -56.8394
1 20 500 -46.5206 -46.3345 2 -69.7728 -69.8542
2 -59.2262 -59.6643 1 30 3000 -56.7608 -56.4284
1 20 1500 -46.5917 -47.1252 2 -69.4191 -69.7442

  综上所述,针对现有增量式最小均方算法仅利用各节点的局部数据进行局部估计,在信息交互受

限条件下估计精度较低的问题,本文提出了一种增量式的RLS算法.相比于目前较新的增量式LMS
类算法,在不同的应用场景下提高了参数估计精度.同时,给出IRLS算法的理论分析并与实验结果

846   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第64卷 



作对比,证明了本文算法的可靠性.
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