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闭型离散更新截断δ冲击模型的寿命分布

马 明,黄 嫒
(西北民族大学 数学与计算机科学学院,兰州730030)

摘要:采用取条件法、概率法研究闭型离散更新截断δ冲击模型的寿命问题,得到了该模型

的可靠度、寿命的矩等寿命性质的显式表达式,并将该模型的寿命分布和平均寿命应用在

具体分布中进行数值模拟.
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Abstract:Thelifetimeproblemofacloseddiscreterenewalcensoredδshockmodelwasstudiedby
usingconditionmethodandprobabilitymethod.Theexplicitexpressionsofthelifetimeproperties
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冲击模型广泛应用于金融、货币政策、维修等领域,冲击模型研究的中心问题是系统失效时间(称
为系统寿命).冲击模型主要有传统冲击模型和δ冲击模型等,其中δ冲击模型可分为经典δ冲击模型

和截断δ冲击模型两类.经典δ冲击模型是李泽慧[1]在研究城市交通拥挤问题中抽象出来的一种模

型,其以冲击时间间隔小于一个阈值δ时系统失效为失效机制.在此基础上,Ma等[2]在研究客户关系

管理时提出了截断δ冲击模型,其以冲击时间间隔大于一个阈值δ时系统失效为失效机制.目前,关

于开型离散截断δ冲击模型的研究已取得了丰富的结果.例如:张攀等[3]考虑一种冲击仅可能发生在

整数时刻点上,并且在整数时刻点上冲击是否到达服从0-1分布的截断δ冲击模型,得到了系统寿命

的分布和系统寿命的期望;冶建华等[4]定义了一般开型离散截断δ冲击模型,并讨论了冲击间隔服从

格点分布的开型离散截断δ冲击模型的寿命性质,得到了系统寿命的概率分布列及平均寿命;马明

等[5]在开型离散截断δ冲击模型的基础上,得到了格点更新开型离散截断δ冲击模型系统的可靠度、
失效率、平均寿命、平均剩余寿命等指标;Bian等[6]研究了格点更新二项截断δ冲击模型和 Markov
截断δ冲击模型的可靠度,并通过使用概率生成函数的方法得到了系统寿命的期望和方差;姜伟欣



等[7]研究了非负几何开型离散截断δ冲击模型的寿命性质,得到了系统的寿命分布、平均寿命、可靠

度与失效率等指标;Ma等[8]研究了一种冲击时间间隔按照离散时间 Markov链到达的截断δ冲击模

型,给出了系统的寿命分布和期望;Chadjiconstantinidis等[9]研究了冲击时间间隔具有离散和连续分

布时的截断δ冲击模型的可靠性指标,并给出了系统寿命的分布和矩;彭博等[10]利用Bayes估计方

法,在最小均方误差原则下,基于寿命终止时总冲击次数及冲击到达时间这两类样本数据,得到了

Poisson截断δ冲击模型冲击参数λ的Bayes估计量;马明等[11]针对Poisson截断δ冲击模型失效参数

的估计问题,利用Bayes估计方法,在最小均方误差原则下,基于寿命终止时总冲击次数及冲击到达

时间这两类样本数据,在不同的先验假设下,给出了Poisson截断δ冲击模型失效参数δ的Bayes估计

量;Bian等[12]利用多元分析方法和技术,得到了极端冲击模型和累积冲击模型下k-out-of-n(G)系统

可靠性函数的闭合形式,并采用 MonteCarlo模拟作为辅助方法计算了系统可靠度;马明等[13]得到了

3个定积分的显示表达式,其对Poisson截断δ冲击模型中的可靠性计算具有重要作用;Bian等[14]采

用广义Pólya过程进行建模,给出了相遇的冲击模型、可靠性函数、可靠性函数的上界、平均寿命、故

障率和寿命分布类型,确定了最优更换策略.
本文在开型截断δ冲击模型的基础上,通过扩展系统失效条件,提出一种闭型截断δ冲击模型,

并以闭型离散截断δ冲击模型为基础,对一类冲击的时间间隔相互独立且服从同一个格点分布的系统

进行研究,讨论模型系统寿命T 与失效阈值δ的关系,给出相关冲击模型系统寿命的分布、平均寿命

等可靠性指标.

1 闭型离散更新截断δ冲击模型

考虑一个冲击的时间间隔相互独立且服从同一个格点分布(设其周期为1)的冲击模型,记Sn(n=

1,2,…)为第n次冲击到达的时刻,Zn(n=1,2,…)为第(n-1)次与第n次冲击之间的时间间隔,N(n)

(n=0,1,…)为直到时刻n系统受到的冲击总次数.对n=0,1,2,…,记pk=P(Zk=i),k=0,1,2,…,

其中∑
∞

k=0
pk=1(不考虑P(Zn=∞)>0的情形),Zn 的生存函数为췍F(i)=P(Zn>i).若该系统经某次

冲击后时长达到正整数δ才有新冲击到达或仍没有新冲击到达,系统就失效,则该系统称为失效参数

为δ的闭型离散更新截断δ冲击模型,简记为SM{[RE(pk)],CDc(δ)}(其中SM 表示shockmodel,

RE表示renewal,CDc 表示closeddiscretecensored),δ也称为系统失效阈值.
与开型截断δ冲击模型相比,闭型比开型多了一个失效条件,即冲击间隔为δ时长时系统也失效.

在SM{[RE(pk)],CDc(δ)}中,设M 表示系统失效前的总冲击次数,即

{M=m}={Z0 <δ,Z1 <δ,…,Zm <δ,Zm+1 ≥δ},  m=0,1,…, (1)

其中Z0 恒为0,则根据截断δ冲击模型的失效机制有系统寿命T=∑
M

n=0
Zn +δ,并满足P(T≥δ)=1,

此时可记作T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)}.当M=m 时SM[RE(pk)],CDc(δ)}的样本轨道如图1所示.

图1 当M=m时SM[RE(pk)],CDc(δ)}的样本轨道

Fig.1 SampletrajectoriesofSM{[RE(pk)],CDc(δ)}whenM=m

2 主要结果

若无特殊说明,本文系统均指SM{[RE(pk)],CDc(δ)}.先考察系统寿命T 的概率分布列.首先
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不考虑p0 恒为1这种平凡情形.显然,若∑
δ-1

k=0
pk =1,则由模型失效机制可得系统永不失效,即有

P(T=∞)=1.此外,若∑
δ-1

k=0
pk =0,则由式及T=∑

M

n=0
Zn +δ,可得P(T=δ)=1.所以以下仅考虑

0<∑
δ-1

k=0
pk <1的情形.

设δ=1,若使事件{T=1}发生,则系统从时刻t=0出发需时间长度等于1或超过1才有可能发

生冲击(该冲击发生概率为P(Z≥1)=1-p0,其中Z表示冲击时间间隔).但若p0≠0,则发生该冲击

前可能 在t=0 时 刻 发 生 若 干 个 时 间 间 隔 为 0 的 冲 击 概率为∑
∞

n=0
pn( )0 ,此 时 有 P(T =1)=

P(Z≥1)∑
∞

n=0
pn
0,即

P(T=1)=
P(Z≥1), p0=0,

(1-p0)∑
∞

n=0
pn
0,p0 ≠0

ì

î

í

ï
ï

ïï .

于是可得如下定理.
定理1 设p0<1,T~SM{[RE(pk)],CDc(1)},则P(T=1)=1.
当δ=2时系统的寿命分布有如下结果.
定理2 设p0<1,T~SM{[RE(pk)],CDc(2)},则系统寿命的分布

P(T=m)=
(1-p0-p1) pm-2

1

(1-p0)m-1
,m=2,3,…,

0, 其他

ì

î

í

ïï

ïï ,
(2)

其中规定00=1.
证明:由于寿命T 满足T≥δ,即T≥2,所以

P(T=1)=0.
若使事件{T=2}发生,则系统从时刻t=0出发需时间长度等于2或超过2才有可能发生冲击(该冲击

发生概率为P(Z≥2)=1-p0-p1,其中Z 表示冲击时间间隔).但若p0≠0,则发生该冲击前可能在

t=0时刻发生若干个时间间隔为0的冲击 概率为∑
∞

n=0
pn( )0 ,所以有

P(T=2)=
P(Z≥2), p0=0,

P(Z≥2)∑
∞

n=0
pn
0,p0 ≠

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
=
1-p1, p0=0,

1-p0-p1
1-p0

,p0 ≠

ì

î

í

ïï

ïï 0
=1-p0-p1

1-p0
. (3)

  当整数m>2时,因为δ=2,故根据寿命T 的定义有

{T=m}⇔ ∪
∞

n=0
{Z0+Z1+…+Zn =m-2,Z0 <2,Z1 <2,…,Zn <2,Zn+1 ≥2},

从而有

P(T=m)=P(Z0=m-2,Z0 <2,Z1 ≥2)+

∑
∞

n=1
P(Z0+Z1+…+Zn =m-2,Z0 <2,Z1 <2,…,Zn <2,Zn+1 ≥2).

由于Z0 恒为0,m>2,即P(Z0=m-2,Z0<2,Z1≥2)=0,所以有

P(T=m)=∑
∞

n=1
P(Z1+Z2+…+Zn =m-2,Z1 ≤1,Z2 ≤1,…,Zn ≤1,Zn+1 >1). (4)

  对∀n=1,2,…,若{Zi≤1,i=1,2,…,n}发生,则有{Z1+Z2+…+Zn≤n},所以要使

{Z1+Z2+…+Zn=m-2,Z1≤1,Z1≤1,…,Zn≤1,Zn+1>1}发生,必须有m-2≤n,于是式(4)等
价于
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P(T=m)=∑
∞

n=m-2
P(Z1+Z2+…+Zn =m-2,Z1 ≤1,Z2 ≤1,…,Zn ≤1,Zn+1 >1).

又由于Zi(i=1,2,…,n)是独立同分布的,所以

P(T=m)=∑
∞

n=m-2
∑

k1+k2+…+kn=m-2

ki=0,1,i=1,2,…,n

P(Z1=k1,Z2=k2,…,Zn =kn,Zn+1 >1)=

췍F(1)∑
∞

n=m-2
∑

k1+k2+…+kn=m-2

ki=0,1,i=1,2,…,n

pk1pk2
…pkn. (5)

  设整数n≥m-2,则在非负整数ki≤1(i=1,2,…,n)条件下,k1+k2+…+kn=m-2表示从n个

ki(i=1,2,…,n)中选中(m-2)个令其值为1,剩余的(n-m+2)个取值为0,这种取法总数为
n

m
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
,

因此

∑
k1+k2+…+kn=m-2

ki=0,1,i=1,2,…,n

pk1pk2
…pkn =

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pm-2
1 pn-m+2

0 , (6)

将式(6)代入式(5)有

P(T=m)=췍F(1)∑
∞

n=m-2

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pm-2
1 pn-m+2

0 =췍F(1)pm-2
1 ∑

∞

n=m-2

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pn-m+2
0 . (7)

  为计算 ∑
∞

n=m-2

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pn-m+2
0 ,先考察参数为m-2和1-p0 的正值Pascal分布的期望,有

∑
∞

n=m-2
n

n-1
(m-2)-

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
(1-p0)m-2pn-(m-2)

0 =m-2
1-p0

, (8)

再由n
n-1

(m-2)
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
=(m-2)

n
m

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
得

∑
∞

n=m-2
n

n-1
(m-2)-

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
(1-p0)m-2pn-(m-2)

0 =(m-2)(1-p0)m-2∑
∞

n=m-2

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pn-(m-2)
0 . (9)

将式(8)代入式(9),计算得

∑
∞

n=m-2

n
m-

æ

è
ç

ö

ø
÷
2

pn-m+2
0 = 1

(1-p0)m-1. (10)

将式(10)代入式(7),得

P(T=m)=(1-p0-p1) pm-2
1

(1-p0)m-1. (11)

显然,式(11)对式(3)m=2的情形也成立(其中若p1=0,规定00=1).证毕.
下面证明式(2)满足正则性.因为

∑
∞

m=0
P(T=m)=∑

∞

m=2

(1-p0-p1) pm-2
1

(1-p0)m-1=
(1-p0-p1)
1-p0 ∑

∞

m=0

p1
1-p
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

m
, (12)

由于仅考虑0<∑
δ-1

k=0
pk <1的情形,所以有0<p0+p1<1,满足

∑
∞

m=0

p1
1-p
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

m

= 1-p0
1-p0-p1

,

将其代入式(12)得

∑
∞

m=0
P(T=m)=1.

于是可得如下推论.
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推论1 设0<p0+p1<1,T~SM{[RE(pk)],CDc(2)},则P(T<∞)=1.
定理2表明当δ=2时,系统寿命T 的分布完全由p0 和p1 决定,而推论1表明T 是有限的.
下面讨论δ≥2时SM{[RE(pk)],CDc(δ)}模型系统寿命T 的分布.记 x 表示不小于x 的最小

整数, x 表示不大于x 的最大整数.
定理3 设p0<1,δ≥2,T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},则系统寿命的分布为

P(T=m)=

0, m=0,1,…,δ,
췍F(δ-1)
1-p0

, m=δ,

췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj=m-δ

∏
i

j=1
pk( )j

,m=δ+1,δ+2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

,…,
(13)

其中췍F(δ-1)=1-∑
δ-1

k=0
pk.

证明:根据系统寿命T 的定义,对m=δ,δ+1,…,有

P(T=m)=P ∑
M

n=0
Zn =m-( )δ . (14)

若m=δ,对式(14)关于M 取条件,得

P(T=m)=P ∑
M

n=0
Zn =( )0 =∑

∞

i=0
P ∑

i

n=0
Zn =0,M=( )i .

对i=0,1,…,事件 ∑
i

n=0
Zn =0,M={ }i 发生等价于{Z0 恒为0,Z1=0,…,Zi=0,Zi+1>δ-1}发生,

所以

P(T=m)=∑
∞

i=0
P(Z0 恒为0,Z1=0,…,Zi=0,Zi+1 >δ-1). (15)

由独立性,对i=0,1,…,有

P(Z0 恒为0,Z1=0,…,Zi=0,Zi+1 >δ-1)=pi
0췍F(δ-1), (16)

其中对i=0,若p0=0,规定00=1.将式(16)代入式(15),得

P(T=m)=췍F(δ-1)∑
∞

i=0
pi
0=
췍F(δ-1)
1-p0

.

  若m>δ,同理可得

P(T=m)=∑
∞

i=0
P ∑

i

n=0
Zn =m-δ,M=( )i . (17)

由式(1),对∀i=0,1,…,{M=i}⇔{Z0≤δ-1,Z1≤δ-1,…,Zi≤δ-1,Zi+1>δ-1},其中Z0 恒为

0,所以由冲击间隔独立同分布式(17)有

P(T=m)=P(Z0=m-δ,Z0 ≤δ-1,Z1 >δ-1)+

∑
∞

i=1
P ∑

i

n=1
Zn =m-δ,Z1 ≤δ-1,Z2 ≤δ-1,…,Zi≤δ-1,Zi+1 >δ-( )1 =

췍F(δ-1)∑
∞

i=1
P ∑

i

n=1
Zn =m-δ,Z1 ≤δ-1,Z2 ≤δ-1,…,Zi≤δ-( )1 . (18)

对i=1,2,…,若Z1≤δ-1,Z2≤δ-1,…,Zi≤δ-1发生,则有Z1+Z2+…+Zi≤i(δ-1),所以若使

事件 ∑
i

n=1
Zn =m-δ,Z1 ≤δ-1,Z2 ≤δ-1,…,Zi≤δ-{ }1 发生,必须满足 m-δ≤i(δ-1).

因为m>δ≥2,即i≥ m-δ
δ-1 ≥1,所以根据式(18)有
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P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj=m-δ

P(Z1=k1,Z2=k2,…,Zi=ki)=

췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj=m-δ

∏
i

j=1
pk( )j .

证毕.
由定理3可见,系统寿命T 的分布列只与p0,p1,…,pδ-1有关,即闭型离散更新截断δ冲击模型

的系统寿命T 的分布完全由冲击间隔分布列的前δ个值决定.此外,若p0=0,则考察式(13)的变形.
首先若m=δ,则根据式(13)有P(T=δ)=췍F(δ-1).其次,再考察整数m>δ的情形,因为p0=0,

式(13)中kj 的范围变为1≤kj≤δ-1,所以对∀i= m-δ
δ-1

, m-δ
δ-1 +1,…,若1≤kj≤δ-1,

j=1,2,…,i,则k1+k2+…+ki≥i,因此只有i≤m-δ时,

∑
i

j=1
kj=m-δ,1≤kj≤δ-1,j=1,2,…,{ }i

才不为空.从而根据式(13)有

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

∑
1≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

∏
i

j=1
pk( )j .

  综上可得如下无冲击重点情形的系统寿命分布.
推论2 设p0=0,δ≥2,T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},则系统寿命分布为

P(T=m)=

0, m=0,1,…,δ,
췍F(δ-1), m=δ,

췍F(δ-1) ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

∑
1≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj=m-δ

∏
i

j=1
pk( )j

,m=δ+1,δ+2,…

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

.
(19)

如果对 ∀i=1,2,…,∏
i

j=1
pkj

可写成k1,k2,…,ki 和的函数,其中0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i,则

SM{[RE(pk)],CDc(δ)}的寿命分布有以下显式表示.
推论3 设p0<1,δ≥2,T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},若∀x∈(-∞,∞),存在非负二元函数

f(x,y)=
px
0,y=0,

0, y<0{ ,
使得对∀i=1,2,…及kj=0,1,…,δ-1,j=1,2,…,i 满足 ∏

i

j=1
pkj =

fi,∑
i

j=1
k( )j ,则对∀m=0,1,…,有

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

f(i,m-δ)∑
m-δ
δ

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-δj+i-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,

其中췍F(δ-1)=1-∑
δ-1

k=0
pk,规定

-1æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
=1.

证明:考察式(13)中 m>δ 的情形,因为对∀i= m-δ
δ-1

, m-δ
δ-1 +1,…,有 ∏

i

j=1
pkj =

fi,∑
i

j=1
k( )j ,则
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∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

pk1pk2
…pki =f(i,m-δ) ∑

0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1. (20)

  对∀i= m-δ
δ-1

,m-δ
δ-1 +1,…,由文献[15]可知:满足条件0≤kj≤δ-1(j=1,2,…,i)的关

于k1,k2,…,ki 的不定方程k1+k2+…+ki=m-δ的整数解数目为

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1=∑
i

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-δj+i-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
. (21)

在式(21)中,要求m-δ-δj+i-1≥i-1,此时可得j≤m-δ
δ
,而在δ≥2,i≥m-δ

δ-1
条件下,必有

m-δ
δ <i,所以式(21)应记为

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1= ∑
m-δ
δ

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-δj+i-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
. (22)

将式(20),(22)代入式(13)的m>δ情形中,得

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

f(i,m-δ)∑
m-δ
δ

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-δj+i-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
. (23)

  若规定
-1æ

è
çç

ö

ø
÷÷

-1
=1,因为f(i,0)=pi

0(i=0,1,…),将m=δ代入式(23)的等式右边,得

췍F(δ-1)∑
∞

i=0
f(i,0)(-1)0

iæ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

i-1

i-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
1

=췍F(δ-1)∑
∞

i=0
pi
0=
췍F(δ-1)
1-p0

.

所以式(23)包含m=δ的情形.
此外,对整数m<δ,因为f(·,m-δ)=0,所以式(23)也包含m<δ的情形.证毕.
推论4 设p0=0,δ≥2,T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},若∀x∈(-∞,∞),存在非负二元函数

f(x,y)=
1,x=y=0,

0,y<0{ ,
使 得 对∀i=1,2,…及 kj=1,2,…,i,j=1,2,…,i 满 足 ∏

i

j=1
pkj =

fi,∑
i

j=1
k( )j ,则对∀m=0,1,…,有

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

f(i,m-δ) ∑
m-δ-i
δ-1

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-(δ-1)j-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,

其中췍F(δ-1)=1-∑
∞

k=0
pk,规定

-1æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
=1.

证明:考虑式(19)中m>δ的情形,将∏
i

j=1
pkj =fi,∑

i

j=1
k( )j 代入其中得

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

f(i,m-δ) ∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1. (24)

  对∀i= m-δ
δ-1

, m-δ
δ-1 +1,…,m-δ,由文献[15]可知:满足条件δ≥2,1≤kj≤δ-1

(j=1,2,…,i)的关于k1,k2,…,ki 的不定方程k1+k2+…+ki=m-δ的整数解数目为
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∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1=∑
i

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-(δ-1)j-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
. (25)

在式(25)中,要求m-δ-(δ-1)j-1≥i-1,此时可得j≤m-δ-i
δ-1

,而当m-δ
δ-1≤i≤m-δ时,必有

0≤m-δ-i
δ-1 ≤i,所以式(25)应记为

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

1= ∑
m-δ-i
δ-1

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-(δ-1)j-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
.

从而式(24)等价于

P(T=m)=췍F(δ-1) ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

f(i,m-δ) ∑
m-δ-i
δ-1

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-(δ-1)j-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
. (26)

  若规定
-1æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
=1,因为f(0,0)=1,将m=δ代入式(26)的等式右边,得

췍F(δ-1)f(0,0)(-1)0
æ

è
ç

ö

ø
÷
0
0

-1
-

æ

è
ç

ö

ø
÷
1

=췍F(δ-1)=췍F(δ-1),

所以式(26)包含m=δ的情形.
此外,对整数m<δ,因为f(·,m-δ)=0,所以式(26)包含m<δ的情形.证毕.
下面研究系统平均寿命.

定理4 设T~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},若E(T)<∞,0<∑
δ-1

k=0
pk <1,则系统平均寿命为

E(T)=
∑
δ-1

n=0
npn

췍F(δ-1)+
δ.

  证明:对系统寿命T 关于Z1 取条件,有

E(T)=E(E(T Z1))=∑
∞

n=0
E(T Z1=n)pn =

∑
δ-1

n=0
E(T Z1=n)pn +∑

∞

n=δ
E(T Z1=n)pn. (27)

在SM{[RE(pk)],CDc(δ)}中,当n=δ,δ+1,…时,因为췍F(δ-1)≠0,{Z1=n}是有可能发生的,而

{Z1=n}表明Z1≥δ发生,此时有T=δ,所以E(T Z1=n)=δ.
若n=0,1,…,δ-1,由于{Z1=n}⊂{Z1<δ},因此系统在时刻n寿命还未结束,所以系统寿命等

于存活到n的时长再附加从n 开始直到寿命结束的剩余寿命,由更新过程的再生性(即在概率意义上,
从任一冲击点作为新起点,过程重新开始)知,系统剩余寿命与 原 寿 命 T 是 同 分 布 的,所 以

E(T Z1=n)=n+E(T).因此,由式(27)有

E(T)=∑
δ-1

n=0

(n+E(T))pn +∑
∞

n=δ
δpn =

∑
δ-1

n=0
npn +E(T)∑

δ-1

n=0
pn +δ∑

∞

n=δ
pn =

∑
δ-1

n=0
npn +E(T)∑

δ-1

n=0
pn +δ1-∑

δ-1

n=0
p( )n . (28)

对式(28)解方程得
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E(T)=
∑
δ-1

n=0
npn

1-∑
δ-1

n=0
pn

+δ=
∑
δ-1

n=0
npn

췍F(δ-1)+
δ. (29)

证毕.

3 数值模拟

上面结合SM{[RE(pk)],CDc(δ)}模型的构造,给出了该模型系统的可靠度、冲击度、平均寿命等

可靠性指标.下面将给出该模型时间间隔服从参数为n 的离散均匀分布,即 P(Zi=k)=1n
,

k=1,2,…,n且δ<n.
∀kj=1,2,…,n,得离散均匀分布的分布列为

∏
i

j=1
pkj =∏

i

j=1

1
n =1ni =n-i, (30)

离散均匀分布在δ处的生存函数为
췍F(δ)=1-F(δ)=

1-[P(X=1)+P(X=2)+…+P(X=δ-1)]=

1- 1
n +1n +…+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n =1-δ-1
n . (31)

将式(30),(31)分别代入式(19),(29),得

P(T=m)=

0, m=0,1,…,δ,

1-δ-1
n
, m=δ,

1-δ-1æ

è
ç

ö

ø
÷

n ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

∑
1≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj=m-δ

(n-i),m=δ+1,δ+2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

,…
=

0, m=0,1,…,δ,

1-δ-1
n
, m=δ,

1-δ-1æ

è
ç

ö

ø
÷

n ∑
m-δ

i= m-δ
δ-1

n-i ∑
m-δ-i
δ-1

j=0

(-1)j
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
j

m-δ-(δ-1)j-1
i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,m=δ+1,δ+2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

,…

图2 当δ=2,3,4时E(T)关于n的变化趋势

Fig.2 Changingtrendofparametersn
forE(T)whenδ=2,3,4

以及

E(T)= δ2
n-δ.

  通过数值模拟,可得E(T)和P(T=m)的变化

趋势分别如图2和图3所示.由图2可见,E(T)关

于参数n是单调递增的,并且δ越大E(T)关于参

数n的变化趋势越平缓.由图3可见,从m=δ点

开始曲线大幅度上升,到达一个最大值后又下降至

零值,并且δ值越大曲线下降越慢,而且P(T=m)

的曲线变化幅度与n值没有太大关系.
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图3 当δ=2,3,4,n=5,6,7,8时P(T=m)关于m的变化趋势

Fig.3 ChangingtrendofparametersmforP(T=m)whenδ=2,3,4andn=5,6,7,8

4 总 结

根据本 文 的 定 理 1、定 理 4 与 文 献[4]的 定 理 2,表 1 和 表 2 分 别 列 出 了 当 p0<1 时

SM{[RE(pk)],CDc(δ)}和SM{[RE(pk)],CDo(δ)}(其中CDo 表示opendiscretecensored)的系统寿

命分布与系统平均寿命.
表1 SM{[RE(pk)],CDc(δ)}和SM{[RE(pk)],CDo(δ)}寿命分布

Table1 LifetimedistributionsofSM{[RE(pk)],CDc(δ)}andSM{[RE(pk)],CDo(δ)}

模型 在m 处的寿命分布(其中m=δ+1,δ+2,…)

SM{[RE(pk)],CDc(δ)}(δ=2,3,…) 췍F(δ-1) ∑
∞

i= m-δ
δ-1

∑
0≤kj≤δ-1,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

∏
i

j=1
pk( )j

SM{[RE(pk)],CDo(δ)}(δ=1,2,…) 췍F(δ) ∑
∞

i= m-δ
δ

∑
0≤kj≤δ,j=1,2,…,i

∑
i

j=1
kj+δ=m

∏
i

j=1
pk( )j

  注:p0 <1.
表2 SM{[RE(pk)],CDc(δ)}和SM{[RE(pk)],CDo(δ)}的平均寿命

Table2 MeanlifetimeofSM{[RE(pk)],CDc(δ)}andSM{[RE(pk)],CDo(δ)}

模型 平均寿命

SM{[RE(pk)],CDc(δ)}(δ=1,2,…) ∑
δ-1

n=0
npn (췍F(δ-1))+δ

SM{[RE(pk)],CDo(δ)}(δ=1,2,…) ∑
δ

n=0
npn (췍F(δ))+δ

  注:0<∑
δ-1

k=0
pk <1.

假设Tc(δ)~SM{[RE(pk)],CDc(δ)},To(δ)~SM{[RE(pk)],CDo(δ)}.由表1可知,Tc(δ)同

分布于To(δ-1)+1,即Tc(δ)——
d

To(δ-1)+1,因此理论上只需要计算SM{[RE(pk)],CDo(δ-1)}
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在点m-1处的寿命分布即可得到SM{[RE(pk)],CDc(δ)}在点m 处的寿命分布.由表2可见,只需

把SM{[RE(pk)],CDo(δ-1)}平均寿命附加一个单位时间,即可得到SM{[RE(pk)],CDc(δ)}的平均

寿命,这一点也可由Tc(δ)——
d

To(δ-1)+1得出.
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