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双分散介质流体在无界区域上的空间性质

陈雪姣,李远飞
(广州华商学院 数据科学学院,广州511300)

摘要:首先,利用微分不等式技术给出双向流动介质在牛顿冷却边界条件下关于温度的L4

范数和解的先验估计;其次,利用解的先验估计并设置适当的能量函数,证明半无限管道中

解随空间变量代数式衰减.
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Abstract:Firstly,byusingdifferentialinequalitytechniques,wegaveapriorestimateoftheL4norm
andsolutionoftemperatureforbidirectionalflow mediaundertheNewtoniancoolingboundary
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0 引 言

双分散介质是一种多孔体,具有通常的大孔,但在固体骨架中也存在裂缝或裂纹,从而产生微

孔[1].利用Nield等[2-4]的一般理论,Falsaperla等[5]导出了单温度双扩散多孔介质中的热对流方程.
在不失一般性的情况下,Franchi等[1]将双分散(或双重孔隙)介质扩散模型简化为以下形式:

b1u+∇p+a(u-v)-gT=0,  ∇·u=0, (1)

b2v+∇q-a(u-v)-gT=0,  ∇·v=0, (2)

T,t-ΔT+c(u+v)·∇T=0, (3)
其中:u=(u1,u2,u3)和v=(v1,v2,v3)表示流体的速度;T 表示温度;p,q表示压强;a表示相容系数;

g=(g1,g2,g3)表示重力函数,不失一般性,假设 g ≤1;c表示流体的热膨胀系数;b1,b2 表示饱和流

体的动态黏度.在双向流动中包含温度非常重要,因为热效应可能会在固体骨架中引发裂纹,进而导

致微孔.因此,本文在模型中考虑了温度的影响.多孔介质中的双向流动模型(1)-(3)在流体力学中应

用广泛.例如,油藏开采[6]、化学工程[7-9]、土地排水和确保雨水径流不污染方面[10-11]、滑坡及其对人



类生命的灾难性影响[12]等.Castro等[13]证明了模型(1)-(3)强解的存在性.
由于在模型建立和简化的过程中,不可避免地出现一些误差,因此考察这些误差是否会对模型的

解产生巨大影响非常必要.Franchi等[1]研究了三维有界域Ω 上解的结构稳定性,其中解在区域的边

界上满足

T=h(x1,x2,x3,t), u·n=v·n=0, 在∂Ω×{t>0}上,
或者牛顿冷却边界条件

∂T
∂n+κT=F(x,t),  在∂Ω×{t>0}上,

这里n和∂
∂n

分别表示∂Ω 上的单位外法向量和单位外法向导数,h和F 是已知函数,κ表示牛顿冷却系

数.本文研究双分散介质扩散模型(1)-(3)通过一个半无穷柱体时的空间性质.目前,关于各种类型流

体模型和弹性模型解的空间性质研究已得到广泛关注[14-20],但对双分散介质扩散模型解的空间性质研

究尚未见文献报道.基于此,本文研究双分散介质流体在无界区域上的空间性质.令R 表示一个底面

位于x1ox2 坐标平面上的半无穷柱体,即

R={x x3 >0,(x1,x2)∈D},
其中D 是坐标平面x1ox2 上的一个光滑有界凸区域.假设模型(1)~(3)的解满足以下边界条件:

T=H, u=f, v=h, 在D×{t>0}上, (4)

∂T
∂n+κT=F(x,t), u=v=0, 在∂D×{x3 >0}×{t>0}上, (5)

T(x1,x2,x3,0)=0, 在R 上, (6)

∇T ,T =O(1), ui,vi,q ,p =o(x-1
3 ), x3 → ∞, (7)

其中:f=(f1,f2,f3),h=(h1,h2,h3)和 H 是大于零的已知函数,∂D 表示D 的边界.
与文献[1]相比,本文不仅要考虑时间变量而且还要考虑空间变量.因此,本文采用空间加权的方

法.由于在柱体侧面上考虑了牛顿冷却边界条件和空间变量的影响,因此本文不采用文献[21-22]中
的方法获得温度T 的上确界.本文的第一个创新点是通过设置适当的辅助函数,推导出温度T 的上

界.为控制T 在R 上的L4 范数,传统方法通常利用以下Sobolev不等式:

∫R
ϕ 4dx≤Λ∫R

ϕ,jϕ,jd( )x
2
,  Λ>0,

其中ϕ是一个Dirichlet可积函数,ϕ ∂D=0,ϕ→∞(x3→∞)
[19,23].显然,该不等式在本文中不再成立.

本文的第二个创新点是推导一个关于T 在R 上的L4 范数的先验估计.
符号约定:Dz 表示R 在x3=z处的横截面,即Dz={x x3=z≥0,(x1,x2)∈D};令Rz 表示R

的子集,即Rz={xx3≥z≥0,(x1,x2)∈D};用逗号表示求导;重复英文字母表示从1至3求和,重

复希腊字母表示从1至2求和,例如ui,jui,j=∑
3

i,j=1

∂ui

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

2
,uα,βuα,β =∑

2

α,β=1

∂uα

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

.

1 微分不等式

为推导模型(1)-(7)解的先验界,给出以下引理.

引理1[24] 若ϕ是D 上的Dirichlet可积函数,且∫D
ϕdA=0,则存在函数φ=(φ1,φ2),满足

φα,α=ϕ, 在D 上;  φα=0, 在∂D 上.
并存在仅依赖于D 的大于零的常数k1,满足

∫D
φα,βφα,βdA≤k1∫D

(φα,α)2dA.

  引理2[24] 如果ϕ ∂D=0,则

λ∫D
ϕ2dA≤∫D

ϕ,αϕ,αdA,
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其中λ是问题v,αα+λv=0在D 上及v=0在∂D 上的第一特征值.
如果ϕ ∂D=0不成立,则可利用以下引理.
引理3[25] 如果ϕ是二维区域D 上的有界光滑函数,则存在依赖于∂D 的常数k2>0,满足

∫D
ϕ 2dA≤k2∫∂D

ϕ2dl+∫D
ϕ,αϕ,αd( )A .

  引理4 如果ϕ是一个Dirichlet可积函数,且当x3→∞时,ϕ→∞,则

∫Rz
ϕ 4d( )x

1/2

≤k3∫Rz
ϕ2dx+∫Rz

ϕ,iϕ,id( )x ,  k3 >0.

  证明:利用Hölder不等式,可得

∫Rz
ϕ 4dx≤∫

∞

z∫Dξ
ϕ6d( )A

1/2

∫Dξ
ϕ2d( )A

1/2

dξ. (8)

令P 是Dξ 内的任一点,P1,P2 和Q1,Q2 是∂Dξ 分别与通过点P 的直线x2=C1(常数)和x1=C2(常数)
的交点.由于

ϕ3(P)=ϕ(P1)3+3∫
P

P1
ϕ2ϕ,1dx1=-3∫

P2

P
ϕ2ϕ,1dx1+ϕ(P2)3,

所以

ϕ3(P)≤
1
2
(ϕ(P2)3+ ϕ(P1)3)+32∫

P2

P1
ϕ,α ϕ2dx1. (9)

同理,有

ϕ3(P)≤
1
2
(ϕ(Q2)3+ ϕ(Q1)3)+32∫

Q2

Q1
ϕ2 ϕ,α dx2. (10)

结合式(9),(10),有

∫Dξ
ϕ6dA≤ 1

2∫∂Dξ
ϕ3dl+32∫Dξ

ϕ2 ϕ,α dæ

è
ç

ö

ø
÷A
2

. (11)

  令p0=min
∂Dξ

(xαnα),d0=max
Dξ

(xαxα),则有

p0∫∂Dξ
ϕ3dl≤∫∂Dξ

xαnαϕ3dl≤2∫Dξ
ϕ3dA+3d0∫Dξ

ϕ2 ϕ,α dA.

从而由式(11)可得

∫Dξ
ϕ6dA≤ 1

p0∫Dξ
ϕ3dA+3

(1+d0)
2p0 ∫Dξ

ϕ2 ϕ,α dé

ë
êê

ù

û
úúA
2

. (12)

结合式(8),(12),有

∫Rz
ϕ4dx≤ 1

p0∫Rz
ϕ3dx+3

(1+d0)
2p0 ∫Rz

ϕ2 ϕ,α dé

ë
êê

ù

û
úúx max
z≤ξ≤∞∫Dξ

ϕ2d( )A
1/2

. (13)

注意到

∫Dξ
ϕ2dA=2∫

∞

ξ∫Dτ
ϕϕ,3dAdτ≤2∫Rξ

ϕ2d( )x
1/2

∫Rξ
ϕ2
,3d( )x

1/2
, (14)

把式(14)代入式(13)并利用Hölder不等式,可得

∫Rz
ϕ 4dx≤ 2 1

p0∫Rz
ϕ2d( )x

1/2

∫Rz
ϕ4d( )x

1/2

+3
(1+d0)
2p0 ∫Rz

ϕ4d( )x
1/2

∫Rz
ϕ,αϕ,αd( )x

1/é

ë
êê

ù

û
úú

2

×

∫Rz
ϕ2d( )x

1/4

∫Rz
ϕ2
,3d( )x

1/4

≤

2∫Rz
ϕ4d( )x

1/2 1
p0∫Rz

ϕ2d( )x
3/4

∫Rξ
ϕ2,3d( )x

1/4

+3
(1+d0)
2p0 ∫Rz

ϕ,iϕ,id( )x
3/4

∫Rz
ϕ2d( )x

1/é

ë
êê

ù

û
úú

4

≤

2∫Rz
ϕ4d( )x

1/2 3
4p0∫Rz

ϕ2dx+ 1
4p0∫Rξ

ϕ2
,3dxé

ë
êê +

9(1+d0)
8p0 ∫Rz

ϕ,iϕ,idx+3
(1+d0)
8p0 ∫Rz

ϕ2d ù

û
úúx . (15)
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在式(15)中取k3= 2max 3
4p0
,9(1+d0)
8p{ }

0
即可完成证明.

2 先验界

设～H[p](x1,x2,x3,t)是问题

Δ～H[p](x1,x2,x3,t)=0, 在R×{t>0}上, (16)
～H[p](x1,x2,t)=H2p-1(x1,x2,t), 在D×{t>0}上, (17)

∂
∂n
～H [p]+(2p-1)κ～H [p]=(2p-1)H2p-2F, 在∂D×{x3 >0}×{t>0}上, (18)

～H[p](x1,x2,x3,0)=0, 在R×{t=0}上 (19)
的解,其中p≥1是一个参数.再令σ[p](x,t)=H2p-1(x1,x2,t)e-γ1x3,γ1>0.显然,σp 和～H [p]在D 上

有相同的边界条件.所以由恒等式∫R
(σ[p]-～H[p])Δ～H[p]dx=0,可得

∫R
～H [p]

,i～H [p]
,idx+(2p-1)κ∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p])2dldξ=∫R
～H [p]

,iσ[p]
,idx+(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

～H [p]H2p-2Fdldξ+

κ(2p-1)∫
∞

0∫∂Dξ

σ[p]～H[p]dldξ-(2p-1)∫
∞

0∫∂Dξ

σ[p]H2p-2Fdldξ≤

1
2∫R
～H [p]

,i～H [p]
,idx+12∫R

σ[p]
,iσ[p]

,idx+12κ
(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p])2dldξ+

1
2κ
(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

H4p-2F2dldξ+12κ
(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(σ[p])2dldξ,

于是

∫R
～H [p]

,i～H [p]
,idx+κ(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p])2dldξ≤k-1
3 max1, 1

(2p-1){ }κ
-1

m1(p,t), (20)

其中

k-1
3 max1, 1

(2p-1){ }κ
-1

m1(p,t)=∫R
σ[p]
,iσ[p]

,idx+1κ
(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

H4p-2F2dldξ+

κ(2p-1)∫
∞

0∫∂Dξ

(σ[p])2dldξ. (21)

同理,由∫R
σ[p]
,t -～H[p]

,( )t Δ～H[p]
,tdx=0,可得

∫R
～H [p]

,it～H [p]
,itdx+κ(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p]
,t )2dldξ≤k-1

3 max1, 1
(2p-1){ }κ

-1

m2(p,t), (22)

其中

k-1
3 max1, 1

(2p-1){ }κ
-1

m2(p,t)=∫R
σ[p]
,itσ[p]

,itdx+1κ
(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

H4p-2F2
,tdldξ+

κ(2p-1)∫
∞

0∫∂Dξ

(σ[p],t )2dldξ. (23)

  利用引理3及式(20),(22),有

∫R
(～H[p])2dx≤k3max1, 1

(2p-1){ }κ ×

∫R
～H [p]

,i～H [p]
,idx+κ(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p])2dld( )ξ ≤m1(p,t), (24)

∫R
(～H[p]

,t )2dx≤k3max 1
(2p-1)κ

,{ }1 ×

∫R
～H [p]

,it～H [p]
,itdx+κ(2p-1)∫

∞

0∫∂Dξ

(～H[p]
,t )2dld( )ξ ≤m2(p,t). (25)

利用式(24),(25),可得以下引理.
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引理5 设∫D
f3dA=∫D

h3dA=0,f,h∈L2(R×{t>0}),H∈L∞(R×{t>0}),则

1
2∫R

T2dx+∫
t

0∫R
T,iT,idxdη+κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη≤n1(t),

∫R∫
t

0
b1uiui+b2viv( )i dxdη≤n2(t),

其中n1(t)和n2(t)是大于0且仅依赖于t的函数.
证明:由

∫
t

0∫R
T-～H[1( )

] T,η+c(ui+vi)T,i-Δ( )T dxdη=0,

可得

1
2∫R

T2dx+∫
t

0∫R
T,iT,idxdη+κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη=

∫R
T～H [1]dx-∫

t

0∫R
T～H [1]

,ηdxdη-12∫
t

0∫D
f3H2dAdη+

c∫
t

0∫R
(ui+vi)T,i～H [1]dxdη+∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

TFdldξdη+

κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T～H [1]dldξdη-∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F～H [1]dldξdη-∫
t

0∫R
T,i～H [1]

,idxdη췍∑
8

i=1
ζi. (26)

利用Hölder不等式、Young不等式、引理3和式(24),(25)(取p=1),可得

ζ1 ≤∫R
T2dx∫R

(～H[1])2d( )x
1/2

≤ 14∫R
T2dx+1λm1(1,t), (27)

ζ2 ≤∫
t

0∫R
T2dxdη∫

t

0∫R
(～H[1]

,η )2dxd( )η
1/2

≤

k2max1,1{ }κ κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη+∫
t

0∫R
T,αT,αdxd( )η

1/2

∫
t

0∫R
(～H[1]

,η )2dxd( )η
1/2

≤

1
8κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη+∫
t

0∫R
T,αT,αdxd( )η +2k2 max1,1{ }é

ë
êê

ù

û
úúκ
2

∫
t

0
m2(1,η)dη, (28)

ζ4 ≤
1
8∫

t

0∫R
T,iT,idxdη+2H2

mmax 1b1
,1
b{ }2∫

t

0∫R
(b1uiui+b2vivi)dxdη, (29)

ζ5 ≤
1
4κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη+1κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F2dldξdη, (30)

ζ6 ≤
1
4κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη+κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

(～H[1])2dldξdη, (31)

ζ8 ≤
1
4∫

t

0∫R
T,iT,idxdη+∫

t

0∫R
～H [1]

,i～H [1]
,idxdη, (32)

其中 Hm= max
R×{t>0}

H .把式(27)~(32)代入式(26),并注意到ζ3,ζ7≤0再利用式(24),(25)(取

p=1),可得

1
2∫R

T2dx+∫
t

0∫R
T,iT,idxdη+κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη≤m3(t)+m4∫
t

0∫R
(b1uiui+b2vivi)dxdη,(33)

其中

m3(t)=max2,2λm1(1,t{ })+2k3 max1,1{ }æ

è
ç

ö

ø
÷

κ
2

m1(1,t)+2κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F2dldξdη+2∫
t

0
m2(1,η)dη,

m4=4H2
mmax 1b1

,1
b{ }2 .

  利用式(1),(2),有

a∫Rz

(ui-vi)(ui-vi)dx+∫Rz
b1uiui+b2viv( )i dx=
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∫Dz
pu3dA+∫Dz

qu3dA+∫Rz
giTuidx+∫Rz

giTvidx. (34)

注意到

∫Dz
u3dA=∫D

u3dA+∫
z

0∫Dξ

∂u3
∂x3
dAdξ=∫D

f3dA-∫
z

0∫Dξ

uα,αdAdξ=∫D
f3dA

和∫D
f3dA=0,则∫Dz

u3dA=0.由引理1知,存在ψ=(ψ1,ψ2),满足

ψα,α=u3, 在D 上;  ψα=0, 在∂D 上.
利用引理1和引理2,可得

∫Dz
ψαψαdA≤ 1λ∫Dz

ψα,βψα,βdA≤
k1
λ∫Dz

(ψα,α)2dA=k1
λ∫Dz

u2
3dA,

从而有

∫Dz
pu3dA=∫Dz

pψα,αdA=-∫Dz
p,αψαdA=∫Dz

[b1uα-gαT+a(uα-vα)]ψαdA≤

b1∫Dz
ψαψαdA∫Dz

uαuαd( )A
1/2

+∫Dz
ψαψαdA∫Dz

T2d( )A
1/2

+

a∫Dz

(uα-vα)(uα-vα)d[ ]A
1/2

∫Dz
ψαψαd( )A

1/2

≤

b1 k1
2λ∫Dz

uiuidA+ k1
b1λ∫Dz

T2dAdη+b1∫Dz
u2
3d( )A +

ak1
b1λ

b1∫Dz
u2
3dA+a∫Dz

(uα-vα)(uα-vα)d[ ]A . (35)

同理,有

∫Dz
qu3dA≤b2 k1

2λ∫Dz
vividA+ k1

b2λ
b2∫Dz

v2
3dA+∫Dz

T2d( )A +

ak1
b2λ

b2∫Dz
v2
3dA+a∫Dz

(uα-vα)(uα-vα)d[ ]A . (36)

利用Hölder不等式和Young不等式,有

∫Rz
giTuidx≤ 12b1∫Rz

uiuidx+ 1
2b1∫Rz

T2dx, (37)

∫Rz
giTvidx≤ 12b2∫Rz

vividx+ 1
2b2∫Rz

T2dx. (38)

把式(35)~(38)代入式(34),可得

a∫Rz

(ui-vi)(ui-vi)dx+12∫Rz

(b1uiui+b2vivi)dx≤

k1
2λ

+ ak1
b1λ

+ k1
b1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ
·b1∫Dz

uiuidA+ k1
2λ

+ ak1
b2λ

+ k1
b2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ
·b2∫Dz

vividA+

1
b1

+ 1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

ak1
λ
·a∫Dz

(uα-vα)(uα-vα)dA+

1
b1

+ 1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

k1
λ∫Dz

T2dA+ 1
2b1+ 1

2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2∫Rz
T2dx. (39)

在式(39)中取z=0并利用式(4),有

a∫R
(ui-vi)(ui-vi)dx+12∫R

(b1uiui+b2vivi)dx≤ 1
2b1+ 1

2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2∫R
T2dx+m5(t), (40)

其中
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m5(t)= k1
2λ

+ ak1
b1λ

+ k1
b1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ
·b1∫D

fifidA+ k1
2λ

+ ak1
b2λ

+ k1
b2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ
·b2∫D

hihidA+

1
b1

+ 1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

ak1
λ
·a∫D

(fα-hα)(fα-hα)dA+ k1
b1λ

+ k1
b2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ∫D
H2dA.

  结合式(33),(40),可得

∫R
(b1uiui+b2vivi)dx≤m6(t)+m7∫

t

0∫R
(b1uiui+b2vivi)dxdη, (41)

其中

m6(t)=m5(t)+m3(t)1b1+1b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,  m7=m4

1
2b1+ 1

2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
.

对式(41)从0到t积分,可得

∫
t

0∫R
(b1uiui+b2vivi)dxdη≤∫

t

0
exp{m7(t-η)}m6(η)dη. (42)

把式(42)代入式(33),可得

1
2∫R

T2dx+∫
t

0∫R
T,iT,idxdη+κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη≤

m4∫
t

0
exp{m7(t-η)}m6(η)dη+m3(t). (43)

取

n1(t)=m4∫
t

0
exp{m7(t-η)}m6(η)dη+m3(t),  n2(t)=∫

t

0
exp{m7(t-η)}m6(η)dη,

可得结论.
引理6 设 H∈L∞(R×{t>0}),F∈L∞([0,∞)×∂D×{t>0}),f,h∈L2(R×{t>0}),

∫D
f3dA=∫D

h3dA=0,则

sup
[0,t]
‖T‖∞ ≤ max{‖H‖L∞(R×{t>0}),‖Ht‖L∞(R×{t>0}),‖F‖L∞([0,∞)×∂D×{t>0})}췍Tm.

  证明:在方程(3)两边同时乘以T2p-1-～Hp,并在R×[0,t]上积分,可得

1
2p∫R

T2pdx+2p-1
p2∫

t

0∫R
(Tp),i(Tp),idxdη+κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2pdldξdη=

∫R
T～H [p]dx-∫

t

0∫R
T～H [p]

,ηdxdη- 12p∫
t

0∫D
f3H2pdAdη+

c∫
t

0∫R
(ui+vi)T,i～H [p]dxdη+∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2p-1Fdldξdη+κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T～H [p]dldξdη-

∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F～H [p]dldξdη-∫
t

0∫R
T,i～H [p]

,idxdη췍∑
8

i=1
τi. (44)

利用Hölder不等式和Young不等式、式(24),(25)及引理5,可得

τ1 ≤∫R
T2dx∫R

(～H[p])2d[ ]x
1/2

≤ 1
λ
2n1(t)m1(p,t), (45)

τ2 ≤∫
t

0∫R
T2dxdη∫

t

0∫R
(～H[p]

,η )2dxd[ ]η
1/2

≤ 2∫
t

0
n1(η)dη∫

t

0
m2(p,η)dη, (46)

τ4 ≤ H2p-1
m max

1
b1
,1

b{ }
2 ∫

t

0∫R
T,iT,idxdη∫

t

0∫R
(b1uiui+b2vivi)dxd[ ]η

1/2

≤

H2p-1
m max

1
b1
,1

b{ }
2

2n1(t)∫
t

0
n2(η)dη, (47)

τ5 ≤κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2pdldξdη+ 12p
2p-1
2p

æ

è
ç

ö

ø
÷

κ
2p-1

∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F2pdldξdη, (48)
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τ6 ≤κ∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

T2dldξdη∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

(～H[p])2dldξd[ ]η
1/2

≤ 1
2p-1

n1(t)∫
t

0
m1(p,η)dη, (49)

τ8 ≤∫
t

0∫R
T,iT,idxdη∫

t

0∫R
～H [p]

,i～H [p]
,idxd( )η

1/2

≤ n1(t)∫
t

0
m1(p,η)dη. (50)

把不等式(45)~(50)代入式(44)并注意到τ3,τ7≤0,可得

∫R
T2pd( )x

1/(2p)

≤
2p-1
2p

æ

è
ç

ö

ø
÷

κ
2p-1

∫
t

0∫
∞

0∫∂Dξ

F2pdldξdη+2p
λ
2n1(t)m1(p,té

ë
ê
ê

)+

2p
λ n1(t)∫

t

0
m2(p,η)dη+2pH2p-1

m max
1
b1
,1

b{ }
2

2n1(t)∫
t

0
n2(η)dη+

2p 1
2p-1

n1(t)∫
t

0
m1(p,η)dη+2p n1(t)∫

t

0
m1(p,η)d

ù

û
ú
úη
1/(2p)

. (51)

在式(51)中令p→∞并注意到m1(p,t)和m2(p,t)的定义(见式(21),(23)),即可完成证明.

3 空间衰减结果

首先,定义一个能量函数

Φ(z,t)=14∫
t

0∫Rz
e-δη(b1uiui+b2vivi)dxdη+a∫

t

0∫Rz
e-δη(ui-vi)(ui-vi)dxdη+

1
2e

-δt∫Rz

(ξ-z)T2dx+∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)12δT

2+T,iT,
æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+

κ∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)T2dldξdη, (52)

其中ξ>z,δ>0.对式(52)求导,可得

-∂∂zΦ
(z,t)=14∫

t

0∫Dz
e-δη(b1uiui+b2vivi)dAdη+a∫

t

0∫Dz
e-δη(ui-vi)(ui-vi)dAdη+

1
2e

-δt∫Rz
T2dx+∫

t

0∫Rz
e-δη 1

2δT
2+T,iT,

æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+κ∫

t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δηT2dldξdη. (53)

在式(53)中取z=0并利用引理5和式(4),可得

-∂∂zΦ
(0,t)≤ 14∫

t

0∫Dz
e-δη(b1fifi+b2hihi)dAdη+

a∫
t

0∫Dz
e-δη(fi-hi)(fi-hi)dAdη+n1(t)췍n3(t). (54)

  注意到

∫Dz
T2dA=2∫

∞

z∫Dξ

TT,3dAdξ≤γ∫Rz
T2dx+1γ∫Rz

T2
,3dx,

其中γ>0.由式(39)可得

1
2∫

t

0∫Rz
e-δη(b1uiui+b2vivi)dxdη+a∫

t

0∫Rz
e-δη(ui-vi)(ui-vi)dxdη≤

d1 14∫
t

0∫Dz
e-δη(b1uiui+b2vivi)dAdη+a∫

t

0∫Dz
e-δη(ui-vi)(ui-vi)dAdé

ë
êê

ù

û
úúη +

d2
γ∫

t

0∫Rz
e-δηT,iT,idxdη+12δ∫

t

0∫Rz
e-δηT2dxdæ

è
ç

ö

ø
÷η , (55)

其中

d1=2max k1
2λ

+ ak1
b1λ

+ k1
b2λ
,k1
2λ

+ ak1
b2λ

+ k1
b2λ
,ak1

b1λ
+ ak1

b2{ }λ
,

d2= k1
b1λ

+ k1
b2λ
, d3=12μ

+ 1
2b2
, γ= -d3+ d23+32d22δ

4d2
.
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  利用方程(3),(5),可得

1
2e

-δt∫Rz

(ξ-z)T2dx+∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)12δT

2+T,iT,
æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+κ∫

t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)T2dldξdη=

1
2c∫

t

0∫Rz
e-δη(u3+v3)T2dxdη+∫

t

0∫Rz
e-δηTT,3dxdη+∫

t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)TFdldξdη췍

I1(z,t)+I2(z,t)+I3(z,t). (56)
利用Hölder不等式和Young不等式以及引理6,可得

I1(z,t)≤ 14∫
t

0∫Rz
e-δη(b1u23+b2v23)dxdη+14c

2T2
m
1
b1+1b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2∫
t

0∫Rz
e-δηT2dxdη, (57)

I2(z,t)≤ 1
2δ

1
2δ∫

t

0∫Rz
e-δηT2dxdη+∫

t

0∫Rz
e-δηT2

,3dxdæ

è
ç

ö

ø
÷η , (58)

I3(z,t)≤∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δηT2dldξdη∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)2F2dldξd[ ]η
1/2

. (59)

把不等式(57)~(59)代入式(56),可得

1
2e

-δt∫Rz

(ξ-z)T2dx+∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)12δT

2+T,iT,
æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+κ∫

t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)T2dldξdη≤

    d4 12δ∫
t

0∫Rz
e-δηT2dxdη+∫

t

0∫Rz
e-δηT2

,3dxdæ

è
ç

ö

ø
÷η +

    ∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δηT2dldξdη∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)2F2dldξd( )η
1/2

+

    14∫
t

0∫Rz
e-δη(b1u23+b2v23)dxdη, (60)

其中d4=12δc
2T2

m
1
d1+

1
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+ 1
2δ

.将式(55)与式(60)相加并结合式(53),可得

Φ(z,t)≤∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)2F2dldξdη -∂∂zΦ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú)
1/2

+b5 -∂∂zΦ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷), (61)

其中d5=maxd4+d2γ
,d{ }4 .

其次,定义一个新的辅助函数

Ψ(z,t)=∫
∞

z
Φ(ζ,t)dζ. (62)

对式(61)从z到∞积分并代入式(62),可得

Ψ(z,t)≤d6 -∂∂zΨ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/2

+d5 -∂∂zΨ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷),

即

Ψ(z,t)≤ -∂∂zΨ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/2

d5 -∂∂zΨ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/2

+dé

ë
êê

ù

û
úú6 , (63)

其中d6= 1
6κ∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

e-δηξ3F2dldξd
æ

è
ç

ö

ø
÷η
1/2

.由于∂
2

∂z2Ψ
(z,t)=Φ(z,t)≥0,因此利用式(54),(61)可得

-∂∂zΨ
(z,t)≤Φ(0,t)≤d5n3(t)+ n3(t)∫

t

0∫
∞

0∫∂Dξ

e-δηξ2F2dldξd( )η
1/2

췍n4(t), (64)

Ψ(0,t)≤ n4(t)(d5 n4(t)+d6)췍n5(t). (65)
于是式(63)可写为

Ψ(z,t)≤d7 -∂∂zΨ
(z,tæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/2
, (66)

其中d7=d5 n4(t)+d6.对式(66)从0到z积分并利用式(65),可得
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Ψ(z,t)≤ 1
1
d27

z+ 1
n5(t)

. (67)

令M=min 1d27
,1
n5(t{ }),由式(67)可得

Ψ(z,t)≤ 1
M(z+1)

. (68)

  另一方面,对式(52)从z到∞积分,可得

Ψ(z,t)=14∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)(b1uiui+b2vivi)dxdη+a∫

t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)(ui-vi)(ui-vi)dxdη+

e-δt∫Rz

(ξ-z)2T2dx+2∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)2 12δT

2+T,iT,
æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+

2κ∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)2T2dldξdη. (69)

  结合式(68),(69)可得以下定理.
定理1 设 H∈L∞(R×{t>0}),f,F∈L∞(∂D×[0,∞)×{t>0}),h∈L2(R×{t>0}),

∫D
f3dA=∫D

h3dA=0,则

1
4∫

t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)(b1uiui+b2vivi)dxdη+a∫

t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)(ui-vi)(ui-vi)dxdη+

e-δt∫Rz

(ξ-z)2T2dx+2∫
t

0∫Rz
e-δη(ξ-z)2 12δT

2+T,iT,
æ

è
ç

ö

ø
÷i dxdη+

2κ∫
t

0∫
∞

z∫∂Dξ

e-δη(ξ-z)2T2dldξdη≤
1

M(z+1)
.

  注1 定理1表明,当z→∞时方程(1)-(7)的解代数式衰减,其衰减速度至少和z-1一样快.这种

衰减性结果可视为工程力学领域中的Saint-Venant原理型研究结果.该原理目前已被推广到流体力学

领域.
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