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摘 要： 研究了 Scheffé 一阶和二阶混料模型的二响应模型 I-最优设计问题，推导出模型平均预测方差的最小迹，并给出了特

定分量数下模型的 I-最优设计。研究结果表明，该二响应混料模型的 I-最优设计与响应的协方差矩阵无关。
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I-Optimal Design of the Two-Response Scheffé Mixture Model
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Abstract： This study investigates the I-optimal design problem for two-response Scheffé canonical first-order and second-order mixture 
models. We derive the minimum trace of the average prediction variance matrix and provide the I-optimal designs for models with specific 
numbers of components. The results demonstrate that the I-optimal design for these two-response Scheffé mixture models is independent 
of the response covariance matrix.
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0　  引  言

混料试验设计 [1]是研究多种成分比例对响应变量影响的一类重要试验设计方法，已广泛应用于制药工

业、农业科学、化学工程和食品加工等领域。Scheffé[2]首先提出单纯形格子设计方法，随后研究者对单响应

混料模型在各种定义下的最优性进行讨论研究。随着时代的发展，人们发现多响应模型更加符合实际需

求，例如，在优化金黄纳米凝胶贴膏基质处方的混料试验设计中 [3]，需确保其初黏力、内聚力与黏接力符合国

家药典规定，这要求构建包含三个响应的混料回归模型进行处方筛选；而姜黄疗癣乳膏的处方优化 [4]则涉及

多个响应变量的混料模型分析。乐锐 [5]研究了 Scheffé 一阶和二阶模型构成的多响应混料模型的 D-最优设

计，Pal 等 [6]对由混料线性模型和二阶混料规范多项式模型构成的二响应混料模型进行研究。金红娣等 [7]得

出一些多响应模型的定理，研究了 D-和 A-最优设计。郝红花等 [8]构造了 p 响应 Scheffé 二阶混料模型的 D-

最优设计，并给出二响应 Scheffé 二阶模型的 Ds-和 A-最优测度。张新风等 [9]进一步探讨了二响应 Scheffé 混

料模型的 R-最优设计。朱小渊等 [10-11]给出多响应和缺失项混料模型的最优试验设计。
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I-最 优 设 计 旨 在 寻 找 使 预 测 值 方 差 函 数 的 平 均 值 (Average Prediction Variance, APV)最 小 化 的 设 计 。

这个概念由 Box 等 [12]提出，其后 Goos 等 [13]对相关研究成果进行了总结与比较分析。叶婉颖等 [14]对三种常见

混料模型在含有定性因子的情况下求解近似 I-最优的配置，马景文 [15]讨论 V-最优设计，该设计与 I-最优设

计有相似之处。A-最优设计是 I-最优设计的一种特殊形式，李俊鹏等 [16-18]对混料试验的加权效率最优设计,
二阶指数模型的 A-最优设计进行系统研究。

Scheffé 一阶和二阶模型构成多响应模型的 I-最优设计研究具有重要的理论意义，但由于两类模型设计

点个数的差异，增加了研究的复杂性，相关研究较为匮乏。本文探讨二响应 Scheffé 一阶和二阶混料模型的

I-最优设计，给出了在部分分量下满足 I-最优设计的设计。

1　  模型与准则

给 定 试 验 区 域 内 的 一 组 不 重 复 的 点 x 1,x 2,…,x n，并 对 应 相 应 的 一 组 数 r1,r2,…,rn，如 果 满 足 ：∑
i = 1

n

ri =

1,0 ≤ ri ≤ 1，则称其为一个连续试验设计，记作 ξ，ξ= ( )x 1 x 2 ⋯ x n

r1 r2 ⋯ rn

。其中，x i 称为柱点，也称为支撑点

或 试 验 点 ；ri 称 为 该 点 的 测 度 ，这 也 是 一 类 特 殊 的 概 率 测 度 分 布 ；记 Ξ 表 示 试 验 域 Sq - 1 上 的 全 体 设 计 ，即

ξ∈ Ξ。试验点所对应的信息矩阵：M ( ξ )=∫
Sq - 1

f ( x ) f T ( x ) ξ ( dx )。

在正规单纯形中，单纯形⁃格子设计通过均匀分布的格子点实现了饱和设计，其数学模型可表示为混料

规范多项式。

q 分量一阶混料规范多项式模型为：

η = ∑
i = 1

q

βi xi （1）

q 分量二阶混料规范多项式模型为：

η = ∑
i = 1

q

βi xi + ∑
i < j

β ij x i xj （2）

其中，βi,βij 表示多项式模型的参数，βi 为分量 i 的效应参数，βij 为分量 i 与 j 的交互效应参数。考虑模型：

Y ( x )= ( )Y 1 ( x )
Y 2 ( x )

= ( )f T
1 ( x ) 0

0 f T
2 ( x ) ( )β1

β2
+ ( )ε1 ( x )

ε2 ( x )
（3）

其中，ε1 ( x ),ε2 ( x ) 为对应点的试验误差；f T
1 ( x )= ( x 1,x2,⋯,xq ),f T

2 ( x )=( x1,x2,⋯,xq,x1 x2,x1 x3,⋯,xq - 1 xq )；
β1 = ( β 11, ⋯ , β 1q, β 112, β 113, ⋯ , β 1,q - 1,q ) T,β 2 = ( β 21, ⋯ , β 2q, β 211, β 222, ⋯ , β 2,q,q ) T；Var ( )ε1 ( x ),εT

2 ( x ) =Σ=

=( )σ 2
1 μσ1 σ2

μσ1 σ2 σ 2
2

。Σ是模型的协方差矩阵；σ1,σ2 为 Y 1 ( x ),Y 2 ( x )的方差；μ 表示相关系数。

I-最优是指在整个利益区域 Sq - 1 上，平均预测方差

APV =
∫

Sq - 1
f T ( x )M-1 ( ξ ) f ( x ) dx

∫
Sq - 1

dx
= tr [ M-1 ( ξ ) B ]

∫
Sq - 1

dx
（4）

达到最小，即：tr [ M-1 ( ξ ) B ] → inf
ξ∈ Ξ

，B称为矩矩阵 [10]。

引理 1 (I-最优等价定理)令M ( ξ ) 表示设计 ξ∈ Ξ 的信息矩阵，对任意的 x∈ Sq - 1，设计 ξ * 是 I-最优的

充要条件是：

f T ( x )M-1 ( ξ * ) BM-1 ( ξ * ) f ( x ) ≤ tr [M-1 ( ξ * ) B ] （5）

其中，矩矩阵 B表示如下：

B=∫
Sq - 1

f ( x ) f T ( x ) dx （6）
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2　  二响应模型的 I-最优设计

定理 1 二响应模型（3）的 I-最优设计

ξ * = ( )( 1,0,…,0 ) ⋯ ( 0,…,0,1 ) ( )1
2 , 1

2 ,…,0 ⋯ ( )0,…, 1
2 , 1

2
r1

* ⋯ r1
* r2

* ⋯ r2
*

的最小迹为：

tr [ M-1 ( ξ * ) B ]=
2q [ ]8r1

* +( 3q - 5 ) r2
*

[ ]4r1
* +( q - 2 ) r2

* [ ]2r *
1 +( q - 1 ) r2

* ( q + 1 )!
+ 32q ( q - 1 ) r1

* + 2q ( q2 - 7q + 18 ) r2
*

( q + 3 )!r1
* r2

*

证  设协方差矩阵的逆矩阵为：

Σ-1 =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
σ 2

2

σ 2
1 σ 2

2 - μσ1 σ2
- μσ1 σ2

σ 2
1 σ 2

2 - μσ1 σ2

- μσ1 σ2

σ 2
1 σ 2

2 - μσ1 σ2

σ 2
1

σ 2
1 σ 2

2 - μσ1 σ2

= ( )a c
c b

由 Scheffé 一阶模型（1）和二阶模型（2），可得模型（3）的信息矩阵：

M ( ξ *,Σ )= ∑
i = 1

q

r1 f ( xi ) Σ-1 f T ( xi ) + ∑
j = 1

q ( q - 1 )
2

r2 f ( xi ) Σ-1 f T ( xi )= 

æ

è

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷÷

÷

÷

÷( )a c
c b

⊗ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú( )r1 + q - 2

4 r2 Iq + r2

4 U q

r2

8 ( )c
b

⊗ V T
C2

q × q

r2

8 ( )c b ⊗ VC2
q × q

1
16 br2 IC2

q

其中，V是 0-1 矩阵，第一行前 2 个元素为 1，其余元素为 0；剩余每一行都根据第一行按照字典顺序进行全排

列得到。U q = Jq - Iq,J表示全 1 矩阵，I表示单位矩阵。令：

Q=
é

ë

ê
êê
êar1 + ( q - 2 ) r2

4 (a - c2

b ) ùûúúúú Iq + r2

4 (a - c2

b )U q

L= Q- c2 r1

b
Iq, K= ( )Q cr1 Iq

cr1 Iq br1 Iq

 ,

L-1 =
( )1 - qr2

4 Iq - qr2

4 U q

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúr1 + r2

4 ( )q - 2 ( )a - c2

b

， K-1 =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷L-1 - c
b
L-1

- c
b
L-1 1

br1
Iq + c2

b2 L
-1

可以求出信息矩阵的逆矩阵：

M-1 ( ξ *,Σ )=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
K-1 - 2

b
K-1 ( )c

b
⊗ V T

C2
q × q

- 2
b
( )c b ⊗ VC2

q × qK
-1 16

br2
IC 2

q
+ 4

b2 ( )c b ⊗ VC2
q × qK

-1 ( )c
b

⊗ V T
C2

q × q

推广到多响模型，矩矩阵 B为：

B=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷

÷

÷

÷( )a c
c b

⊗ 1
( q + 1 )! ( )Iq + Jq ( )c

b
⊗ 1

( q + 2 )! ( )J T
C2

q × q
+ V T

C2
q × q

( )c b ⊗ 1
( q + 2 )! ( )JC2

q × q + VC2
q × q b ⊗ 1

( q + 3 )! ( )IC2
q
+ JC2

q
+ VC2

q × qV
T

C2
q × q

令M-1B= D，即：M-1B= ( )D 11 D 12

D 21 D 22
。

594



第 4 期 姬 钰  等: 二响应 Scheffé 混料模型的 I‒最优设计

分块矩阵 D 11 = ( )E 11 E 12

E 21 E 22
。其中，E 11 =

[ ]4r1 +( q - 3 ) r2 J q + [ ]4r1 +( 2q - 2 ) r2 Iq

( q + 1 )!é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú4r 2

1 +( 3q - 4 ) r1 r2 + q2 - 3q + 2
2 r 2

2

，E 12 = O q，O表

示全 0 矩阵；

E 21 = - c
b

⋅
{ }[ ]8( q - 2 )+ 16 r 2

1 +( 25q - 78 ) r1 r2 +( 2 × 3q - 3 ) r 2
1 J q + [ ]8( q - 2 ) r 2

1 + 5( q - 2 )2 r1 r2 - 6r 2
2 Iq

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú4r 2

1 +( 3q - 4 ) r1 r2 + q2 - 3q + 2
2 r 2

2 ( q + 2 )!r1

E 22 = 1
( q + 2 )!r1

[ (6 - q) Iq +( 2 - q ) J q ]。

分块矩阵D 12 = ( )OC1
q × C2

q

G
。其中，G= 1 - q

( q + 3 )!r1
J T

C1
q × C2

q
+ 5 - q

( q + 3 )!r1
V T

C1
q × C2

q
。

分块矩阵D 21 = (P R )。其中，R=
[ ]16r1 +( 4q - 8 ) r2 JC2

q × C1
q
+ [ ]16r1 +( 2q - 12 ) r2 VC2

q × C1
q

( q + 2 )!r1 r2
，

P= c
b
R。

分块矩阵D 22 = 1
( q + 3 )!r1 r2

{16r1 IC2
q
+ [16r1 + 4 ( q - 1 ) r2 ] JC2

q
+ [16r1 + 2( q - 5 ) r2 ]VC2

q × qV
T

C2
q × q}。

综上所述，tr [ M-1 ( ξ ) B ] 表示为：

tr [ M-1 ( ξ ) B ]=
2q [ ]8r1 +( 3q - 5 ) r2

[ ]4r1 +( q - 2 ) r2 [ ]2r1 +( q - 1 ) r2 ( q + 1 )!
+ 32q ( q - 1 ) r1 + 2q ( q2 - 7q + 18 ) r2

( q + 3 )!r1 r2
（7）

当 r1 = r1
*,r2 = r2

* 时，tr [ M-1 ( ξ ) B ] 最小，且与协方差矩阵无关。

推论 1 推广到 n 响应，对于 Scheffé 一阶和二阶模型交替的多响应混料模型，令 T = tr* [ M-1 ( ξ ) B ]，可得：

1） 当 n 为奇数时，tr1* [ M-1 ( ξ ) B ]= n - 1
2 T +

[ ]4r1 +( q - 3 ) r2 q + [ ]4r1 +( 2q - 2 ) r2 q

( q + 1 )!é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú4r 2

1 +( 3q - 4 ) r1 r2 + q2 - 3q + 2
2 r 2

2

；

2） 当 n 为偶数时，tr2* [ M-1 ( ξ ) B ]= n
2 T。

定理 2 存在唯一的 r *
1 ∈ ( 0, 1

q
)，r *

2 ∈ (0, 2
q ( q - 1 ) )，对于模型（3），当 r *

1,r *
2 分别表示设计 ξ * 分配到 C1

q 个

顶点和 C2
q 个二顶点的测度时，设计 ξ * 是 Sq - 1 上的 I-最优设计。

证  将约束条件转换为：r1 = 1
q

- q ( q - 1 )
2 r2，代入 tr [ M-1 ( ξ ) B ] 中，得到：

f ( r2 )= q ( q [ ]q ( q + 1 ) r2 - 8
( q2 r2 - 4 )( q + 1 )!

+
64 + 4q [ ]( 7q + 5 )( q - 2 ) r2 - 16

[ ]q ( q - 1 ) r2 - 2 ( q + 3 )!r2 )
当 r2 ∈ (0, 2

q ( q - 1 ) )时，
d2

d2 r2
f ( r2 )> 0，可以得出函数 f ( r2 ) 是在 r2 ∈ (0, 2

q ( q - 1 ) )上的凸函数。且当

r2 → 0 或 r2 → 2
q ( q - 1 )

时，f → ∞。因此，存在唯一的 r *
1,r *

2 ，使得 tr* [ M-1 ( ξ ) B ] 最小。

3　  二响应混料模型的 I-最优设计例子

以 q=3 为例，构造 Scheffé 一阶和二阶混料模型构成多项式的等边三角形的顶点和二顶点中心上的 I-
最优设计。对应的模型为：
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ì
í
î

y1 = β11 x 1 + β12 x2 + β13 x 3

y2 = β21 x 1 + β22 x2 + β23 x 3 + β212 x 1 x2 + β213 x 1 x 3 + β223 x2 x 3

根据模型求出信息矩阵M和矩矩阵 B：

M=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

( )a c
c b

⊗

æ

è

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷
r1 + r2

2
r2

4
r2

4
r2

4 r1 + r2

2
r2

4
r2

4
r2

4 r1 + r2

2

r2

8 ( )c
b

⊗ ( )1 1 0
1 0 1
0 1 1

r2

8 ( )c b ⊗ ( )1 1 0
1 0 1
0 1 1

br2

16 ( )1 0 0
0 1 0
0 0 1

B=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

( )a c
c b

⊗

æ

è

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷

1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

( )c
b

⊗

æ

è

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷

1
60

1
60

1
120

1
60

1
120

1
60

1
120

1
60

1
60

( )c b ⊗

æ

è

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷

1
60

1
60

1
120

1
60

1
120

1
60

1
120

1
60

1
60

b ⊗

æ

è

ç

ç

ç

ç

ççç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷

1
180

1
360

1
360

1
360

1
180

1
360

1
360

1
360

1
180

求得迹：tr [ M-1 ( ξ ) B ]= 1
60

é

ë
ê
êê
ê 3

r1
+ 16

r2
+ 10 ( 1

r1 + r2
+ 2

4r1 + r2 ) ùûúúúú。
结合约束条件 C1

2 r1 + C2
2 r2 = 1，求解测度：

ì
í
î

r1
* = 0.117 674

r2
* = 0.215 660

，即最优设计可表示为：

ξ * = ( )( 1,0,0 ) ( 0,1,0 ) ( 0,0,1 ) ( )1
2 , 1

2 ,0 ( )1
2 ,0, 1

2 ( )0, 1
2 , 1

2
0.117 674 0.117 674 0.117 674 0.215 66 0.215 66 0.215 66

下面验证 q=3 时引理 1 成立。

假 定 μ2 = 0. 5,σ 2
1 = 1,σ 2

2 = 2 时 [9]，根 据 等 价 定 理 ：对 于 顶 点 x= ( 1,0,…,0 ) 和 二 顶 点 x=

( 1
2 , 1

2 ,0,…,0 )，有 f T ( x )M-1 ( ξ * ) BM-1 ( ξ * ) f ( x )= 2. 647 078 65；由 于 tr [M-1 ( ξ * ) B ]= 2. 647 08，满 足

（5）式，引理 1 成立。

表 1 展示出部分分量满足约束条件

ì
í
î

ïï
ïï

arg min
ξ∈ Ξ

tr [ M-1 ( ξ ) B ]

s.t C1
q r1 + C2

q r2 = 1
所得的数值解。可以看出，结果不受协方差矩阵的影响。

结合（4）和（7）式，计算出单纯形全域 Sq - 1 的平均预测方差:

APV = q
( q - 1 )! ( )2 [ ]8r1 +( 3q - 5 ) r2

[ ]4r1 +( q - 2 ) r2 [ ]2r1 +( q - 1 ) r2 ( q + 1 )!
+ 32( q - 1 ) r1 + 2( q2 - 7q + 18 ) r2

( q + 3 )!r1 r2

在表 1 计算结果的基础上，求满足（4）式的最小迹与平均预测方差，结果如表 2 所示。
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4　  结  语

本文针对二响应混料模型的 I-最优设计问题展开深入探讨，研究由 Scheffé 一阶和二阶模型构成的二响

应混料模型的 I-最优设计，并将其推广到多响应。通过理论推导，得到满足 I-最优设计的最小迹和平均预

测方差 APV 的表达式，并以 q=3 为例，求解 I-最优设计的测度，并给出部分分量的 I-最优设计的数值解。

从定理 1 和本文所给的例子可知，该多响应模型的 I-最优设计有一个显著特征：它与响应变量的协方差矩阵

无关。这一发现与乐锐 [5]在 D-最优设计研究中得出的结论相吻合，而张新风等 [9]的研究显示，该模型的 R-最

优设计与协方差矩阵有关。未来关于多响应 Scheffé 模型中不同阶数（如一阶、二阶及更高阶）的混料模型，

在各种意义下的最优配置与协方差矩阵的关系问题都将是值得思考和研究的问题。
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表 1　不同分量时模型的 I-最优设计

Table 1　I-optimal designs of the model with different components

q

3
4
5
6
7
8
9

10

r1
*

0. 117 674
0. 064 604
0. 044 767
0. 035 802
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0. 027 176
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n1

3
4
5
6
7
8
9

10

n1 r1
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n2
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15
21
28
36
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n1 + n2

6
10
15
21
28
36
45
55

注：n1，n2 表示约束条件中顶点与二顶点中心测度的系数，n1 = C1
q，n2 = C2

q。

表 2　不同分量时模型的最小迹与 APV
Table 2　The minimum trace and average APV for models with different components

q

3
4
5
6

最小迹

2. 647 08
1. 128 31
0. 344 44
0. 081 21

APV
1. 128 31
0. 188 051

1. 435 1×10−2

6. 767 56×10−4

q

7
8
9

10

最小迹

1. 547 95×10−2

2. 467 28×10−2

3. 374 95×10−4

4. 042 18×10−5

APV
2. 149 3×10−5

4. 895 4×10−7

8. 370 42×10−9

1. 113 92×10−10
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