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基于改进傅里叶级数轨迹的运动学参数辨识

李俊阳 †，董立财 ，林肖 
（重庆大学 机械与运载工程学院，重庆  400044）

摘 要：针对高端制造领域焊接机器人焊接效率低、精度差、运行不平稳等多种问题，提出

一种基于改进傅里叶级数轨迹的焊接机器人运动学参数辨识方法 . 首先，依据 MDH（modified 
denavit-hartenberg）准则建立焊接机器人的运动学模型，并基于微分运动学建立焊接机器人的

误差模型；随后，通过模式搜索算法找到最优的改进傅里叶级数轨迹，从中选出 50个条件数最

小的位姿点作为实验位姿集；最后，提出一种递归最小二乘方-差分进化混合（recursive least 
squares and differential evolution hybrid，RLS-DEH）算法，能够有效提高参数辨识的精度 . 以库

卡（KUKA）的焊接机器人作为实验对象，验证上述方法的可行性 . 实验结果表明，将使用改进

傅里叶级数轨迹方法得到的最优位姿集代入误差模型后，经过 RLS-DEH 算法辨识，焊接机器

人的绝对位置平均误差从 1 mm 降低到 0.05 mm 以内，相比标定前精度提高了 95%，证明了所

提方法的高效性与实用性 .
关键词：运动学标定；改进傅里叶级数轨迹；RLS-DEH；焊接机器人
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             Kinematic Parameter Identification Based on Improved Fourier      
Series Trajectory

LI Junyang†，DONG Licai，LIN Xiao
（College of Mechanical and Vehicle Engineering，Chongqing University，Chongqing 400044，China）

Abstract：Aiming at the problems of low welding efficiency， poor accuracy and unstable operation of welding 
robots in high-end manufacturing field， a method of kinematics parameter identification of welding robots based on 
improved Fourier series trajectory was proposed. Firstly， a kinematic model of the welding robot was established 
based on the MDH （modified denavit-hartenberg） criterion， and an error model of the welding robot was established 
based on differential kinematics. Secondly， the optimal improved Fourier series trajectory was found through pattern 
search algorithm， and 50 pose points with the smallest number of conditions were selected as the experimental pose 
set. Finally， a RLS-DEH （recursive least squares and differential evolution hybrid） algorithm was proposed， which 
can effectively improve the accuracy of parameter identification. The above method was validated using KUKA’s 
welding robot as the experimental object. The experimental results showed that after， substituting the optimal pose 
set obtained using the improved Fourier series trajectory method into the error model and identifying it using the 

∗ 收稿日期：2023-11-21
基金项目：国家重点研发计划资助项目（2022YFB3404804），National Key Research and Development Program of China （2022YFB3404804）；国
家自然科学基金资助项目（52375041）， National Natural Science Foundation of China（52375041）
作者简介：李俊阳（1982—），男，浙江金华人，重庆大学副教授，博士

† 通信联系人，E-mail： junyangli@cqu.edu.cn

文章编号：1674-2974（2025）02-0055-09 DOI：10.16339/j.cnki.hdxbzkb.2025157



湖南大学学报（自然科学版） 2025 年

RLS-DEH algorithm， the average absolute position error of the welding robot was reduced from 1 mm to within 0.05 
mm， which improved the accuracy by 95% compared with the previous calibration， proving the efficiency and 
practicality of the proposed method.
  Key words：kinematic calibration；improved Fourier series trajectory；RLS-DEH；welding robot

随着我国工业水平的快速提高，焊接机器人逐

步进入工业市场并扮演着越来越重要的角色［1］. 焊
接机器人是主要从事焊接工作的工业机器人，一般

由工业机器人在末端轴加装焊枪组成［2］，可以替代

人工在恶劣工作环境下进行高质量的焊接工作 . 与
国外相比，我国焊接机器人研究起步相对较晚，焊接

精度相对较低，因此提高焊接机器人的绝对定位精

度显得尤为重要［3-5］.
研究表明，影响焊接机器人绝对定位精度的主

要因素有运动学参数误差、关节参数误差、刚度参数

误差以及装配误差等，其中影响最大的是运动学参

数误差［6］. 机器人标定是降低运动学参数误差最常

用的方法之一，一般包括运动学模型建立、位姿测

量、运动学参数辨识、误差补偿［7］. 运动学建模的基

础是建立在 DH（denavit-hartenberg，DH）准则［8］之

上，该准则只用 4个参数就可以确定连杆坐标系，但

如果相邻两轴平行或者接近平行时运动学参数会发

生突变，为了解决这一问题，Cao等［9］增加了一个绕 y
轴旋转的参数，改进了 DH 准则，提出了 MDH 准则 . 
为了确保测量效率，保证后期辨识的准确率，位姿测

量主要通过借助高精密仪器完成 . 目前市场的测量

设备主要有激光跟踪仪、自动经纬仪、三坐标测量

仪、球杆仪、拉线传感器等［10-12］. 激光跟踪仪是测量

位姿的主流设备，具有精度高、可测范围大、动态跟

踪、占地小的优点，但其操作较为复杂，价格昂贵 . 刘
保军［13］提出了一种基于激光跟踪仪的机器人运动学

参数补偿的方法，为后续更深入研究机器人奠定了

基础 . 王殿君等［14］使用激光跟踪仪对机器人进行运

动学标定，最终将机器人的绝对定位精度提升了

69.6%. 运动学参数辨识是机器人标定中重要的环

节，其中最经典的方法是最小二乘法辨识，但此方法

容易造成矩阵的奇异导致无法求解 . 高贯斌等［15］克

服了最小二乘法辨识噪声大、发散慢的缺点，提出一

种卡尔曼滤波算法，实现了运动学参数的快速收敛，

将绝对定位精度由 1.039 mm 提高到了 0.226 mm. 

Huang 等［16］提出了一种混合非线性参数辨识的 LM
（levenberg-marquarat）和递推最小二乘法的混合辨

识算法并进行了仿真试验，证明了算法的稳定性 . 
Fang等［17］提出了基于粒子分类和按维动态改变权重

的改进粒子群算法，有效避免陷入局部最优，提高了

算法的精度和收敛速度，具有更强的优化性能 . 
Schnierle等［18］融合了遗传算法和禁忌算法使得该算

法既有全局优化能力又跳出了局部最优解的困局，

实现了模型误差的精确辨识 . 误差补偿［19-20］即将辨

识出的运动学参数误差补偿到运动学参数中 . 梁兆

东等［21］设计了一种误差补偿的运动学算法，将绝对

位置误差的均值从 0.575 4 mm 降低到 0.277 9 mm. 
高贯斌等［15］提出了一种关节空间插值误差补偿方

法，建立网格形式的误差补偿数据库，并通过实验验

证了方法的可行性 .
本文主要对位姿测量中选取位姿点和运动学参

数辨识中辨识算法进行研究，参照动力学参数辨

识［22-24］中最优激励设计方法，提出一种五次多项式

替代傅里叶轨迹中常数项的改进傅里叶级数轨

迹［25-26］，由误差模型中雅可比矩阵的条件数作为优

化函数，在确定了最优轨迹后从中选出 50个条件数

最小的位姿点作为实验的位姿集，即为最优位姿集 . 
本文提出的RLS-DEH算法提高了参数辨识的精度，

最后通过实验验证了本文所提方法的可行性 .

1   运动学建模

1.1   MDH准则建模

在工业机器人的运动学建模中，DH准则是最经

典的建模方式 . 然而 DH 准则遇到相邻两轴线平行

或者近似平行时会出现奇异问题 . 为了解决这一问

题， Cao 等［9］对 DH 准则的奇异问题进行了简化处

理，使两相邻平行轴平行即忽略平行轴之间的相对误

差，提出了MDH准则，并成功标定了工业机器人的参

数误差［27］. 本文所研究的焊接机器人采用MDH准则

建立运动学模型，其相邻连杆坐标系如图1所示 .
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单个连杆的齐次变换矩阵通式可以表示为：

A i =
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（1）

式中：θi表示相邻坐标系之间 x轴的夹角；αi-1表示相

邻坐标系之间 z 轴的夹角；di表示相邻坐标系之间 x

轴的距离；ai-1表示相邻坐标系之间 z轴的距离 .
本文所用 KUKA 焊接机器人的 DH 参数和三维

模型分别如表1和图2所示 .

基于DH参数，由正向运动学得到总的齐次变换

矩阵为：
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（2）

1.2   误差建模

由焊接机器人的正向运动学方程可知，末端位

姿由 4 个连杆参数计算得到 . 假设焊接机器人末端

位姿的微小误差是由连杆参数的微小误差导致，得：

ΔA i = ∂A i∂ai - 1
Δai - 1 + ∂A i∂αi - 1

Δαi - 1 + ∂A i∂di
Δdi +

∂A i∂θi
Δθi = Ai δA i （3）

式中：ΔA i 为矩阵的偏移误差；Δai-1、Δαi-1、Δdi、Δθi分

别为相应的连杆参数误差；δAi为微分矩阵 .
结合式（1），可得：
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（4）

将式（4）转换成：

∂A i∂θi
= A iVθ （5）

求得：

Vθ = A-1
i
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其中Ai
-1为：

A-1
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（7）

同理，可以得到 Va、Vd、Vα，分别将其代入式（3），

可得微分矩阵 δAi.
δA i = VθΔθi + VdΔdi + VαΔαi - 1 + VaΔai - 1 （8）
将每个轴的偏移误差相加可以得到焊接机器人

的末端位姿误差，展开并忽略二阶及高阶项可得：

ΔA ≈ A∑
i = 1

I ( Ai + 1⋯AI )-1 δA i ( Ai + 1⋯AI ) = AδA （9）
用Bi+1表示式（9）连乘矩阵：

Ai + 1…AI = B i + 1 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

Bni + 1 Boi + 1 Bai + 1 Bpi + 1
0 0 0 1

（10）

图1   相邻连杆坐标系

Fig.1   Adjacent connecting rod coordinate system

图2   焊接机器人三维模型

Fig.2   3D model of welding robot

表1   DH参数

Tab.1   DH parameters

编号

1
2
3
4
5
6

ai-1 /mm
0
0

630
157

0
0

αi-1 /rad
0

90
0

90
-90
90

di /mm
0
0
0

760
0

92.17

θi /rad
0

90
0
0

90
0
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最终可以得到焊接机器人各个方向的位置

分量：

dxI = ∑
i = 1

I

[ ]ϑi ⋅ ( Bpi + 1 × Bni + 1 ) + di ⋅ Bni + 1

dyI = ∑
i = 1

I

[ ]ϑi ⋅ ( Bpi + 1 × Boi + 1 ) + di ⋅ Boi + 1

dzI = ∑
i = 1

I

[ ]ϑi ⋅ ( Bpi + 1 × Bai + 1 ) + di ⋅ Bai + 1

（11）

式中：ϑi和di分别为微分旋转分量与微分平移分量 .
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结合式（9）和式（11）可得焊接机器人末端位置

误差与机器人运动学参数误差之间的线性关系为：

ΔP = J (q )ε （14）
式中：q为关节变量；J（q）为参数误差的雅可比矩阵；

ΔP为焊接机器人的末端误差；ε为运动学参数误差

矩阵，ε=［Δa0 Δα0 Δd1  Δθ1 … ΔaI-1 ΔαI-1 ΔdI ΔθI］
-1.

2   基于改进傅里叶级数轨迹求位姿集

选取最优位姿集是标定工业机器人的重要环

节 .传统方法是在机器人活动的最大空间内随机选

取 50个位姿点作为实验位姿集 . 但这种方法找到的

位姿集并不是最优位姿集，可能会出现矩阵条件数

过大、矩阵奇异的情况，进而影响运动学参数辨识的

精度 . 仿照动力学参数辨识中的激励轨迹设计，本文

提出了改进傅里叶级数轨迹求最优位姿集的方法，

即用五次多项式替代原傅里叶轨迹中的常数项 . 具
体表达形式如下：

qi ( t ) = ∑
k = 1

N ai
k

w f k
sin (w f kt ) -

         ∑
k = 1

N bi
k

w f k
cos (w f kt ) + ∑

k = 0

5
ci

k tk 
q̇ i ( t ) = ∑

k = 1

N

ai
k cos (w f kt ) + 

         ∑
k = 1

N

bi
k sin (w f kt ) + ∑

k = 1

5
ci

k ktk - 1 
q̈ i ( t ) = -∑

k = 1

N

ai
k w f k sin (w f kt ) + 

         ∑
k = 1

N

bi
k w f k cos (w f kt ) + ∑

k = 2

5
ci

k k (k - 1) tk - 2 （15）

式中： t表示时间；q表示角度；wf为傅里叶轨迹基频

角频率；N 为谐波阶数；ai
k、bi

k 为待优化参数；ci
k 可由

ai
k、bi

k表示 .
将改进傅里叶级数轨迹作为寻找位姿点轨迹的

表达式，轨迹参数 ai
k、bi

k 的取值应该受到各个关节的

极限位置、速度、加速度的限制，由此可以得到该非

线性优化问题的约束条件为：

min      J1 = cond (J )

s.t.       
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

s ( )q ( )t       ∈ S  
qmin ≤ q ( )t ≤ qmax
q̇min ≤ q̇ ( )t ≤ q̇max
q̈min ≤ q̈ ( )t ≤ q̈max

（16）

式中：J1为目标函数；cond（J）表示雅可比误差矩阵的

条件数；q（t）表示机器人各个关节的角度； q̇ ( t)表示

角速度； q̈ ( t)表示角加速度；qmin、 q̇min、 q̈min 分别表示

角度、角速度、角加速度的下限；qmax、q̇max、q̈max 分别表

示角度、角速度、角加速度的上限； s (q ( t) )  ∈ S 表示

关节角度在机器人的整个运动空间内 .
从带有参数的改进傅里叶级数轨迹中选出 50

个点代入误差模型得到雅可比矩阵 J，则目标函数设

置为寻找条件数最小的雅可比矩阵 J1. 由于目标函

数比较复杂，用传统的求解方法非常困难 . 模式搜索

算法是一种高效的智能寻优算法，这种算法具有运

算速度快、计算参数少、容易上手等优点，所以本文

使用模式搜索算法来求解上述约束优化问题 . 根据

经验值将模式搜索算法参数代入算法模型，可得到

轨迹参数进而确定轨迹 . 从确定好的轨迹中依据时

间间隔选出 200个位姿点，再从这 200个位姿点依次

选出 50个位姿点进行迭代，将每 50个位姿点代入误

差模型算出条件数，最终找到条件数最小的 50个位

姿点，进而确定最优位姿集 . 改进傅里叶级数轨迹求

最优位姿集的流程图如图3所示 .
在最终的改进傅里叶级数轨迹中，轨迹的运动

周期 T=25 s，基频w f = 2π/T = 0.08π，谐波项取N=5，
经过模式搜索算法不断迭代寻优得到最终轨迹，如

图4所示 .
从图 4 中可以看出，角速度与角加速度的轨迹

周期起止时刻都为 0，这就说明了轨迹运行稳定，机

械臂能够准确地沿着轨迹运动，有效避免了激光跟

踪仪测量位姿点时产生的误差；同时轨迹中的位姿

点在焊接机器人最大运动空间中都有分布，相比于
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传统方法在焊接机器人运动空间中随机寻找位姿点

可能出现的局限性，该方法可以更好地降低误差模

型中雅可比矩阵的条件数，提高辨识精度 . 轨迹具有

周期性，可以多次采集数据，提高实验数据的准

确性 .

3   基于RLS-DEH算法的运动学参数辨识

3.1   RLS-DEH优化算法

由第 1 节焊接机器人的误差模型可知，若已知

焊接机器人末端定位误差和运动学参数雅可比矩

阵，即可求出焊接机器人的运动学参数误差值 . 依据

第 2 节改进傅里叶级数轨迹中找到的最优位姿集，

使用激光跟踪仪测得焊接机器人的实际末端位置，

然后通过正向运动学模型可以计算得到焊接机器人

的理论末端位置，即可获得焊接机器人末端定位误

差 . 运动学参数雅可比矩阵由带有误差的运动学参

数依据误差模型计算得到，因此辨识运动学参数误

差量这一问题可以转换成求解形如 AX = B 的非线

性方程 . 对于参数辨识中的非线性方程，一般采用最

小二乘法进行求解，如递归最小二乘方（recursive 
least squares，RLS）算法 . 另外对于参数辨识问题，也

图3   改进傅里叶级数轨迹求最优位姿集的流程图

Fig.3   Process diagram for improved Fourier series trajectory to find the optimal pose set

（a）关节角度

（b）角速度

（c）角加速度

图4   优化后的轨迹关节角度、角速度、角加速度

Fig.4   Optimized trajectory joint angle， angular velocity，
and angular acceleration
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可以将其看成一个全局优化问题，然后利用智能优

化算法进行求解 . 差分进化（differential evolution，
DE）算法是一种全局优化算法，与常见的遗传算法、

粒子群算法等相似，都是受自然现象启发而发展出

来的智能优化算法，可以应用于参数辨识问题 .
RLS 算法是最小二乘算法中的一类快速算法 . 

RLS算法主要是在误差平方和最小原则的基础上提

出一种解析拟合模型参数的迭代递推公式，可以实

现在新的样本数据到来时，利用新的样本数据以及

旧的最优模型参数便捷地计算新的最优模型参数，

从而避免直接计算方法中的逆矩阵 . 在第 1 节的误

差模型中，将焊接机器人末端误差项展开并忽略二

阶及高阶项，这样就把问题转化成了线性最小二乘

问题 . 应用到参数辨识中的公式可以写为：

ΔP = JΔX （17）
式中：ΔP 为焊接机器人末端位置误差，是 RLS 算法

的输入；ΔX为运动学参数误差，是RLS算法的输出 . 
经过层层迭代，循环结束后即可得到次优的运动学

参数误差值 .
DE算法是在遗传算法的思想基础上提出的，属

于一种基于群体差异的、多目标优化的算法，用于求

解多维空间的最优解 . DE算法相对于遗传算法（ge⁃
netic algorithm，GA）而言，相同点是两者都包含种群

初始化、变异、交叉、选择等步骤；不同点是 DE 算法

变异向量是由父代差分向量生成，并与父代个体向

量生成新的个体向量，且直接与其父代个体进行选

择 . 显然DE算法的搜索范围相对于GA算法更大且

具有更广泛的适应性 .
运用DE算法进行参数辨识的步骤如下 .
步骤 1：正确选择 DE 算法的参数并随机生成初

始化种群 . 在特定的搜索空间内随机生成NP个个体

Xi，g以完成初始化种群 .
Xi，g = U （18）

式中：i=1，2，3，…，NP；U是 25×1的向量，每个分量值

是所设置的上下界的随机值 .
步骤 2：差分变异操作 .随机选取种群中一个个

体进行差分向量缩放，与种群中相异个体相加得到

变异向量 .
Vi，g = Xr1，g + F ( Xr2，g - Xr3，g ) （19）

式中： Xr1、Xr2、Xr3 是 3 个随机个体，区间为［1， NP］；    

F为变异因子，用于控制偏差的放大，主要影响算法

的搜索步长，扩大搜索范围 .
步骤 3：对变异个体进行交叉，生成新的个体，交

叉操作的方法为：

Ui，j，g = ì
í
î

Vi，j，g  if rand (0，1) ≤ CR
Xi，j，g ， otherwise （20）

式中：CR∈［0，1］为交叉因子 .
步骤 4：采用贪婪选择的策略，在目标向量与实

验向量之间选择最优个体作为下一代种群个体 .
Xi，g + 1 = ì

í
î

Ui，g if func(Ui，g ) < func( Xi，g )
Xi，g ， otherwise （21）

在产生新一代种群之后，若满足终止条件则结

束迭代过程，否则将继续执行变异、交叉、选择等操

作 . 迭代结束后获得的种群应该是评价函数值最小

的个体，也就是最优的运动学参数误差值 .
RLS 算法和 DE 算法都可以辨识焊接机器人的

运动学参数误差，但两者都存在一定的弊端 . RLS算

法在求解运动学参数误差时将非线性模型简化为线

性模型，因此得到的只是一个近似解 . DE 算法是根

据误差模型建立目标函数，拥有全局搜索能力，得到

的结果更加精确，但DE算法的搜索范围庞大导致求

解过程需要花很长时间 . 为了兼顾效率和精度，本文

提出一种更优的RLS-DEH算法，即将RLS算法得到

的近似解作为DE算法种群初始化的中心值，合理地

缩小了搜索范围，在保证DE算法辨识精度的同时提

高辨识效率 .
Xi，g = ΔX + U （22）

式（22）表示RLS-DEH算法的种群初始化 .
算法改进示意图如图 5 所示，其中红色圆圈表

示 DE 算法的搜索空间，红色的点表示 DE 算法种群

初始化的中心值，由式（18）进行初始化 . 蓝色圆圈表

示 RLS-DEH 算法的搜索空间，绿色的点表示 RLS-
DEH 算法种群初始化的中心值，由式（22）进行初始

化 . RLS-DEH算法相比于DE算法改进的本质在于，

由 RLS 算法提供的近似解 ΔX 完成了种群初始化中

心值从红色点到绿色点的转化，使初始化的中心值

更加接近于最优值的附近，减小了搜索空间的范围，

提高了辨识效率 .
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3.2   参数辨识实验

为了验证以上所提方法的可行性，本文采用

KUKA 焊接机器人、Leica 激光跟踪仪和计算机进行

标定实验 . 焊接机器人标定实验平台如图 6所示 . 首
先，利用改进的傅里叶级数轨迹方法得到焊接机器

人的运动轨迹和最优位姿集，使用激光跟踪仪采集

焊接机器人末端的实际位置，将采集到的数据代入

误差模型并利用计算机辨识出运动学参数误差；然

后完成对焊接机器人的误差补偿；最后采用激光跟

踪仪验证补偿后的效果 . 焊接机器人标定实验步骤

如图7所示 .
在参数辨识中采用RLS-DEH算法进行辨识 . 同

时为了验证所提方法的有效性，将RLS-DEH算法辨

识后的定位误差和计算时效性分别与RLS算法、DE
算法辨识后的定位误差和计算时效性进行比较 .

图 8为不同算法辨识结果分布图 . 由图 8可知，

标定前焊接机器人X、Y、Z方向的平均位置误差均达

到1 mm. 分别经过RLS算法、DE算法和RLS-DEH算

法辨识后，平均位置误差分别降低到 0.6 mm、     
0.3 mm 和 0.05 mm 以内 . 辨识算法计算过程对比图

如图 9 所示 . 由图 9 可知，RLS 算法、DE 算法和

RLS-DEH 算法分别迭代 300 次、180 次和 50 次时适

应度值为 0. 综上所述，相比传统算法，RLS-DEH 算

法辨识精度更高且时效性更好， 相比之前焊接机

器人精度提高了95%.
3.3   补偿验证实验

由 3.2 节参数辨识实验可得，RLS-DEH 算法的

辨识效果最好，为了验证该算法的辨识结果在焊接

机器人实际工作时的工作效果，分别设立了直线、斜

线和空间补偿验证实验 . 焊接机器人按照预定好的

（a）焊接机器人与激光跟踪仪

（b）控制柜

（c）示教器

图6   焊接机器人标定实验平台

Fig.6   Welding robot calibration experimental platform

图7   焊接机器人标定实验步骤

Fig.7   Calibration experimental steps for welding robots

图5   算法改进示意图

Fig.5   Schematic diagram of algorithm improvement
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轨迹运动，经计算得到RLS-DEH算法误差补偿验证

图如图 10所示 . 由图 10可知，直线运动轨迹与斜线

运动轨迹的平均位置误差在0.03 mm以内，空间运动

轨迹的平均位置误差在 0.05 mm 以内，与标定前相

比，焊接精度得到了大幅度提高，本文所提运动学标

定方法达到实验预期效果 .

4   结 论

本文主要对基于改进傅里叶级数轨迹的焊接机

器人运动学参数辨识进行研究 . 首先，建立焊接机器

人的DH运动学模型，基于微分运动学方法构建焊接

机器人的运动学误差模型；其次，参照动力学参数辨

识中求取激励轨迹的方法得到焊接机器人的改进傅

里叶级数轨迹，从该轨迹中筛选出用于参数辨识的

最优位姿集；最后，提出了一种基于 RLS-DEH 算法

对运动学参数进行辨识，通过实验证明了该混合优

化算法拥有更高的辨识精度，焊接机器人的平均位

置误差从 1 mm 降低到了 0.05 mm 以内 . 综上，基于

改进傅里叶级数轨迹的焊接机器人运动学模型具有

更好的泛化能力 .
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