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三正则构造图的邻点全和可区别全染色
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摘要:首先,根据Snark图的结构特点,构造基于双星和十字交叉形的两类三正则图;其次,
利用穷染法和组合分析法研究四类三正则构造图的邻点全和可区别全染色问题,得到了它们

的邻点全和可区别全色数均为2.
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图的可区别染色问题在交通、排序、无线电频率分配等领域应用广泛,目前已取得了许多研究成

果.Karoński等[1]首次介绍并研究了图的邻和可区别边染色,并提出了1-2-3猜想.Kalkowski等[2]证

明了:若G 是k-可着色的且k为奇数,则G 中存在一个邻和可区别k-边染色.因此,对于一类3-可着

色图,包括二部图,1-2-3猜想均成立.Addario-Berry等[3]给出:当k=30时,每个无孤立边的图都有

一个邻和可区别30-边染色.文献[4-5]将k值进一步改进为k=15,k=13.对于每个无孤立边的图,

Kalkowski等[2]还证明了它们都是邻和可区别5-边染色的.Przybylo[6]证明了:每个d-正则图(d≥2)
都是邻和可区别4-边染色的,且当d≥108 时,每个d-正则图是邻和可区别3-边染色的.Przybylo
等[7]在邻和可区别边染色的基础上考虑加入点自身的颜色,定义了图的邻和可区别全染色,同时给出



了关于邻和可区别全染色的1-2猜想.当图G 是一个3-可着色图、完全图或者4-正则图时,1-2猜想

均成立.文献[8]研究表明:任意图G 的邻和可区别全色数小于等于3.
Flandrin等[9]在邻和可区别全染色的基础上,将每个点的邻点颜色数加入其权重和中,定义了图

的邻点全和可区别全染色.Baudon等[10]进一步给出了关于邻点全和可区别全染色的一个猜想:任意

图的邻点全和可区别全色数不超过3.研究表明,该猜想对哈林图[11]、若干平方图[12]、广义Petersen
图和循环图[13]以及若干倍图[14]均成立.基于图的邻点全和可区别全染色猜想,本文研究四类三正则

构造图的邻点全和可区别全色数问题.

1 预备知识

本文所讨论的图G 均为无向简单连通图,用V(G)和E(G)分别表示G 的顶点集和边集.本文未

定义的术语和符号均见文献[15].

定义1[9] 设f:V(G)∪E(G)→[1,k]是图G的一个非正常k-全染色.令ϕ(x)=f(x)+∑
x∈e

f(e)+

∑
y∈N(x)

f(y),其中N(x)={y∈V(G)xy∈E(G)}.对任意的边uv∈E(G),如果有ϕ(u)≠ϕ(v)成立,

则称f是图G 的一个邻点全和可区别k-全染色.图G 的邻点全和可区别全染色中最小的k 值称为G
的邻点全和可区别全色数,记为fgndi∑(G).
Snark图是源自3-边着色猜想而构造的图,若图G 是2-边连通的三正则图且不可3-边着色,且

围长至少为5,也无3-边割集,则图G 称为Snark图.Petersen图是最小的Snark图.本文研究的四类

三正则图定义如下.
定义2[16] 设Gn 是一个三正则图,其顶点集为V(Gn)={ai,bi,ci,di;0≤i≤n-1},边集为

E(Gn)={aiai+1,bibi+1,cici+1,diai,dibi,dici;0≤i≤n-1},点的标号下标对n取模,则把Gn 通过用边

bn-1a0,an-1b0 替换bn-1b0,an-1a0 得到的图定义为 Hn.如果n为奇数且n≥5,则 Hn 称为Flower
Snark图,其他的图称为FlowerSnark图的相关图.

把FlowerSnark图及其相关图统一用Fn 表示,F5 如图1所示.

图1 FlowerSnark图F5

Fig.1 FlowerSnarkgraphF5

定义3[17] 设 图 Bk (k≥3)的 顶 点 集 为

V(Bk)={vt
j 0≤t≤k-1,1≤j≤8}, 边 集 为

E(Bk)={vt
1vt
2,vt

3vt
4,vt

5vt
6,vt

6vt
7,vt

6vt
8,vt

1vt
7,vt

4vt
7,

vt
2vt
8,vt

3vt
8 0≤t≤k-1}∪ {vt

2vt+1
1 ,vt

4vt+1
3 ,vt

5vt+1
5

0≤t≤k-1},这里加法取模k.当k为奇数时,Bk

称为GoldbergSnark图.
GoldbergSnark图B3 如图2所示.

图2 GoldbergSnark图B3

Fig.2 GoldbergSnarkgraphB3

类似于FlowerSnark图和GoldbergSnark图的构造方法,本文分别构造了基于双星和十字交叉

形的两类三正则图Dn 和Ln.三正则图Dn 和Ln 分别构造如下.
定义4 设Dn(n≥3)为三正则图,其顶点集为V(Dn)={vi

j 0≤i≤n-1,1≤j≤10},边集为
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E(Dn)={vi
1vi
3,vi

3vi
4,vi

2vi
4,vi

3vi
5,vi

4vi
6,vi

2vi
8,vi

6vi
10,vi

1vi
7,vi

5vi
9,vi

7vi
8,vi

9vi
10 0≤i≤n-1}∪{vi

8vi+1
7 ,vi

6vi+1
5 ,

vi
2vi+1
1 ,vi

10vi+1
9 ,v05vn-1

6 ,v07vn-1
8 ,v01vn-1

2 ,v09vn-1
10 0≤i≤n-1}.

三正则图D4 如图3所示.
定义5 设Ln(n≥3)为三正则图,其顶点集为V(Ln)={vi

j 0≤i≤n-1,1≤j≤8},边集为

E(Ln)={vi
1vi
4,vi

2vi
3,vi

1vi
5,vi

2vi
6,vi

3vi
7,vi

4vi
8,vi

5vi
6,vi

7vi
8 0≤i≤n-1}∪{vi

2vi+1
1 ,vi

6vi+1
5 ,vi

8vi+1
7 ,vi

4vi+1
3 ,

v03vn-1
4 ,v01vn-1

2 ,v05vn-1
6 ,v07vn-1

8 0≤i≤n-1}.
三正则图L4 如图4所示.

图3 三正则图D4

Fig.3 Three-regulargraphD4

图4 三正则图L4

Fig.4 Three-regulargraphL4

2 主要结果

引理1 设G 是一个k-正则图,则fgndi∑(G)≥2.
证明:反证法.假设k-正则图G 的点和边均染颜色1,则G 中每个点的权重值都为2k+1,与

定义1矛盾,故fgndi∑(G)≥2.证毕.
当k=3时,引理1给出了三正则图G 满足fgndi∑(G)≥2,即确定了三正则图的邻点全和可区别

全色数的一个下界.下面先构造基于定义2~定义5中四类三正则图的2-全染色函数,再验证它们是

邻点全和可区别2-全染色的,即fgndi∑(G)≤2.
定理1 fgndi∑(Fn)=2.
证明:由定义2知,图Fn 是一个三正则图.由引理1知,至少用2种颜色才能完成Fn 的一个邻

点全和可区别全染色.下面分4种情形对Fn 进行染色.
情形1)n≡1(mod4)且n≥5.
定义Fn 的一个全染色f1:V(Fn)∪E(Fn)→[1,2]如下:
f1(v)=1,v∈V(Fn);
f1(e)=2,其中e∈{a0d0,a0bn-1,b0d0,bn-1dn-1,c0cn-1}∪{cidi i≡0(mod2)}∪{cici+1 i≡1

(mod2)}∪{aiai+1 i≡1,2(mod4)}∪{bibi+1 i≡0,3(mod4)};
f1(e0)=1,e0∈E(Fn)\{e}.
由染色f1 可得:

ϕ(ai)=
7,i≡0(mod4),i≠0,
8,i≡1(mod2),
9,i≡2(mod4),i=0

ì

î

í
ïï

ïï ;

ϕ(bi)=

7, i≡2(mod4),
8, i≡1(mod2),
9, i≡0(mod4),i≠n-1,
10,i=n-1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

ϕ(ci)=
8, i≡1(mod2),
9, i≡0(mod2),i≠n-1,
10,i=n-1

ì

î

í
ïï

ïï ;

ϕ(di)=

7, i≡1(mod2),
8, i≡0(mod2),i≠0,n-1,
9, i=n-1,
10,i=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .
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因为各相邻点权重不同,所以f1 为Fn 的一个邻点全和可区别2-全染色.
情形2)n≡3(mod4)且n≥7.
定义Fn 的一个全染色f2:V(Fn)∪E(Fn)→[1,2]如下:

f2(v)=1,v∈V(Fn);

f2(e)=2,其中e∈{an-1b0,bn-3dn-3,an-1dn-1,cn-3cn-2,c0cn-1,bn-2bn-1}∪{cidi i≡0(mod2)}∪
{cici+1 i≡1(mod2)}∪{aiai+1 i≡1,2(mod4)}∪{bibi+1 i≡0,3(mod4)};

f2(e0)=1,e0∈E(Fn)\{e}.
由染色f2 可得:

ϕ(ai)=

7, i≡0(mod4),

8, i≡1(mod2),

9, i≡2(mod4),i≠n-1,

10,i=n-1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

ϕ(bi)=

7, i≡2(mod4),i≠n-1,

8, i≡1(mod2),i=n-1,

9, i≡0(mod4),i=n-2,

10,i=n-3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

ϕ(ci)=
8, i≡1(mod2),i≠n-2,

9, i≡0(mod2),i=n-2,i≠n-1,n-3,

10,i=n-1,n-3

ì

î

í

ïï

ïï ;

ϕ(di)=
7,i≡1(mod2),

8,i≡0(mod2),i≠n-3,n-1,

9,i=n-1,n-3

ì

î

í

ïï

ïï .
因为各相邻点权重不同,所以f2 为Fn 的一个邻点全和可区别2-全染色.

情形3)n≡0(mod4)且n≥4.
定义Fn 的一个染色f3:V(Fn)∪E(Fn)→[1,2]如下:

f3(v)=1,v∈V(Fn);

f3(e)=2,其中e∈{cici+1 i≡0(mod2)}∪{cidi i≡1(mod2)}∪{aiai+1 i≡2,3(mod4)}∪
{bibi+1 i≡2,3(mod4)}∪{an-1b0,bn-1a0};

f3(e0)=1,e0∈E(Fn)\{e}.
由染色f3 可得:

ϕ(ai)=
7,i≡1(mod4),

8,i≡0(mod2),

9,i≡3(mod4

ì

î

í

ïï

ïï );

ϕ(bi)=
7,i≡1(mod4),

8,i≡0(mod2),

9,i≡3(mod4

ì

î

í

ïï

ïï );

ϕ(ci)=
8,i≡0(mod2),

9,i≡1(mod2{ );

ϕ(di)=
7,i≡0(mod2),

8,i≡1(mod2){ .
因为各相邻点权重不同,所以f3 为Fn 的一个邻点全和可区别2-全染色.

情形4)n≡2(mod4)且n≥4.
定义Fn 的一个染色f4:V(Fn)∪E(Fn)→[1,2]如下:

f4(v)=1,v∈V(Fn);
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f4(e)=2,其中e∈{cici+1 i≡0(mod2)}∪{cidi i≡1(mod2)}∪{aiai+1 i≡0,3(mod4)}∪
{bibi+1 i≡1,2(mod4)}∪{aidi,bidi 0≤i≤n-1}∪{bn-1a0};

f4(e0)=1,e0∈E(Fn)\{e}.
由染色f4 可得:

ϕ(ai)=
8, i≡2(mod4),

9, i≡1(mod2),

10,i≡0(mod4

ì

î

í

ïï

ïï );

ϕ(bi)=
8, i≡0(mod4),

9, i≡1(mod2),

10,i≡2(mod4

ì

î

í

ïï

ïï );

ϕ(ci)=
8,i≡0(mod2),

9,i≡1(mod2{ );

ϕ(di)=
9, i≡0(mod2),

10,i≡1(mod2){ .
因为各相邻点权重不同,所以f4 为Fn 的一个邻点全和可区别2-全染色.

定理2 fgndi∑(Bk)=2.
证明:由定义3知,图Bk 是一个三正则图.由引理1知,至少用2种颜色才能完成Bk 的一个邻

点全和可区别全染色.对Bk 给出染色方案f5:V(Bk)∪E(Bk)→[1,2]如下:

f5(v)=1,v∈V(Bk);

f5(e)=2,其中e∈{vi
6vi
7,vi

6vi
8,vi

2vi
8 0≤i≤n-1}∪{vi

5vi
6 i≡1(mod2)}∪{vi

5vi+1
5 i≡1(mod2)}

∪{vi
3vi
8 i≡0(mod2)}∪{vi

4vi
7 i≡1(mod2)}∪{vi

3vi
4 i≡1(mod2)}∪{vi

4vi+1
3 i≡1(mod2)};

f5(e0)=1,e0∈E(Bk)\{e}.
由染色f5 可得:

ϕ(vi
1)=7;  ϕ(vi

2)=8;

ϕ(vi
3)=

8,i≡1(mod2),i=0,

9,i≡0(mod2),i≠0{ ;

ϕ(vi
4)=

7, i≡0(mod2),

10,i≡1(mod2{ );

ϕ(vi
5)=

7,i=0,

8,i≡0(mod2),i≠0,

9,i≡1(mod2

ì

î

í

ïï

ïï );

ϕ(vi
6)=

9, i≡0(mod2),

10,i≡1(mod2{ );

ϕ(vi
7)=

8,i≡0(mod2),

9,i≡1(mod2{ );

ϕ(vi
8)=

9, i≡1(mod2),

10,i≡0(mod2){ .
因为各相邻点权重不同,所以f5 为Bk 的一个邻点全和可区别2-全染色.

定理3 fgndi∑(Dn)=2.
证明:由定义4知,图Dn 是一个三正则图.由引理1知,至少用2种颜色才能完成Dn 的一个邻

点全和可区别全染色.
情形1)n≡0(mod2)且n≥4.
染色方案f6:V(Dn)∪E(Dn)→[1,2]如下:

f6(v)=1,v∈V(Dn);
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f6(e)=2,其中e∈{v05v09,vn-1
6 v05,vn-1

2 v01,vn-1
8 v07}∪{vi

1vi
3}∪{vi

6vi
10 i≠n-1}∪{vi

10vi+1
9 i≠n-1}∪

{vi
1vi
7 i≠0}∪{vi

2vi
8 i≠n-1}∪{vi

8vi+1
7 i≡0(mod2)}∪{vi

7vi
8 i≡1(mod2)};

f6(e0)=1,e0∈E(Dn)\{e}.
由染色f6 可得:

ϕ(vi
1)=9; ϕ(vi

2)=8; ϕ(vi
3)=8; ϕ(vi

4)=7; ϕ(vi
6)=8; ϕ(vi

8)=9; ϕ(vi
9)=8;

ϕ(vi
5)=

7,1≤i≤n-1,

9,i=0{ ;

ϕ(vi
7)=

8, i≡0(mod2),

10,i≡1(mod2{ );

ϕ(vi
10)=

7,i=n-1,

9,0≤i≤n-2{ .
因为各相邻点权重不同,所以f6 为Dn 的一个邻点全和可区别2-全染色.

情形2)n≡1(mod2)且n≥3.
染色方案f7:V(Dn)∪E(Dn)→[1,2]如下:

f7(v)=1,v∈V(Dn);

f7(e)=2,其中e∈{v05v09,vn-1
6 v05,vn-1

2 v01}∪{vi
1vi
3}∪{vi

6vi
10 i≠n-1}∪{vi

10vi+1
9 i≠n-1}∪

{vi
1vi
7}∪{vi

2vi
8 i≠n-1}∪{vi

8vi+1
7 i≡0(mod2)}∪{vi

7vi
8 i≡1(mod2)};

f7(e0)=1,e0∈E(Dn)\{e}.
由染色f7 可得:

ϕ(vi
2)=8; ϕ(vi

3)=8; ϕ(vi
4)=7; ϕ(vi

6)=8; ϕ(vi
8)=9; ϕ(vi

9)=8;

ϕ(vi
1)=

9, 1≤i≤n-1,

10,i=0{ ;

ϕ(vi
5)=

7,1≤i≤n-1,

9,i=0{ ;

ϕ(vi
7)=

8, i≡0(mod2),

10,i≡1(mod2{ );

ϕ(vi
10)=

7,i=n-1,

9,0≤i≤n-2{ .
因为各相邻点权重不同,所以f7 为Dn 的一个邻点全和可区别2-全染色.

定理4 fgndi∑(Ln)=2.
证明:由定义5知,图Ln 是一个三正则图.由引理1知,至少用2种颜色才能完成Ln 的一个邻点

全和 可 区 别 全 染 色.下 面 定 义 Ln 的 一 个2-全 染 色f8:f8(v)=1,v∈V(Ln);f8(e)=2,

e∈{vi
1vi
5,vi

1vi
4,vi

2vi
3,vi

3vi
7};f8(e0)=1,e0∈E(Ln)\{e}.则

ϕ(vi
1)=9; ϕ(vi

2)=8; ϕ(vi
3)=9; ϕ(vi

4)=8; ϕ(vi
5)=8; ϕ(vi

6)=7; ϕ(vi
7)=8; ϕ(vi

8)=7.
故f8 为Ln 的一个邻点全和可区别2-全染色.
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