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∗
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摘要：研究一类边界条件含谱参数的 Hilfer型分数阶 Sturm-Liouville 边值问题。首先，分析该

问题的特征值与特征函数的解析性质，并证明其对应算子的对称性；其次，通过迭代方法结合

压缩映射定理，在适当的函数空间建立了该问题解的存在唯一性；最后，通过构造特征函数，得

到该问题特征值与特征函数零点一致性。
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Sturm-Liouville（S-L）问题是数学物理方程研究中的一个经典课题［1-2］，在物理和量子力学等领

域中有广泛应用［3］。随着分数阶微积分理论的发展，包含分数阶导数的微分方程问题（FSLP）成为

研究热点，其形式沿用传统 S-L 问题框架，但将整数阶导数推广为分数阶导数。近年来，多位学者围

绕分数阶 S-L 算子的数值求解、特征值及特征函数展开了深入研究［4-10］。Rivero 等［10］使用不同的分

数阶算子求解常见的 S-L 问题，分析了算子相关的特征值和特征函数。Zayernouri等［11］研究了紧区间

上两类分数阶 S-L 问题的特征值。Yakar等［12］主要研究了一类不连续的分数阶 S-L 问题，并且给出了

其基本解。Akdoğan 等［13］也研究了不连续的分数阶 S-L 问题，但是该问题的边界条件与文献［12］中

问题的边界条件不同。

Hilfer 导数是由参数 α 和 β 定义的，其中 Riemann-Liouville 和 Caputo 分数阶导数分别是 β = 0 和

β = 1 时的特殊情形［14］。目前，Hilfer 导数已在工程、物理、量子力学、声学和电磁学等多个领域发挥

了重要作用。Zhou 等［15］研究了一类不连续 Hilfer 型分数阶 S-L 问题，分析其特征值和特征函数的性

质并且证明了解的唯一性。本文在此基础上进一步拓展，研究一类边界条件中含谱参数的不连续分

数阶 S-L 问题。利用算子理论以及分析技巧，通过引入新的 Hilbert 空间，将边界值问题转化成算子

问题。首先证明新算子是对称的，再研究其特征值和特征函数的性质，用迭代法证明解的存在唯一

性，最后通过构造特征函数，得到该问题特征值与特征函数零点一致性。

1　预备知识

本节内容将说明分数阶积分和导数的定义及分数阶计算的基本性质。

定义 1［16］ 左右 Riemann-Liouville 型分数阶积分

令 [ a，b]⊂ R，ℜ ( α )> 0 且 f ( x )∈ L1 [ a，b ]。在 α ∈ C上的左右 Riemann-Liouville 型分数阶积分
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I α
a+ f ( x )和 I α

b- f ( x )分别定义为

I α
a+ f ( x )∶= 1

Γ ( α ) ∫ a

x f ( t )
( x - t )1 - α dt，x ∈ ](a，b ，

I α
b- f ( x )∶= 1

Γ ( α ) ∫ x

b f ( t )
( t - x )1 - α dt，x ∈ )[ a，b 。

定义 2［17］ 左右 Riemann-Liouville 型分数阶导数

令 [ a，b]⊂ R，ℜ ( α )∈ (0，1)且 f ( x )∈ L1 [ a，b ]。在 α ∈ C的左右 Riemann-Liouville 型分数阶微分

Dα
a+ f ( x )和 Dα

b- f ( x )分别表示为

Dα
a+ f ( x )∶= DI 1 - α

a+ f ( x )，x ∈ ](a，b ，

Dα
b- f ( x )∶= -DI 1 - α

b- f ( x )，x ∈ )[ a，b ，

其中，D = d
dx

是常用的微分运算符。

定义 3［17］ 左右 Hilfer型分数阶导数

令 [ a，b]⊂ R，ℜ ( α )∈ (0，1)，ℜ ( β )∈ ](0，1 且 f ( x )∈ L1 [ a，b ]。在 α ∈ C上的左右 Hilfer 型分数阶

微分 Dα，β
a+ f ( x )和 Dα，β

b- f ( x )分别表示为

Dα，β
a+ f ( x )∶= I β ( 1 - α )

a+ DI ( 1 - β ) ( 1 - α )
a+ f ( x )，

Dα，β
b- f ( x )∶= I ( 1 - β ) ( 1 - α )

b- DI β ( 1 - α )
b- f ( x )，

其中，D = d
dx

是常用的微分运算符。

引理 1 设 [ a，b]⊂ R，ℜ (α)∈ (0，1)，ℜ ( β)∈ (0，1) 且 f ( x)∈ Lp[ a，b]，1 ≤ p ≤ ∞，g ( x)∈Lq[ ]a，b ， 
1 ≤ q ≤ ∞，则有以下 Hilfer型分数阶微分推导出的分部积分等式

∫
a

b

f ( x ) Dα，β
a+ g ( x ) dx = -∫

a

b

g ( x ) Dα，β
b- f ( x ) dx + I ( 1 - β ) ( 1 - α )

a+ g ( x ) I β ( 1 - α )
b- f ( x ) | x = b

x = a。

证明  详细证明见文献［18］。

2　带谱参数且不连续的 Hilfer型分数阶 S-L问题

给出 Hilfer型分数阶 S-L 问题微分算式的如下表达

Lα y =
ì
í
î

ïï

ïïïï

Dα，β
0- p ( x ) Dα，β

-1+ y + q ( x ) y， x ∈ )[-1，0

Dα，β
1- p ( x ) Dα，β

0+ y + q ( x ) y， x ∈ ](0，1
（1）

考虑 I = )[-1，0 ∪ ](0，1 上 S-L 问题的方程 Lα u + λu = 0，该方程带谱参数的边界条件为

L 1 ( u )= c1 I ( 1 - α ) ( 1 - β )
-1+ u (-1 )- c2 p1 Dα，β

-1+ u (-1 )- λ ( c1 ′I ( 1 - α ) ( 1 - β )
-1+ u (-1 )- c2 ′ p1 Dα，β

-1+ u (-1 ) )= 0（2）

L 2(u)= I ( )1 - α ( )1 - β
0+ u (1)- hp2 Dα，β

0+ u (1)= 0 （3）

转移条件为

L 3 (u)= I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ u (-0 )- KI ( )1 - α ( )1 - β

0+ u (+0 )= 0 （4）

L 4 ( u )= I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )- 1
K

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ u (+0 )= 0 （5）

其中，0 < α < 1，λ ∈ C且 λ为谱参数，K ≠ 0 且 K 为实数，ρ = c1 ′c2 - c1 c2 ′且 ρ > 0。

p ( x)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

p1， x ∈ )[-1，0

p2， x ∈ ](0，1
，

其中，p1，p2 为正实数且 p1 = c1 c2，q ( x)在 )[-1，0 和 ](0，1 上为连续的实值函数且极限为有限值

q ( ± 0)= lim
x → ±0

q ( x) （6）
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3　分数阶 S-L问题的算子表达

在 Hilbert空间 L2( I )中定义如下内积

f，g = 1
p1

∫
-1

0

f ( x ) - -- -----
g ( x ) dx + 1

p2
∫

0

1

f ( x ) - -- -----
g ( x ) dx （7）

其中，f ( x)、g ( x)∈ L2( I )。 显然，H 1 = (L2( I )， ⋅，⋅ 1)是 Hilbert空间。

在 Hilbert 空间 H = H 1 + C 上定义内积 F，G = f，g
1
+ 1 ρ ⋅ f1

-
g1，其中，F = ( f ( x)，f1)，G =

( g ( x)，g1)∈ H，f ( x)、g ( x)∈ H，f1、g1 ∈ C。
在这个 Hilbert空间 H 上，研究算子 A 且 A ∶ D (A)→ H，

D ( A )=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï

( )f ( )x ，f1 ∈ H | f ( )x ，Dα，β
-1+ f ( )x 、Dα，β

1- f ( )x 在 )[-1，0 ∪ ](0，1 上绝对连续，

极限f ( )±0 ，I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u ( )±0 ，I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ u ( )±0 ，I ( )1 - α ( )1 - β
0+ u ( )±0 ，I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ u ( )±0 为有限值，

Li f = 0( i = 2，3，4 )，f1 = c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ f ( )-1 - c2 ′ p1 Dα，β

-1+ f (-1 )。
（8）

对于任意的 F = ( f ( x)，c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ f ( - 1)- c2 ′ p1 Dα，β

-1+ f (-1))，算子 A的作用为 AF = A ( f ( x)，f1)= 

( )L α f，c 1 I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ f (- 1 )- c 2 p 1 D α，β

-1+ f (- 1 ) 。 为 了 方 便 书 写 ，记 M ( f )= c 1 I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ f (- 1 )- 

c2 p1 Dα，β
-1+ f (-1)，M ′( )f = c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ f (-1 )- c2 ′ p1 Dα，β
-1+ f (-1 )，则问题（1）—（5）可写成以下算子的

形式 Au = λu。
显然，问题（1）—（5）的特征值和相关的特征函数与算子 A 的特征值和特征函数是一致的。

定理 1 线性算子 A 是对称的。

证明  对于 ∀F、G ∈ D (A)，F = ( f ( x)，M ′ ( f ) )，G = ( g ( x)，M ′ ( g ) )，
AF，G = Lα f，g

1
+ 1

ρ
M ( f ) - -- -- --- -- --

M ′ ( )g ，

     Lα f，g
1
= 1

p1
∫

-1

0

Dα，β
0- p1 Dα，β

-1+ f ( x) - -- -----
g ( )x dx + 1

p1
∫

-1

0

q ( x) f ( x) - -- -----
g ( )x dx

                             + 1
p2

∫
0

1

Dα，β
1- p2 Dα，β

0+ f ( x) - -- -----
g ( )x dx + 1

p2
∫

0

1

q ( x) f ( x) - -- -----
g ( )x dx

                        =∫
-1

0

f ( )x Dα，β
0+ Dα，β

-1+

- -- -----
g ( )x dx - I β ( )1 - α

0- Dα，β
-1+

- -- -----
g ( )x I ( )1 - β ( )1 - α

-1+ f ( x) ||
||||

x = 0-

x = -1

                             +∫
0

1

f ( x) Dα，β
1- Dα，β

0+

- -- -----
g ( )x dx - I β ( )1 - α

1- Dα，β
0+

- -- -----
g ( )x I ( )1 - β ( )1 - α

0+ f ( x) ||
||||

x = 1

x = 0+

                             + I β ( )1 - α
0- Dα，β

1- f ( x) I ( )1 - β ( )1 - α
-1+

- -- -----
g ( )x

|
|
||||

x = 0-

x = -1
+ I β ( )1 - α

1- Dα，β
0+ f ( x) I ( )1 - β ( )1 - α

0+

- -- -----
g ( )x

|
|
||||

x = 1

x = 0+

                             + 1
p1

∫
-1

0

q ( x) f ( x) - -- -----
g ( )x dx + 1

p2
∫

0

1

q ( x) f ( x) - -- -----
g ( )x dx，

AF，G = F，AG + w 1 ( f，
-
g，0-)- w 1 ( f，

-
g，-1)+ w 2( f，

-
g，1)

                 +w 2( f，
-
g，0+)+ 1

ρ
M ( f ) - -- ----- --

M ′( )g - 1
ρ

M ′( f ) - -- ----- --
M ( )g ，

其中

w 1 ( f，
-
g，x)= I β ( )1 - α

0- Dα，β
-1+ f ( x) I ( )1 - α ( )1 - β

-1+

- -- -----
g ( )x - I β ( )1 - α

0- Dα，β
-1+

- -- -----
g ( )x I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ f ( x)，
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w 2( f，
-
g，x)= I β ( )1 - α

1- Dα，β
0+ f ( x) I ( )1 - α ( )1 - β

0+

- -- -----
g ( )x - I β ( )1 - α

1- Dα，β
0+

- -- -----
g ( )x I ( )1 - α ( )1 - β

0+ f ( x)。
由 Hilfer 型分数阶边界条件（2）—（3）和转移条件（4）—（5），得到 AF，G = F，AG ，则可得算子 A

为对称算子。

推论 1 问题（1）—（5）的特征值为实特征值。

现在假设式（1）—（5）的特征函数为实值函数。

推论 2 Hilfer型分数阶 S-L 问题（1）—（5）的不同特征值对应的特征函数为正交的，即有

1
p1

∫
-1

0

f ( x ) - -- -----
g ( x ) dx + 1

p2
∫

0

1

f ( x ) - -- -----
g ( x ) dx

+ 1
ρ (c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ f (-1 )- c2 ′ p1 Dα，β
-1+ f (-1 )) (c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β

-1+

- -- -- ----- --
g ( )-1 - c2 ′ p1 Dα，β

-1+

- -- -- ----- --
g ( )-1 )= 0。

4　分数阶 S-L问题解的存在唯一性

引理 2 方程 Lα u + λu = 0，x ∈ ](0，1 ，在 Hilfer 型分数阶转移条件（4）—（5）下的等价积分形

式为

u ( x)= u0 ( x)+ 1
p2

l α，β
0+

c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x （9）

其中，N u = c Dα + β - αβ
0+ ( I β ( )1 - α

1- p2 Dα，β
0+ u ( x) )- c Dα + β - αβ

1- ( I β ( )1 - α
1- p2 Dα，β

0+ u ( x) )。
证明  Dα，β

1- p2 Dα，β
0+ u ( x)+ ( λ + q ( x) ) u ( x)= 0，方程两边作用积分算子 I α + β - αβ

0+ ，由文献［15］的

定理 2. 3 推得 I α + β - αβ
0+ Dα，β

1- p2 Dα，β
0+ u ( x)+ I α + β - αβ

0+ ( λ + q ( x) ) u ( x)= 0，故有

- I β ( )1 - α
1- p2 Dα，β

0+ u ( x)+ I β ( )1 - α
1- p2 Dα，β

0+ u (+0 )+ I α + β - αβ
0+ N u + I α + β - αβ

0+ ( λ + q ( x) ) u ( x)= 0 （10）

在 式（10）两 侧 作 用 c Dβ ( )1 - α
1- ，并 使 用 转 移 条 件（4）—（5）可 得 c Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
1- p2 Dα，β

0+ u ( )x =
c Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
1- p2 Dα，β

0+ u (+0 )+ c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ Nu + c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ ( )λ + q ( )x u ( )x ，则 有 p2 Dα，β
0+ u ( x)= 

p2 Dα，β
0+ u (+0 )+ c Dβ ( )1 - α

1- I α + β - αβ
0+ [ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x = Kp2 Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )+ c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+

[ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x ，即 D α，β
0+ u ( x )= K D β ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- D α，β

-1+ u (- 0 ) + 1 p2 ⋅ c D β ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+  [N  
u + 

]( )λ + q ( )x u( )x 。用 l α，β
0+ 作用两侧，由文献［15］的定理 2. 2 可推得

l α，β
0+ Dα，β

0+ u ( x)= Kl α，β
0+ Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )+ 1
p2

l α，β
0+

c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x ，

u ( x)= x-( )1 - α ( )1 + β

Γ ( )1 - ( )1 - α ( )1 + β
I ( )1 - α ( )1 + β

0+ u (+0 )+ Kl α，β
0+ Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )

               + 1
p2

l α，β
0+

c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x

         = 1
K

x-( )1 - α ( )1 + β

Γ ( )1 - ( )1 - α ( )1 + β
I ( )1 - α ( )1 + β

-1+ u (-0 )+ Kl α，β
0+ Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )

               + 1
p2

l α，β
0+

c Dβ ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( )x u ( )x ，

则可推得 u ( x )= u0 ( x )+ 1 p2 ⋅ l α，β
0+

c Dβ ( 1 - α )
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( x ) u ( x ) ，其中

u0 ( x)= 1
K

x-( )1 - α ( )1 + β

Γ ( )1 - ( )1 - α ( )1 + β
I ( )1 - α ( )1 + β

-1+ u (-0 )+ Kl α，β
0+ Dβ ( )1 - α

1- I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ u (-0 )。

下面定义 um ( x，λ)来讨论逐次逼近
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um ( x，λ )= u0 ( x，λ )+ 1
p2

l α，β
0+

c Dβ ( 1 - α )
1- I α + β - αβ

0+ [ ]N u + ( )λ + q ( x ) um - 1 ( x ) （11）

引理 3 设 Q = max
x ∈ [ ]-1，1

| q ( x) |，PR = max
|| λ ≤ R

P ( λ)，P ( λ)= max
x ∈ ](0，1

u0 ( x，λ)，则对于任意的 m，有下列的

不等式成立

 um ( )x，λ - um - 1 ( )x，λ ≤ PR
ì
í
î

jα，β

p2
(Kα，β + | λ |+ Q )üý

þ

m

（12）

其中，jα，β = 1
Γ ( )α + 1 ( )2 - α Γ ( )1 - α Γ ( )α + β - αβ

，

Kα，β =
1

( )1+β-αβ ( )2-α-β+αβ Γ( )1-( )1-α ( )1-β Γ( )1+ β- αβ Γ( )β- αβ Γ( )1+( )1- α ( )1- β
。

证 明  应 用 数 学 归 纳 法 ，当 m = 1 时 ，有  u 1 ( )x，λ - u 0 ( )x，λ =  1 p2 ⋅ l α，β
0+

c D β ( )1 - α
1- I α + β - αβ

0+  

[ ]N u + ( )λ + q ( )x u0 ( )x ，由文献［16］中的引理 2. 1 和推论 2. 3 可得

 u1 ( )x，λ - u0 ( )x，λ

≤ 1
p2

1
Γ ( )1 + α

1
( )2 - α Γ ( )1 - α

1
Γ ( )α + β - αβ

 N u + ( )λ + q ( )x u0 ( )x，λ

≤ 1
p2

jα，β( N u + ( )λ + q ( )x u0 ( )x，λ )
≤ì
í
î

jα，β

p2
(Kα，β + | λ |+ Q )üý

þ
PR。

假设式（12）在 m - 1 时成立，有

 um - 1 ( )x，λ - um - 2( )x，λ ≤ PR
ì
í
î

jα，β

p2
(Kα，β + | λ |+ Q )üý

þ

m - 1

，

则可推得

      um ( )x，λ - um - 1 ( )x，λ

=





 




1

p2
l α，β

0+
c Dβ ( )1 - α

1- I α + β - αβ
0+ [ ]N m - 1 - N m - 2 + ( )λ + q ( )x ( )um - 1 ( )x，λ - um - 2( )x，λ

≤ jα，β

p2
[ N m - 1 - N m - 2 + ( )λ + q ( )x ( )um - 1 ( )x，λ - um - 2( )x，λ ]

≤ jα，β

p2
(Kα，β + | λ |+ Q ) um - 1 ( )x，λ - um - 2( )x，λ

≤ PR
ì
í
î

jα，β

p2
(Kα，β + | λ |+ Q )üý

þ

m

。
注 1 对于以下初值问题

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Dα，β
0- p1 Dα，β

-1+ u ( )x + ( )λ + q ( )x u ( )x = 0，x ∈ )[-1，0

I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ u ( )-1 = ( )c2 - λc2 ′ p1                                        

Dα，β
-1+ u ( )-1 = c1 - λc1 ′                                                            

（13）

使用同引理 2 中类似的方法，可得到式（13）的等价积分形式为
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u ( x)= u0 ( x)+ 1
p1

l α，β
-1+

c Dα，β
0- I α + β - αβ

-1+ (N u + ( λ + q ( x) ) u ( x) )，

其中，u0 ( x)= p1
( )x + 1 -( )1 - α ( )1 - β

Γ ( )1 - ( )1 - α ( )1 - β
(c2 - λc2 ′)+ l α，β

-1+(c1 - λc1 ′)。

引理 4 设 Q = max
x ∈ [ ]-1，1

| q ( x) |，若 ϖ 1

ϖ 2
(2p1 + | λ |+ Q )< 1，则初值问题（13）在区间 )[-1，0 上有唯

一解，其中

ϖ 1 = 1
Γ ( )α + 1

1
( )2 - β ( )1 - α Γ ( )1 - β ( )1 - α

1
Γ ( )α + β - αβ + 1

，

ϖ 2 = (1 + β - αβ ) (2 - α - β + αβ ) Γ (1 - α - β + αβ ) Γ ( β - αβ + 1) Γ (1 + (1 - α) (1 - β ) )。
证明  由注 1 得到该问题的一个相应积分方程为

u ( x)= u0 ( x)+ 1
p1

l α，β
-1+

c Dα，β
0- I α + β - αβ

-1+ (N u + ( λ + q ( x) ) u ( x) )，

其中，u0 ( x)= p1
( )x + 1 -( )1 - α ( )1 - β

Γ ( )1 - ( )1 - α ( )1 - β
(c 2 - λc 2 ′)+ l α，β

-1+(c 1 - λc 1 ′)。构造 ϕ = Tϕ，其中映射 T 的

作用法则为

Tf = u 0 ( x )+ 1
p1

l α，β
-1+

c D α，β
0- I α + β - αβ

-1+ (N f + ( λ + q ( x ) ) f )，
则可得

 Tf - Tg =





 




1

p1
l α，β

-1+
c D α，β

0- I α + β - αβ
-1+ [ ]( )N f - N g + ( )λ + q ( )x ( )f - g 。

应用文献［19］中的引理 2. 1可得

 Tf - Tg ≤ ϖ 1

p1
 N f - N g + ( )q ( )x + λ ( )f - g 。

再根据文献［16］中的引理 2. 1 和推论 2. 3，可得

N f - N g = c Dα + β - αβ
-1+ ( I β ( )1 - α

0- p1 Dα，β
-1+) ( f - g )- c Dα + β - αβ

0- ( I β ( )1 - α
0- p1 Dα，β

-1+) ( f - g )
               ≤

2p1 f - g
ϖ 1

。
因此， Tf - Tg ≤ ϖ 1

ϖ 2
(2p1 + | λ |+ Q ) f - g 。

若
ϖ 1

ϖ 2
(2p1 + | λ |+ Q )< 1，由压缩映射定理可知，映射 T 在空间 C )[-1，0 ， ⋅ 上是压缩的，因

此 ϕ = Tϕ 有唯一解。

对于 ∀λ ∈ C，设 ϕ 1，λ( x)= ϕ 1 ( x，λ)是定义在区间 )[-1，0 上的方程（1）的解，并且满足初始条件

ì
í
î

ïï
ïï

I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ u ( )-1 = ( )c2 - λc′2 p1

Dα，β
-1+ u ( )-1 = c1 - c′1 λ                   

（14）

对于任意 x ∈ )[-1，0 ，ϕ 1 ( x，λ)是关于 λ的整函数。由引理 4可知，带有初始条件（14）的方程（1）有唯一

解 ϕ 1 ( x，λ)。
设 ϕ 2，λ( x)= ϕ 2( x，λ)是定义在区间 ](0，1 上的方程（1）的解，并且满足

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

I ( )1 - α ( )1 - β
0+ ϕ ( )+0 = 1

K
I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ ϕ ( )-0

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ ϕ ( )+0 = KI β ( )1 - α
1- Dα，β

-1+ ϕ ( )-0
（15）
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同样，ϕ 2( x，λ)是关于 λ的整函数。

注 2 对于下面的初值问题

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Dα，β
1- p2 Dα，β

0+ u ( )x + ( )λ + q ( )x u ( )x = 0，x ∈ ](0，1

I ( )1 - α ( )1 - β
0+ u ( )+0 = 1

K
I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ u ( )-0                      

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ u ( )+0 = KI β ( )1 - α
1- Dα，β

-1+ u ( )-0                    

（16）

使用与引理 2和引理 4相同的方法，可以证得
ϖ 1

ϖ 2
(2p2 + | λ |+ Q )< 1时初值问题（16）在区间 ](0，1 上有

唯一解 ϕ 2( x，λ)。显然，可将定义在 )[-1，0 ∪ ](0，1 上的函数 ϕ ( x，λ)表示为

ϕ ( x，λ)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

ϕ 1 ( )x，λ ，x ∈ )[-1，0

ϕ 2( )x，λ ，x ∈ ](0，1     
，

则 ϕ ( x，λ)是在区间 )[-1，0 ∪ ](0，1 上满足边界条件（2）和转移条件（4）—（5）的方程（1）的解。

同样，满足初始条件
ì
í
î

ïï
ïï

I ( )1 - α ( )1 - β
0+ u ( )1 = hp2

Dα，β
0+ u ( )1 = 1              

的问题（1）有唯一解 χ2( x，λ)，对于任意 x ∈ ](0，1 ，χ2( x，λ)

是关于参数 λ的整函数。

定义 λ 是方程（1）的解，此时式（1）满足初始条件

ì
í
î

ïï
ïï

I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ u ( )-0 = KI ( )1 - α ( )1 - β

0+ χ2( )+0，λ

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ u ( )+0 = KI β ( )1 - α
1- Dα，β

-1+ χ2( )-0，λ
，

对于任意 x ∈ )[-1，0 ，χ1 ( x，λ)是关于参数 λ的整函数。因此，同样可以将定义在区间 )[-1，0 ∪ ](0，1 上

的函数 χ ( )x，λ 表示为

χ ( x，λ)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

χ1 ( )x，λ ，x ∈ )[-1，0

χ2( )x，λ ，x ∈ ](0，1     
。

显然，χ ( x，λ)是方程（1）满足边界条件（3）以及转移条件（4）—（5）的解。

5　分数阶朗斯基行列式

考虑 Hilfer型分数阶 Wronskians（朗斯基行列式）

W 1 ( )x，λ =
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| I ( )1 - α ( )1 - β

-1+ ϕ1 ( )x，λ

I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ ϕ1 ( )x，λ

I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ χ1 ( )x，λ

I β ( )1 - α
0- Dα，β

-1+ χ1 ( )x，λ
，

W 2( )x，λ =
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| I ( )1 - α ( )1 - β

0+ ϕ2( )x，λ

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ ϕ2( )x，λ

I ( )1 - α ( )1 - β
0+ χ2( )x，λ

I β ( )1 - α
1- Dα，β

0+ χ2( )x，λ
，

其中，x 独立且为整函数，通过简单计算可得 W 1 ( x，λ) = W 2( x，λ)，令 W ( λ) = W 1 ( λ) =W 2( )λ 。

引理 5 ∀λ ∈ C，W F ( x，λ)= -W 3 ( x，λ)，其中

W F ( x，λ)=

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| L 1 ( )ϕ1 L 1 ( )χ1

L 2( )ϕ1 L 2( )χ1

L 3 ( )ϕ1 L 3 ( )χ1

L 4 ( )ϕ1 L 4 ( )χ1

L 1 ( )ϕ2 L 1 ( )χ2

L 2( )ϕ2 L 2( )χ2

L 3 ( )ϕ2 L 3 ( )χ2

L 4 ( )ϕ2 L 4 ( )χ2

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|

。

证明  通过函数 ϕi( x，λ)和 χi( x，λ)，i = 1，2 的定义，可得
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WF ( )x,λ =

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| 0
0

I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ ϕ1 ( )-0,λ

I β ( )1 - α
0- Dα,β

-1+ ϕ1 ( )-0,λ

-W 1 ( )x,λ

0
I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ χ1 ( )-0,λ

Iβ ( )1 - α
0- Dα,β

-1+ χ1 ( )-0,λ

0
W 2( )x,λ

KI ( )1 - α ( )1 - β
0+ ϕ2( )+0,λ

1
K

Iβ ( )1 - α
1- Dα,β

0+ ϕ2( )+0,λ

0
0

KI ( )1 - α ( )1 - β
0+ χ2( )+0,λ

1
K

Iβ ( )1 - α
1- Dα,β

0+ χ2( )+0,λ

=-W 1 ( )x,λ W 2( )x,λ

|

|

|

|
|
||
|

|

||

|

|

|
|
||
|

|

| KI ( )1 - α ( )1 - β
0+ ϕ2( )+0,λ

1
K

I β ( )1 - α
1- Dα,β

0+ ϕ2( )+0,λ

KI ( )1 - α ( )1 - β
0+ χ2( )+0,λ

1
K

I β ( )1 - α
1- Dα,β

0+ χ2( )+0,λ
                   

=-W 1 ( )x,λ W 2
2 ( )x,λ                                                                                                                       

=-W 3 ( )x,λ 。                                                                                                                                     
推论 3 W F 的零点组成了 W ( λ)的零点。

引理 6 设 u0 ( λ)是特征值 λ0 对应的特征函数，则函数 u0 ( x)可表示为

u0 ( )x =
ì
í
î

ïï

ïïïï

d 1 ϕ1 ( )x，λ0 + d 2 χ1 ( )x，λ0 ，x ∈ )[-1，0

d 3 ϕ2( )x，λ0 + d 4 χ2( )x，λ0 ，x ∈ ](0，1      
，

其中，di( i = 1，2，3，4)至少有一个不为零。

定理 2 Hilfer型分数阶边值问题（1）—（5）的特征值与特征函数 W ( λ)的零点是一致的。

证明  设 λ0 是 W ( λ) 的 零 点 ，W ( λ0)= 0，则 W (ϕ1 ( x，λ0)，χ1 ( x，λ0) )= 0。 因 为 ϕ 1 ( x，λ0) 和
χ1 ( x，λ0) 是 线 性 相 关 的 ，所 以 存 在 k1 ≠ 0，有 χ1 ( x，λ0)= k1 ϕ1 ( x，λ0 )。 由 式（14）可 知 ，

c1 I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ χ1 (-1，λ0 )- c2 p1 Dα，β

-1+ χ1 (-1，λ0 )-λ[ ]c1 ′I ( )1 - α ( )1 - β
-1+ χ1 (-1，λ0 )- c2 ′ p1 Dα，β

-1+ χ1 (-1，λ0 ) =

k1[ ( )c1 - λc1 ′ ( )c2 - λc2 ′ p1 - ( )c2 - λc2 ′ ]p1 ( )c1 - λc1 ′ = 0，则函数 χ ( x，λ0)满足式（1）—（5），是特征值 λ0

对应的特征函数。

假设 λ = λ0 是式（1）—（5）的特征值，u0 ( x)为对应的特征函数，假定 W ( x，λ0)≠ 0，则存在常数 di

（i = 1，2，3，4）至少有一个不为零，即有

u0 ( x)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

d 1 ϕ1 ( )x，λ0 + d 2 χ1 ( )x，λ0 ， x ∈ )[-1，0

d 3 ϕ2( )x，λ0 + d 4 χ2( )x，λ0 ， x ∈ ](0，1
，

则 W 1 ( x，λ0)≠ 0，W 2( x，λ0)≠ 0。因为特征函数 u0 ( x，λ)满足分数阶边界条件和转移条件（2）—（5），所
以可得到 Li( ⋅，λ0)= 0（i = 1，2，3，4）。常数 ci（i = 1，2，3，4）至少有一个不为零。det (Li u0 ( ⋅，λ0) )= 0，
即 W F ( λ)= 0。 但是由引理 5 可知，有 W F ( λ)≠ 0 与之矛盾，故定理 2 得证。
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A Class of Hilfer-Type Fractional Sturm-Liouville Problems with 
Spectral Parameters in Boundary Conditions

WANG Xueling，HAO Xiaoling
（School of Mathematical Sciences， Inner Mongolia University， Hohhot 010021， China）

Abstract: A class of Hilfer-type fractional Sturm-Liouville problems with spectral parameters in 
the boundary conditions was studied. First， the spectral properties were analyzed and operator symmetry 
was proved. Second， solution uniqueness was established by iterative methods and contraction mapping.
Finally， exact eigenvalue-eigenfunction zero correspondence was shown through constructive analysis.

Key words: fractional differential equation； boundary condition； transmission condition； Hilfer de⁃
rivative； spectral parameter
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