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摘要:提出一种新的求解非线性方程组的非单调自适应加速Levenberg-Marquardt算法,该

算法使用一种新的自适应函数更新Levenberg-Marquardt参数,这种Levenberg-Marquardt
参数的更新方式可提高过于成功的迭代中模型与目标函数的一致性,从而加快算法的收敛速

度.数值实验结果表明,该算法具有良好的数值计算性能.
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0 引 言

考虑非线性方程组

F(x)=0, (1)
其中F(x):ℝn→ℝm 是一个连续可微函数.Levenberg-Marquardt(LM)方法[1-2]是求解方程组(1)常
用的迭代方法,该方法在第k次迭代中计算试探步为

dk=-(JT
kJk+λkI)-1(JT

kFk), (2)



其中Fk=F(xk),Jk=J(xk)是F(x)在xk 处的Jacobi矩阵,I是一个单位矩阵,λk>0是LM 参数.
LM参数的选择对LM方法的数值性能至关重要,目前已经有许多有效的LM参数[3-4].

为克服单调LM算法的局限性,许多研究者将非单调技术引入到LM 方法中.Chamberlain等[5]

首先提出约束优化的 Watchdog技术,放宽了标准线搜索条件,以克服约束优化的 marotos效应;

Grippo等[6]提出了应用于牛顿方法的非单调线搜索技术,并将该技术应用于截断牛顿方法[7]中;

Amini等[8]提出了针对LM方法的非单调线搜索技术;Kimiaei[9]对文献[8]中的非单调技术进行了改

进,将新的非单调技术应用于LM 方法中;Huang等[10]将提出的非单调的LM方法与文献[11]中的单

调LM方法进行了比较,数值实验结果表明,带有非单调技术的算法比没有非单调技术的算法更有效.
因此,本文将在LM方法中引入非单调技术,在保证全局收敛性的前提下减少总迭代次数和运行时间.

除上述非单调技术的引入外,自适应技术的引入也能减少算法迭代次数,加快算法的收敛速度.
Hei[12]在信赖域方法中提出了一个 R 函数,使用自适应更新技术更新信赖域半径Δk,即Δk+1=
R(rk)Δk.此外,Walmag等[13]提出了一个Λ函数更新信赖域半径,即Δk+1=Λ(rk)Δk,其中Λ 是一个

关于rk 的非负有界函数.在此基础上,Lu等[14]研究表明,在过于成功的迭代中,模型与目标函数之

间的一致性欠佳,因此提出了一个L函数更新信赖域半径.结果表明,L函数包含了R 函数和Λ 函数

的一些有利特征,并且该方法在过于成功的迭代中更有效.
本文将构造一个新的自适应更新函数更新LM参数以提高算法的效率.首先将一种有效的非单调

技术应用于LM方法,该方法在不影响算法全局收敛性的情况下允许函数值有所增长;然后选择一种

有效的LM参数更新试探步,当迭代序列远离最优解集时,接受大量次不成功的迭代,避免迭代点在

局部区域来回跳跃的情况;最后构造一种自适应函数更新参数μk,充分利用实际下降量与预测下降量

的比值信息判断是否接受试探步,提高了过于成功的迭代中模型与目标函数的一致性.此外,证明了

本文的非单调自适应加速LM算法在适当条件下具有全局收敛性,并在局部误差界条件下保持二阶收

敛速率.数值计算结果表明,该方法具有较好的数值性能.

1 算法设计

定义价值函数‖Fk‖2 在第k次迭代的实际下降量与预测下降量之间的比值为rk=
Aredk

Predk
,该

比值决定了是否接受试探步dk,其中实际下降量和预测下降量分别为

Aredk=‖Fk‖2-‖F(xk+dk)‖2, (3)

Predk=‖Fk‖2-‖Fk+Jkdk‖2. (4)

  本文将非单调技术应用于LM方法,使用实际下降量

Aredk=Λk-‖F(xk+dk)‖2, (5)
这里

Λk=

‖Fk‖2, k=0,

∑
m(k)-1

i=0
ηm(k)-iFk(i)+‖Fk‖2

∑
m(k)-1

i=0
ηm(k)-i+1

,k>0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

,
(6)

其中:m(0)=0,0≤m(k)≤min{m(k-1)+1,N},N∈ℕ;η∈[ηmin,ηmax],ηmin∈[0,1),ηmax∈[ηmin,1];

Fk={‖Fk-j‖2}0≤j≤m(k), k∈ ℕ;  Fk(i)=
‖Fk‖2, k<N,

‖Fk-N+i+1‖2,k≥N{ ,
式中

i∈
[0,k], k<N,
[0,N-1],k≥N{ .

为存储新的信息并去除旧信息,非单调技术利用序列{Fk}确定阻尼参数.本文所用的比值为
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rk=Aredk

Predk
= Λk-‖F(xk+dk)‖2

‖Fk‖2-‖Fk+Jkdk‖2
. (7)

  在LM方法中使用非单调线搜索技术,可以在连续迭代时不强制执行目标函数值的严格单调性,
即函数值不需要在每次迭代中严格减少,并且允许较大的步长,因此它可能是整个优化过程的一个

更好选择.特别是当所求问题存在弯曲狭谷的情况下,非单调技术可增加算法寻找到全局最优值的可

能性并提高算法的收敛速度.
本文选择LM参数

λk+1=μk+1‖Fk+1‖2

1+‖Fk+1‖2
. (8)

显然,当{xk}远离解集,‖Fk‖非常大时, ‖Fk+1‖2

1+‖Fk+1‖2
接近于1,λk 接近于μk,选择这个LM参数能

提高算法的效率.
在过于成功的迭代中,目标函数的实际下降量明显大于预测下降量.虽然目前的迭代允许算法向

最优方向发展,但模型函数对目标函数的近似并不准确.所以为克服迭代在过于成功时的缺陷,本文

构造了更新参数μk+1的自适应函数:

K(rk)=

β1+(β2-β1)exp- -rk+p1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
{ }

2
, rk ≤p1,

β2, p1 <rk <p2,

1-β3exp{p2}
1-exp{p2}-

(1-β3)exp{p2}
1-exp{p2}

exp{-rk+p2}-12
,rk ≥p2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(9)

其中β1,β2,β3,p1,p2 是常数,并且0<β2<1<β1≤β3,0<p1<p2<1.因此,K(rk)满足以下性质:

1)lim
rk→∞

K(rk)=β1;2)lim
rk→p1

K(rk)=β2;3)lim
rk→p2

K(rk)=12
;4)lim

rk→+∞
K(rk)=

1-β3exp{p2}
1-exp{p2}-

1
2.

本文参数μk+1的更新方式为

μk+1=max{m,K(rk)μk}. (10)
当比值rk 接近于1,即模型函数提供了目标函数的精确局部近似时,接受试探步dk 并减小μk;否则,
拒绝试探步dk 并增大μk.在这种参数μk+1的更新方式中,当比值rk 充分大于1,即迭代过于成功时,
选择增大μk 可提高在过于成功的迭代中模型与目标函数的一致性,避免迭代点在局部跳跃,加快算法

的收敛速度,增强算法的有效性和稳定性.
由式(2)可知试探步dk 是凸优化问题:

min
d∈ℝn

{‖Fk+Jkd‖2+λk‖d‖2}≐φk(d)

的解,如果Δk=‖-(JT
kJk+λkI)-1(JT

kFk)‖,则dk 也是信赖域子问题

min
d∈ℝn

‖Fk+Jkd‖2,

s.t.‖d‖ ≤Δk

的解.根据文献[15]的结论,有

Predk ≥ ‖JT
kFk‖min ‖dk‖,‖J

T
kFk‖

‖JT
kJk

{ }‖ . (11)

  在 上 述 分 析 的 基 础 上,本 文 提 出 一 种 新 的 非 单 调 自 适 应 加 速 LM(nonmonotoneadaptive
acceleratedLevenberg-Marquardt,NALM)算法.

算法1 NALM算法.
初始点选取:给定x0∈ℝn,μ0>m>0,0≤p0<p1<p2<1,0<β2<1<β1≤β3,ε>0.令k∶=0.
步骤1)计算Fk 和Jk.如果‖JT

kFk‖≤ε,则停止计算;否则,通过式(8)求自适应LM参数λk.
步骤2)求解

(JT
kJk+λkI)d=-JT

kFk (12)
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得到dk.

步骤3)利用式(4),(5),(7)分别计算Predk,Aredk和rk.
步骤4)设

xk+1=
xk+dk,rk ≥p0,

xk, rk <p0{ .
(13)

  步骤5)利用式(9)计算K(rk),并利用式(10)更新参数μk+1.
令k∶=k+1,返回步骤1).

2 收敛性分析

2.1 全局收敛性

假设1 (i)对任意给定的x0∈ℝn,水平集L(x0)∶= {x∈ℝn ‖F(x)‖ ≤ ‖F(x0)‖}是有界的.
(ii)F(x)是连续可微函数,F(x)和Jacobi矩阵J(x)是Lipschitz连续的,即存在正常数L1 和L2,

满足

‖J(x)-J(y)‖ ≤L1‖x-y‖,  ∀x,y∈ ℝn, (14)

‖F(x)-F(y)‖ ≤L2‖x-y‖,  ∀x,y∈ ℝn. (15)
由式(14),(15),可得

‖F(y)-F(x)-J(x)(y-x)‖ ≤L1‖y-x‖2,  ∀x,y∈ ℝn, (16)

‖J(x)‖ ≤L2,  ∀x∈ ℝn. (17)

  记NFl(k)∶=max{Fk},k∈ℕ.
引理1 若序列{xk}由NALM算法产生,则:

1)对所有的k∈ℕ,有xk∈L(x0);

2){NFl(k)}k≥0是一个收敛序列.
证明:1)首先证明

Λk ≤NFl(k). (18)
由定义,有

Λk=
∑

m(k)-1

i=0
ηm(k)-iFk(i)+‖Fk‖2

∑
m(k-1)

i=0
ηm(k)-i+1

≤
∑

m(k)-1

i=0
ηm(k)-iNFl(k)+NFl(k)

∑
m(k-1)

i=0
ηm(k)-i+1

=NFl(k),

即式(18)成立.另一方面,由于xk+1被算法接受,故

Λk-‖Fk+1‖2 ≥ ‖Fk‖2-‖Fk+1‖2=Aredk ≥p0Predk >0,
即

‖Fk+1‖2 ≤Λk. (19)

  下面使用数学归纳法证明.当k=0时,有Λ0=‖F0‖2,所以‖F1‖2≤‖F0‖2 成立.假设对

所有的i=1,2,…,k,都有xk∈L(x0),即对所有的i=1,2,…,k,都有‖Fi‖2≤‖F0‖2 成立,则

NFl(k)≤‖F0‖2.结合式(18),(19),可得

‖Fk+1‖2 ≤Λk ≤NFl(k)≤ ‖F0‖2.
因此xk+1∈L(x0),所以有{xk}k≥0包含在L(x0)中.
2)由式(18),(19),有

NFl(k+1)=max{Fk+1}=max
0≤j≤N

{‖Fk+1-j‖2}≤ max{max
0≤j≤N

{‖Fk-j‖2},‖Fk+1‖2}=

max{NFl(k),Λk}=NFl(k),
所以{NFl(k)}k≥0是一个递减序列,由假设1中(i)和xk∈L(x0)可得{NFl(k)}k≥0是一个收敛序列.

定理1 在假设1的条件下,由NALM算法生成序列{xk},则
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lim
k→∞
‖JT

kFk‖=0. (20)

  证明:反证法.假设存在一个正常数ε>0和无穷多个k,使得

‖JT
kFk‖ ≥ε. (21)

首先证明

lim
k→∞

Λk=lim
k→∞
‖Fk‖2. (22)

由引理1中2)以及Λk≤NFl(k)可知Λk 存在极限.对不等式(18),(19)两边取极限可得

lim
k→∞
‖Fk‖2=lim

k→∞
‖Fk+1‖2 ≤lim

k→∞
Λk,  lim

k→∞
Λk ≤lim

k→∞
NFl(k)≤lim

k→∞
‖Fk‖2.

结合上述两个不等式可知式(22)成立.
由于dk 被算法接受,所以Λk-‖Fk+1‖2≥p0Predk.根据式(11),(17),(21),可知

Λk-‖Fk+1‖2 ≥p0‖JT
kFk‖min ‖dk‖,‖J

T
kFk‖

‖JT
kJk

{ }‖ ≥p0εmin ‖dk‖,εL{ }2
2

. (23)

结合不等式(23),(22),可得

lim
k→∞

dk=0. (24)

从而由式(2),(8),(17),(21),有

lim
k→∞

μk=+∞. (25)

  另一方面,由式(3),(11),(17),(21),(24),有

rk-1 = Aredk

Predk
-1 = ‖Fk+Jkdk‖2-‖Fk+1‖2

Predk
=

‖Fk+Jkdk‖O(‖dk‖2)+O(‖dk‖4)
Predk

≤

‖Fk+Jkdk‖O(‖dk‖2)+O(‖dk‖4)

‖JT
kFk‖min ‖dk‖,‖J

T
kFk‖

‖JT
kJk

{ }‖
≤O(‖dk‖2)

‖dk‖ →0.

再结合式(5)~(7),可得

rk=Aredk

Predk
=Λk-‖Fk+1‖2

Predk
≥ ‖Fk‖2-‖Fk+1‖2

Predk
=rk →1.

根据μk 的更新规则,可知存在一个正常数μ>m,使得对所有足够大的k,μk<μ都成立,这与式(25)
矛盾,从而式(20)成立.
2.2 局部收敛性

下面利用奇异值分解技术研究算法的局部收敛性.假设由算法生成的序列xk 收敛于非空解集

X*,并且位于x*∈X*的某个邻域内.
假设2 (i)F(x)是连续可微函数,J(x)在N(x*,b1)上Lipschitz连续,b1<1,即存在一个正常数

L1,满足

‖J(y)-J(x)‖ ≤L1‖y-x‖,  ∀x,y∈N(x*,b1)={x ‖x-x*‖ ≤b1}. (26)

  (ii)‖F(x)‖在x*∈X* 的某邻域内提供了一个方程组(1)的局部误差界,即存在一个正常数

c1>0,满足

‖F(x)‖ ≥c1dist(x,X*),  ∀x∈N(x*,b1), (27)
其中dist(x,X*)是x到X*的距离.

根据式(26),有

‖F(y)-F(x)-J(x)(y-x)‖ ≤L1‖y-x‖2, (28)

‖F(y)-F(x)‖ ≤L2‖y-x‖,  ∀x,y∈N(x*,b1), (29)
其中L2 是一个正常数.下面使用xk∈X*表示满足

‖xk-xk‖=dist(xk,X*) (30)
的向量.为得到序列{xk}的局部收敛速度,提出以下引理.
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引理2 在假设2的条件下,对所有足够大的k,存在一个常数c2>0,满足‖dk‖≤c2‖xk-xk‖.
证明:由xk 的定义式(30)可知

‖xk-x*‖ ≤ ‖xk-xk‖+‖xk-x*‖ ≤2‖xk-x*‖ ≤b1,
即x∈N(x*,b1).根据式(13),有

λk= μk‖Fk‖2

1+‖Fk‖2=μk 1- 1
1+‖Fk‖

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≥m1- 1
1+c21‖xk-xk‖

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 = mc21‖xk-xk‖2

1+c21‖xk-xk‖2
.

根据不等式(28),得

‖Fk+Jk(xk-xk)‖2=‖F(xk)-Fk-Jk(xk-xk)‖2 ≤L21‖xk-xk‖4.
由于dk 是φk(d)的最小点,因此

‖dk‖2 ≤ 1λk
φk(dk)≤ 1λk

φk(xk-xk)=1λk
(‖Fk+Jk(xk-xk)‖2+λk‖xk-xk‖2)≤

1+c21‖xk-xk‖2

mc21‖xk-xk‖2
(L21‖xk-xk‖4)+‖xk-xk‖2=O(‖xk-xk‖2).

所以存在一个常数c2>0,使得‖dk‖≤c2‖xk-xk‖.
引理3 在假设2的条件下,对所有足够大的k,存在一个正常数M>m,满足μk≤M.
证明:首先证明对足够大的k,下面的不等式成立:

Predk=‖Fk‖2-‖Fk+Jkdk‖2 ≥ minc1
2c2
,c1{ }2 ‖Fk‖‖dk‖. (31)

考虑如下两种情形.
情形1)如果‖xk-xk‖≤‖dk‖,则根据dk 的定义和假设2,有

‖Fk‖-‖Fk+Jkdk‖ ≥‖Fk‖-‖Fk+Jk(xk-xk)‖ ≥

c1‖xk-xk‖-L1‖xk-xk‖2 ≥c1
2c2
‖dk‖. (32)

  情形2)如果‖xk-xk‖>‖dk‖,则有

‖Fk‖-‖Fk+Jkdk‖ ≥ ‖Fk‖- Fk+ ‖dk‖
‖xk-xk‖

Jk(xk-xk)≥

‖dk‖
‖xk-xk‖

(‖Fk‖-‖Fk+Jk(xk-xk)‖)≥

‖dk‖
‖xk-xk‖

(c1‖xk-xk‖-L1‖xk-xk‖2)≥c1
2‖dk‖. (33)

结合不等式(32),(33)以及引理2可知

Predk=(‖Fk‖+‖Fk+Jkdk‖)(‖Fk‖-‖Fk+Jkdk‖)≥

‖Fk‖(‖Fk‖-‖Fk+Jkdk‖)≥ minc1
2c2
,c1{ }2 ‖Fk‖‖dk‖, (34)

即式(31)成立.因此,由式(31)、假设2和引理2,有

rk-1 = Aredk

Predk
-1 =‖Fk+Jkdk‖O(‖dk‖2)+O(‖dk‖4)

Predk
≤

‖Fk‖O(‖dk‖2)+O(‖dk‖4)
O(‖Fk‖‖dk‖) =O(‖dk‖)→0.

再结合式(5)~(7)可得

rk=Aredk

Predk
=Λk-‖Fk+1‖2

Predk
≥ ‖Fk‖2-‖Fk+1‖2

Predk
=rk →1.

所以rk→1,从而存在一个常数M>m,使得对所有足够大的k,都有μk≤M.
根据文献[16]中定理1的证明结果,在不失一般性的情况下,假设对所有x∈N(x*,b1)∩X*都

有秩rank(J(x*))=r,假设J(x)的奇异值分解为

J(x)=(췍U1,췍U2)
Σ1 0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 0

췍VT
1

췍VT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2
=췍U1Σ1췍VT

1, (35)
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其中Σ1=diag(σ1,σ2,…,σr),σ1≥σ2≥…≥σr>0,并且U=(췍U1,췍U2),V=(췍V1,췍V2)是正交矩阵.相应

地,考虑J(xk)的奇异值分解为

J(xk)=(U1,U2,U3)
Σ1 0 0
0 Σ2 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 0

VT
1

VT
2

VT

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=U1Σ1VT
1 +U2Σ2VT

2, (36)

其中U=(U1,U2,U3),V=(V1,V2,V3)是正交矩阵,Σ1=diag(σ1,σ2,…,σr),σ1≥σ2≥…≥σr>0,并且

Σ2=diag(σr+1,σr+2,…,σr+q),σr+1≥σr+2≥…≥σr+q>0.
引理4 在假设2的条件下,对所有足够大的k,有:

1)‖U1UT
1Fk‖≤O(‖xk-xk‖);

2)‖U2UT
2Fk‖≤O(‖xk-xk‖2);

3)‖U3UT
3Fk‖≤O(‖xk-xk‖2);

4)‖Fk+Jkdk‖≤O(‖xk-xk‖2).
证明:结论1)~3)的证明可参照文献[17]中引理4.1的证明得到,故略.为证明结论4),由

式(14)和矩阵摄动理论[18],得

‖diag(Σ1-Σ1,Σ2,0)‖ ≤ ‖Jk-J(xk)‖ ≤L1‖xk-xk‖,
即

‖Σ1-Σ1‖ ≤L1‖xk-xk‖,  ‖Σ2‖ ≤L1‖xk-xk‖. (37)

因为{xk}收敛于解集X*,假设L1‖xk-xk‖≤
σr

2
对所有足够大的k都成立,则由式(37),有

‖Σ-1
1 ‖ ≤ 1

σr-L1‖xk-xk‖ ≤
2
σr

. (38)

再结合式(29)、引理3以及F(xk)=0,可知LM参数满足

λk= μk‖Fk‖2

1+‖Fk‖2 ≤μk‖Fk‖2 ≤ML2
2‖xk-xk‖2. (39)

  由式(12)和式(36),可得

dk=-V1(Σ21+λkI)-1Σ1UT
1Fk-V2(Σ22+λkI)-1Σ2UT

2Fk,

Fk+Jkdk=Fk-U1Σ1(Σ21+λkI)-1Σ1UT
1Fk-U2Σ2(Σ22+λkI)-1Σ2UT

2Fk=
λkU1(Σ21+λkI)-1UT

1Fk+λkU2(Σ22+λkI)-1UT
2Fk+U3UT

3Fk.
再结合式(38)和式(39),有

‖Fk+Jkdk‖ ≤λk‖Σ-2
1 ‖‖UT

1Fk‖+‖UT
2Fk‖+‖U3UT

3Fk‖ ≤
4L22M‖xk-xk‖3

σ2r +O(‖xk-xk‖2)+O(‖xk-xk‖2)=O(‖xk-xk‖2).

  定理2 假设序列{xk}由NALM算法生成,则在假设2的条件下,序列{xk}二次收敛到问题(1)
的解.

证明:由假设2、引理2和引理4中4),有

c1‖xk+1-xk+1‖ ≤‖F(xk+1)‖=‖F(xk+dk)‖ ≤
‖Fk+Jkdk‖+O(‖dk‖2)=O(‖xk-xk‖2). (40)

另一方面,有

‖xk-xk‖=dist(xk,X*)≤ ‖xk+1-xk‖ ≤ ‖xk+1-xk+1‖+‖dk‖.
  由引理2,对足够大的k有‖xk-xk‖≤2‖dk‖≤O(‖xk-xk‖).因此,‖dk‖=O(‖xk-xk‖).
结合式(40),可推出‖dk+1‖≤O(‖dk‖2),表明{xk}二次收敛到集合X*的一个解.

3 数值实验

下面将 本 文 提 出 的 NALM 算 法 与 非 单 调 LM(nonmonotoneLevenberg-Marquardt,NLM)
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算法[8]、自适应LM(adaptiveLevenberg-Marquardt,ALM)算法[19]的数值性能进行比较,以验证本文

算法的有效性.数值实验的测试函数集是通过修改文献[20]中给出的非奇异问题得到的,其形式与

Schnabel等[21]构造的奇异测试问题形式相同.
所有算法程序均由 MATLAB软件实现.通过选择不同的LM 参数考虑两种ALM 算法:当选择

LM参数中的δ=1时将算法记为ALM1;当选择δ=2时将算法记为ALM2.在所有算法中,使用的参

数为:p0=10-4,p1=0.25,p2=0.75,N0=5,μ0=0.01,m=10-8,σ1=0.25,σ2=0.5,β1=1.01,

β2=0.5,β3=2.当满足‖JT
kFk‖≤10-6或者迭代次数超过100(n+1)时算法停止迭代.分别从

-10x0,-x0,x0,10x0 和100x0 五个起始点运行测试问题,其中x0 由文献[21]给出.
本文利用Dolan等[22]提出的数值性能比较方法给出不同算法数值性能比较结果.以迭代次数为

例,在性能图中横坐标τ表示最佳比值因子,纵坐标P(τ)表示测试算法s在最少迭代次数集的τ倍内

所能解的问题个数占总问题个数的比率,它反映了测试算法迭代次数的数值性能.图中最高曲线表示

该测试算法在最少迭代次数集的τ倍内能求解的问题最多,因此性能图中位于右上角的算法数值性能

更好.不同算法的数值性能比较结果如图1~图4所示.

图1 不同算法迭代次数的性能比较

Fig.1 Performancecomparisonforiterations
ofdifferentalgorithms

图2 不同算法函数计算次数的性能比较

Fig.2 Performancecomparisonforfunction
calculationtimesofdifferentalgorithms

图3 不同算法梯度计算次数的性能比较

Fig.3 Performancecomparisonforgradientcalculation
timesofdifferentalgorithms

图4 不同算法CPU性能比较

Fig.4 PerformancecomparisonforCPU
ofdifferentalgorithms

由图1~图3可见:当τ=5时,NALM 算法和ALM2算法可成功求解所选的所有测试问题,而

NLM算法只能成功求解约96%的问题,ALM1算法只能成功求解约95%的问题;NALM算法迭代次

数、函数计算次数和梯度计算次数最少的问题约占总问题的92%,而ALM2算法迭代次数、函数计算

次数和梯度计算次数最少的问题约占总问题的32%.表明 NALM 算法比 ALM2算法更有优势.由

图4可见,在解决本文所给的测试问题时,NALM算法所用的运行时间相比其他算法更少.实验结果

表明,本文算法具有良好的数值性能,在求解非线性方程组问题方面性能更优.
综上所述,本文提出了一种新的非单调自适应加速LM 算法,该算法基于一个有效的LM 参数,

利用非单调技术避免了迭代在局部跳跃,通过构造自适应函数提高了模型与目标函数的一致性.数值
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实验结果表明,本文所提算法不仅能快速收敛到解集,还能减少Jacobi矩阵计算次数,具有良好的发

展前景.
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