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摘 要：由点与边构成的图形能否通过其内在约束唯一确定形状，对网络化系统协同任务的实现具有重要意义。

近年来，作为研究该问题的理论工具，图刚性理论得到了迅速发展。其中，基于角度约束的图刚性理论在工程领域

具有广泛适用性，已成为刚性理论的重要分支。论文系统梳理了图的角度刚性理论相关研究进展。首先，从无符

号角约束与符号角约束两个方面，分别综述了国内外学者近年来的代表性成果；在此基础上，进一步探讨了角度刚

性理论与矩阵补全理论之间的内在联系。最后，总结了该领域现存的开放性问题及未来发展方向，可为基于角度

约束的网络化系统协同控制与优化研究提供参考。
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在网络化系统协同问题中，由网络节点及节点

间相互感知关系构成的拓扑图形，其形状唯一性

（图 1）对协同任务的可实现性具有关键影响［1-2］。

以分布式传感器网络定位场景为例［3］，网络节点通

常处于信息受限环境［4］，单个节点仅可获取邻接节

点间的距离［5］、距离比值［6］、方位信息［7-8］ 与角度信

息［9-11］等局部测量数据，通过与邻接节点的分布式

信息交互，完成自身位置状态估计。若网络构型，

即由传感器空间位置与相互感知关系共同构成的

拓扑结构，无法在局部约束条件下实现唯一确定

（图 2），则定位问题会出现多解现象。同理，在分布

式多智能体编队控制任务中，当局部约束不足以唯

一约束期望编队构型时，智能体集群易收敛至非目

标队形［12-16］。因此，围绕距离、方位、角度等典型局

部约束，开展拓扑图形形状唯一性的理论分析，是

网络化协同系统研究的核心关键。

探究由顶点与连杆构成的框架系统在外部扰

动下的响应特征，是刚性理论研究的核心内容。早

在 1776 年，欧拉便对该问题开展研究［17］，并提出了

猜想：在距离约束下，多面体结构具有形状唯一性，

仅允许发生由平移与旋转构成的平凡形变。1813

图 1　网络化系统中的感知图实例

Fig. 1　Illustration of a sensing graph in a network system
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图 2　距离约束下不同拓扑结构对形状唯一性的影响

Fig. 2　Effect of topology on shape uniqueness under 
distance constraints
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年，柯西（Cauchy）关注到这一猜想，并在凸多面体

的假设条件下完成了证明［18］。值得注意的是，在引

入距离刚性函数，系统建立基于距离约束的图刚性

理论后，文献［19］揭示了一项重要结论——连杆系

统的刚性特性主要由其拓扑结构决定，而非顶点的

位置配置。受此启发，文献［20］进一步证明了拉曼

图是二维无穷小距离刚性的图条件，即对于几乎所

有二维顶点位置配置，拉曼图均满足无穷小距离刚

性。目前，距离刚性理论的分析范畴已从几何系统

拓展至物理结构，并对力学、机器人学等学科领域

产生了重要影响［21］。

受距离刚性理论的启发，基于方位约束的方位

刚性理论逐步建立并发展［6-7， 22-24］。方位刚性思想

最早在文献［22］中以平行重绘的形式被提出，随后

相 关 学 者 在 二 维 空 间 中 对 其 进 行 了 系 统 性 构

建［25-29］。文献［7］将图的方位刚性理论推广至任意

维度，并指出在方位约束下图形的形状唯一性（仅

允许由平移与缩放构成的平凡形变）等价于无穷小

方位刚性。此后，该作者在文献［30］中进一步证

明，与无穷小距离刚性类似，无穷小方位刚性的图

条件同样为拉曼图。这表明，对于几乎所有顶点配

置，在方位约束下拉曼图均可保证形状唯一性。该

结论极大推动了图的方位刚性理论在传感器网络

定位、多智能体协同编队（图 3）及运动结构恢复等

协同问题中的应用［31-34］。

相较于距离、方位等约束，角度约束不依赖于

全局坐标系，且允许图形平凡变化的自由度更高

（可实现旋转、平移、缩放），近年来受到了广泛关注

与深入研究［9-11，35-39］。在文献［25］中，探讨了基于角

度约束的编队控制可行性，并给出了若干关键结

论。文献［40］提出了一种基于角度约束的环形编

队控制算法，可确保网络中受约束的角度收敛至期

望值。但期望角度约束无法保证编队队形的形状

唯一性，因此难以确保所收敛队形的精确性。为解

决这一问题，基于不同角度约束的图刚性理论被相

继提出。文献［10］在框架（framework）的研究背景

下，首次系统性地研究了基于无符号角（即邻边之

间夹角的余弦值）的图刚性理论。文献［11］则在角

性结构（angularity）的框架下，基于符号角（即邻边

之间的逆时针旋转角度）提出了符号角刚性理论。

本文将分别从无符号角刚性理论和符号角刚性理

论两个方向出发，系统梳理角度约束在图形形状唯

一性方面的研究进展，比较分析各理论的特点与局

限，进而对角度刚性理论的研究现状进行总结，并

对未来的研究方向进行展望。

1　无符号角刚性理论

本章首先介绍文献［9-10］提出的全局无符号

角刚性、局部无符号角刚性及无穷小无符号角刚性

等概念。其次，基于上述刚性性质，系统梳理现有

文献中无符号角约束下的图形形状唯一性相关结

论。最后，对当前无符号角刚性理论中的若干开放

性问题进行归纳与探讨。

1. 1　局部刚性、全局刚性以及无穷小刚性

在 d 维欧氏空间中，框架（framework）(G，p ) 由
无 向 图 G= (V，E ) 和 配 置（configuration）p=
[ pT

1，…，pT
n ]T 组成，其中 p i ∈ R d 表示节点 i ∈ V的坐

标，并满足任意两点不重合的假设。

为刻画 d 维欧氏空间中框架 (G，p )的所有无符

号角信息，下面引入无符号角刚性函数：

A TG ( p )= […，bT
ji b jk，…]

T
，   ( i，j，k )∈ TG， （1）

其中：b ji、b jk 为单位向量，分别表示由 j 点出发指向

i、k 两 点 的 相 对 方 位 ；bT
ji b jk 表 示 方 位 所 夹 角 度

θijk ∈ [ 0，π ) 的 余 弦（ 图 4）；TG = {( i，j，k ) |i < k，

( i，j )，( j，k ) ∈ E } 为 角 引 集 ，是 对 所 有 角 度 的

索引。

图 3　多智能体编队实例

Fig. 3　Illustration of the multi-agent formation
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图 4　无符号角约束实例

Fig. 4　Illustration of unsigned angles
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由于角度余弦值可在单智能体的局部坐标系

下测得，基于无符号角刚性理论的网络化系统协同

控制过程无需依赖全局坐标系。值得注意的是，无

符号角刚性函数的约束项存在冗余，因此集合 TG可
在充分刻画刚性特征的前提下被替换为其子集  
T̄G ⊂ TG。将框架 (G，p )的形状可由无符号角唯一确

定定义为：对任意与框架 (G，p )具有相同无符号角

的框架 (G，q )，其配置 q均可表示为关于配置 p的整

体旋转、平移与放缩变换［36］。其数学表达式为

q = c [ In⊗R ] p+ 1n⊗ ξ。 （2）
其中：c ∈ R\ { 0 }为非零缩放系数；R ∈ O ( d )为 d 维

正交旋转矩阵； ξ∈ R d 为平移项量；1n 表示元素全

为 1 的 n 维列向量；⊗ 表示克罗内克积运算。从形

状可被无符号角唯一确定的定义可知，相较于距离

刚性理论［5］和方位刚性理论［7］，无符号角刚性在刻

画图形形状的唯一性时具有更宽松的约束条件。

下文将具体介绍无符号角刚性的相关基础定义。

定义 1  对于在 d 维欧氏空间中的框架 (G，p )，
若存在一个关于 p的邻域 U p，使得

A-1
TG ( A TG ( p ) )∩ U p = A-1

TK ( A TK ( p ) )∩ U p，（3）
则称框架 (G，p ) 满足局部无符号角刚性。其中：K
表示与 G对应的完全图。

定义 2  若 d 维欧氏空间中的框架 (G，p )满足

A-1
TG ( A TG ( p ) )= A-1

TK ( A TK ( p ) )， （4）
则称框架 (G，p )满足全局无符号角刚性。

由上述定义可知，局部无符号角刚性表示框架

在配置 p的某一邻域内满足刚性，该性质可由全局

无符号角刚性推得。全局无符号角刚性则表明，若

确定框架 (G，p )中的所有角度，则可唯一确定其中

任意 3 点构成的角度，即完全图的二维嵌入 (K，p )
中的所有角度。此外，全局（局部）无符号角刚性借

助刚性函数刻画角度对框架形状的约束程度，是一

种几何性质，可用于判断框架形状的唯一性。然而，

在 d 维欧氏空间中，判断框架 (G，p ) 是否满足全局

（局部）无符号角刚性通常较为困难。因此，下文将

从另一个角度——无穷小无符号角刚性，对无符号

角刚性展开分析。

为引入无穷小无符号角刚性，首先给出无穷小

无符号角运动与平凡无符号角运动的概念。对于

一个瞬时连续运动 ṗ= v。若该运动满足

Ȧ TG ( p )= ∂A TG ( p )
∂p v≜ R TG

A ( p ) v= 0， （5）

则称它为无穷小无符号角运动。其中：R TG
A ( p )称为

无符号角刚性矩阵。若该运动为平移、旋转与缩放

运动的线性组合，则称其为平凡运动。下面给出无

穷小无符号角刚性的定义。

定义 3  对于 d 维欧氏空间中的框架 (G，p )，若
其所有无穷小无符号角运动均为平凡运动，则称该

框架满足无穷小无符号角刚性。

无穷小无符号角刚性通过刚性矩阵的零空间，

刻画框架在角度约束下的连续形变轨迹与形变趋

势，是一种代数性质。与全局（局部）无符号角刚性

相比，它更易于通过刚性矩阵的谱分析进行判定。

综合现有文献对无符号角刚性性质的研究，给出 3
种刚性性质的内在联系（图 5）。

由图 5 可知，无穷小无符号角刚性可推出局部

无符号角刚性。因此，通过分析框架刚性矩阵的零

空间，即可判定其局部无符号角刚性。该结论也为

无符号角刚性理论在基于梯度下降思想的多智能

体编队控制算法设计中的应用提供了理论支撑。

尽管文献［10］推测无符号角刚性与方位刚性［7］具有

类似的关联关系，但该结论尚未得到充分验证。

有趣的是，文献［10］的研究同样表明，与距离

刚性类似，无符号角刚性主要由网络拓扑结构决

定，而非顶点位置的具体配置。也就是说，在给定

图结构的前提下，在二维空间中一个框架是否具有

角度刚性，对几乎所有顶点构型均成立。该结论进

一步说明，无符号角刚性是图的一类通有性质。需

要强调的是，框架满足无符号角刚性，并不代表其

形状具有唯一性。为便于理解，图 6 给出了若干实

例。其中，红色箭头表示框架存在非平凡运动，对应

框架不满足无穷小无符号角刚性。此外，由图 6（b）
可见，即使框架中所有角度均被确定（即满足全局

无符号角刚性），其形状仍有可能无法被唯一确定。

下一节将给出无符号角刚性、图约束条件与图形形

状唯一性三者间的内在联系。

1. 2　关于无符号角约束的图形形状唯一性结论

在基于角度量测的传感器网络定位问题中，各

传感器在有限感知（通信）半径 r 内，可与邻域传感

器通信并测得相应的角度，具体如图 7 所示。该网

�0��1
@��

���1
@�� �G�1
@��?

?????????????????????

图 5　无符号角刚性性质关联图

Fig. 5　Relationships among unsigned
 angle rigidity properties
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络可抽象为一个框架 (G，p )，其几何形状能否由无

符号角唯一确定，直接决定基于无符号角约束的传

感器网络定位问题是否存在唯一解。文献［36］提

出了角度可固定性（angle fixability）的概念，并对此

展开了深入研究。

引理 1［36］ 对于二维欧氏空间中的框架 (G，p )，
其形状可由无符号角约束唯一确定，当且仅当该框

架同时满足全局无符号角刚性与无穷小无符号角

刚性。

引理 1 表明，若要通过角度约束唯一确定框架

形状，需排除两类形态歧义：非平凡的无穷小运动

及相同角度下可能存在的翻转歧义。引理 1 首次给

出了框架形状可由角度唯一确定的充要条件。值

得注意的是，由于目前判断一个框架是否满足全局

无符号角刚性仍较为困难，上述结论难以直接应用

于实际问题。因此，基于该结论进一步给出了满足

角度可固定性的图约束条件，即双边排序图（bilater⁃
ation ordering）。

定理 1［36］ 若二维欧氏空间中的图 G包含双边

排序子图，则对几乎所有的顶点位置配置，其框架

形状可由无符号角约束唯一确定。

图 8 给出了双边排序图的构造实例。可以看

出，双边排序图按顺序依次引入顶点，每个新顶点

均可由至少两条不平行直线的交点唯一确定，定理  
1 正是基于这一思路得以证明。此外，定理  1 表明，

嵌入二维欧氏空间的图，其形状唯一性主要由图的

拓扑结构决定，而非顶点坐标。若图 G包含双边排

序子图，则在几乎所有顶点位置配置下，无法通过

无符号角唯一确定形状的构型集合的测度为零。

该图条件为基于无符号角的传感器网络定位、编队

控制及多智能体群聚等协同问题的研究提供了理

论支撑［15］。但需要指出的是，定理 1 给出的仅是充

分非必要条件。大量实例表明，许多图条件弱于双

边排序图的结构（如拉曼图［31］），其在二维空间中满

足无穷小无符号角刚性的框架，同样满足全局无符

号角刚性，而这一内在关系的严格证明至今尚未完

成。另一方面，针对三维空间中的无符号角刚性理

论，文献［36］证明了若一个二维框架由非退化双边

排序图嵌入得到，则其角度可固定性在升维至更高

维空间后依然保持。文献［38］进一步研究了无符

号角约束下三维凸多面体的刚性特性。尽管目前

针对三维空间的无符号角刚性研究已取得若干结

果，但大多仅适用于特殊结构，一般性理论仍有待

完善。

r

θ4

θ1

θ2

θ3

图 7　基于角度的传感器网络定位实例

Fig. 7　Illustration of the angle-based 
sensor network localization
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图 6　无符号角刚性实例

Fig. 6　Examples of unsigned angle rigidity properties
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图 8　双边排序图构造

Fig. 8　Construction of bilateration orderings
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1. 3　无符号角刚性与相关矩阵的精确可补全问题

从全局无符号角刚性的定义可知，这类“由局

部信息能否唯一确定整体结构”的问题，在数学上

等价于一个低秩相关矩阵（correlation matrix）的精

确可补全问题［41-43］，即在保证矩阵低秩的前提下，仅

利用部分已知元素精确重构完整矩阵。图 9 给出了

相关矩阵与无符号角刚性之间关联关系实例。如

图 9（a）所示，对于存在未知元素的相关矩阵，低秩

矩阵补全的目标是在低秩约束下，通过已知项估计

其余未知项。从图的角度刚性理论来看，该相关矩

阵可视为由二维方位向量堆叠构成的矩阵 M=
[ b12， b14， b23， b24， b34 ]T ∈ R 5 × 2 经 代 数 运 算 得 到 的

Gram 矩阵MM T，矩阵中的已知元素可对应框架中

的无符号角，如图 9（b）所示。该框架中的无符号角

能够约束全部角度关系，且框架满足全局无符号角

刚性。因此，基于这些角度约束可唯一确定任意两

边之间的内积，从而实现矩阵的精确补全。此外，

由于矩阵M的秩不大于 2，按此思路得到的补全矩

阵自然满足低秩要求。

目前，矩阵补全与图刚性理论之间的内在关联

已受到研究者广泛关注。文献［37］基于相对位移

的内积提出了图的弱刚性理论，并建立了其与矩阵

精确可补全性之间的联系，为矩阵补全理论开辟了

新的研究视角。文献［36］则将矩阵补全思想引入

基于无符号角约束的半正定规划问题分析中，给出

了将角度定位问题松弛为凸优化问题的图条件。

2　符号角刚性理论

符号角刚性理论最初于角性结构（angularity）
的研究背景下被提出［11］，后续在框架理论体系中得

到进一步拓展与完善［44］。与无符号角刚性理论类

似，符号角刚性理论同样依托刚性函数对图中的角

度约束进行数学表征，并借助全局刚性、局部刚性

及无穷小刚性的概念，系统描述角度对几何形状的

约束程度。本章首先分别介绍角性结构和框架范

畴下的符号角刚性理论，及其在图形形状唯一性方

面的研究进展；然后，总结并分析当前符号角刚性

理论中尚未解决的若干开放性问题。

2. 1　角性结构下的刚性理论及相关结论

在二维空间中，角性结构 (V，A，p )由点集 V，角
度索引集 A⊂ {( i，j，k ) |i ≠ j ≠ k，i，j，k ∈ V } 以及配

置 p=[ pT
1，…，pT

n ]T ∈ R 2n 共同构成，且满足任意两

点互不重合的非退化假设。角度索引集中的元素

( i，j，k )∈A表示从方位 b ji 逆时针旋转到方位 b jk 所形

成的符号角 αijk ∈ [ 0，2π )（图 10），可通过下述公式计

算得到

αijk =
ì
í
î

ïï

ïïïï

arccos ( )bT
jk b ji ，           if   bT

jk b⊥
ji ≥ 0，

2π - arccos ( )bT
jk b ji ， otherwise。    

（6）

从符号角的计算公式可以看出，其测量同样不

依赖于全局坐标系，但要求测量单元在平面内对顺

时针、逆时针方向的判定保持统一。此外，与普通

框架不同，角性结构以角度约束与顶点集为核心表

征要素，即先确定角度约束，再形成网络拓扑，可看

作一类带有预设约束集的特殊框架。为刻画角性

结构的符号角约束，引入符号角刚性函数：

SA ( p )= […，αijk，…]
T
，   ( i，j，k )∈A。 （7）

由该刚性函数的形式可知，与无符号角刚性不

同，角性结构的符号角刚性函数直接选取网络中的

部分角度作为约束条件。这一特性能有效减少冗

余约束，从而降低实际应用场景中的计算复杂度。

类似于无符号角刚性理论，在角性结构体系

下，同样可以定义局部符号角刚性、全局符号角刚

性与无  穷小符号角刚性 3 类概念。结合现有文献

对符号角刚性基本性质的研究成果［11］，给出三者间

的逻辑关联（图 11）。对比可知，符号角刚性各性质

的内在关系与无符号角刚性体系类似。

文献［11］构造了角性结构中局部符号角刚性

无法推出全局符号角刚性的反例。但需强调，该反

例并不适用于完整角度约束下的框架模型，无法否
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图 9　相关矩阵与无符号角刚性之间关联关系实例

Fig. 9　Example of the relationship between an unknown 
correlation matrix and unsigned angle rigidity
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图 10　符号角约束实例

Fig. 10　Illustration of signed angles
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定框架全部角度约束满足时，局部刚性与全局刚性

的等价关系。文中，称角性结构 (V，A，p )（框架

(G，p )）的形状可由符号角唯一确定，意味着对任意

与该角性结构（框架）具有相同无符号角的角性结构

(V，A，q )（框架 (G，q )），其配置 q均可表示为关于配

置 p的整体旋转、平移以及放缩。其数学表达式为

q = c [ In⊗R o( θ ) ] p+ In⊗ ξ。 （8）
其中：c ∈ R+ 为缩放系数；R o ( θ )∈ SO ( 2 )为特殊正

交旋转矩阵；ξ∈ R 2 为平移项量；θ ∈ [ 0，2π )。注意

到，符号角刚性理论在形状唯一性约束中仅保证图

形在 SO ( 2 )变换下的自由度，而无符号角刚性理论

则允许图形在 O ( 2 )变换下的形状唯一性。因此，符

号角刚性对形状唯一性的约束条件更为严格。

为探究角性结构的形状能否由符号角约束唯

一确定， 文献［11］基于顺序构造思想，先后提出一

类全局符号角刚性图（图 12），并给出了满足全局符

号角刚性的一类三角角性结构［45-46］（图 13）。这两

类图条件可保证在一般（generic）配置［37］下，角性结

构的形状可被唯一确定，即在几乎所有顶点位置配

置中，该结构均满足全局符号角刚性。需要注意的

是，角性结构的定义依赖于预先给定的符号角约束

集。这一局限性导致角度刚性特性与图结构之间

的直接关联难以建立，因此，目前尚无法给出符号

角约束下形状唯一可确定的充分必要图条件。

2. 2　框架背景下的符号角刚性理论与相关结论

为克服角性结构因预设定角引集所产生的局

限性，文献［47］考虑给定框架 (G，p )内全部符号角

约束，提出了框架背景下的符号角刚性理论。通过

建立该理论与方位刚性理论的关联，完整揭示了局

部符号角刚性、全局符号角刚性与无穷小符号角刚

性三者间的内在联系（图 14）。
在此基础上，文献［44］分别从代数与组合角

度 ，给出了符号角刚性用于形状确定性的充要

条件。

定理 2［44］ 给定二维欧氏空间中的框架 (G，p )，
其形状可由符号角约束唯一确定，当且仅当该框架

满足无穷小符号角刚性，或同时满足非退化性与全

局符号角刚性。

定理 3［44］ 给 定 二 维 欧 氏 空 间 中 具 有 一 般

（generic）构型的框架 (G，p )，其形状可由符号角约束
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��1
@�� �G1
@��

图 11　角性结构背景下符号角刚性性质关联图

Fig. 11　Relationships among signed angle rigidity 
properties in the context of angularities
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图 12　满足全局符号角刚性的一类角性结构

Fig. 12　A class of angularities satisfying global signed angle rigidity
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图 13　满足全局符号角刚性的一类三角角性结构

Fig. 13　A class of triangular angularities satisfying global signed angle rigidity
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图 14　框架背景下符号角刚性性质关联图

Fig. 14　Relationships among signed angle rigidity 
properties in the context of frameworks
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唯一确定，当且仅当 G包含一个拉曼子图。

图 15 所示的拉曼图实例，无法直接采用文献

［11］与文献［45］的构造方法生成。值得注意的是，

虽然上述结论通过引入图中全部角度约束，避免了

对预设角引集的依赖，但实际应用中会产生较大的

计 算 开 销 。 为 此 ，文 献［44］进 一 步 提 出 角 引 图

（angle index graph）的概念，用以刻画符号角约束与

刚性特性的内在关联，并设计了一种多项式时间复

杂度算法，求解保障符号角刚性与形状唯一性所需

的最少角度约束条件。该成果已应用于分布式传

感器网络定位及多智能体编队控制领域，并从理论

层面保证了算法具备全局收敛性。

由于二维空间特有的顺、逆时针概念难以直接

推广至高维空间，现有角性结构与框架符号角刚性

理论的研究成果均局限于二维场景。如何合理定

义高维空间中的符号角，将基于符号角约束的刚性

理论体系拓展至高维范畴，并建立对应的形状唯一

性判定条件，是一个极具挑战性的科学问题。

2. 3　符号角刚性与对称矩阵的精确可补全问题

作为图角度刚性理论的重要分支，符号角刚

性理论与精确矩阵补全问题同样存在紧密联系。

受欧几里得距离矩阵补全问题（Euclidean distance 
matrix completion problem）的启发［48-49］，若将符号

角类比为边与边之间的距离，则符号角刚性问题

可等价为图 16 所示的对称矩阵补全问题，其中所

有矩阵元素均处于 [ 0，1 ]。针对图 16（a）含未知元

素的对称矩阵，其已知元素为方位间符号角除以

2π 的计算值。图  16 （b） 对应的框架在该组符号

角约束下可唯一确定全部符号角，且满足全局符

号角刚性，因此能够依托已知元素实现矩阵精确

补全。

文献［50］将对称矩阵的未知元素解释为 d 维空

间中两点间的距离，借助距离刚性理论，把未知对

称矩阵的精确补全问题  （NP 完全问题）转化为 d 维

欧式空间中的图实现问题，并进一步探讨了矩阵的

精确可补全性。然而，基于该思路求得的补全解，

在何种条件下能够满足半正定性、低秩性等约束，

仍是一个悬而未决的难题。相较而言，基于符号角

刚性理论的对称矩阵补全方法虽具备扎实的理论

基础，但同样面临此类亟待解决的困境。

3　分析总结与未来展望

本文系统梳理了图角度刚性理论的两大核心

分支：无符号角刚性理论与符号角刚性理论。前

者基于角度余弦值构建约束，可适配更高维空间，

但其在形状唯一性刻画方面的研究已面临瓶颈；

后者则利用带有方向信息的符号角建立约束，现

已在二维空间中建立便于工程应用的形状唯一性

充要条件，但其在高维空间中的刚性定义与理论

体系尚未确立。表 1 总结了角度刚性理论与其他

刚性理论在不同维度下的差异特征。尽管两类理

论已在传感器网络定位、多智能体编队控制等网

络化系统协同控制问题中展现出良好的应用潜

力，但角度刚性理论整体仍面临若干关键难题与

挑战。

（ⅰ）无穷小无符号角刚性与全局无符号角刚

性的关联性研究。现有结果表明，无穷小无符号角

刚性或可推导出全局无符号角刚性，进而建立角度

可固定性的充要条件，但该猜想暂缺乏严格的理论

证明。厘清二者的内在联系，将有力推动无符号角

刚性理论在多智能体协同控制等领域的应用，同时

为高维空间中刚性特性与形状唯一性的相关研究

提供理论支撑。

（ⅱ）图的刚性理论与矩阵补全理论的关联性

研究。从矩阵补全视角分析，相较于符号角刚性理

论，无符号角刚性理论的核心区别与突出优势，在

图 15　拉曼图构造实例

Fig. 15　Construction of Laman graphs
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图 16　未知对称矩阵与符号角刚性之间关联关系实例

Fig. 16　Example of the relationship between an unknown 
symmetric matrix and signed angle rigidity
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于其对应关联矩阵具备低秩特性。据此，满足无符

号角刚性在数学层面等价于低秩关联矩阵的精确

可补全问题；且在保证补全矩阵满足低秩约束的前

提下，仅依靠部分已知元素，即方位间内积，便可实

现整个矩阵的精确重构。相比之下，符号角刚性虽

同样与对称矩阵补全问题密切相关，但受自身定义

限制，无法如无符号角刚性一般，直观判别补全矩

阵的低秩属性。鉴于全局符号角刚性的简易判别

条件已初步建立，且满足该性质所需的最小角度约

束也已明确，因此，探究基于符号角刚性理论的矩

阵补全方法 ，同样具备广阔的研究前景与应用

价值。

（ⅲ）角度刚性理论向高维空间的拓展研究。

无符号角刚性理论在高维空间中的形状唯一性条

件、各类刚性性质的内在关联，以及对应的图结构

刻画，目前仍处于初步研究阶段。符号角刚性方

面，至今仍缺乏适用于三维及以上空间、统一且实

用的定义与测量方法。建立并完善高维角度刚性

理论，不仅能够补全高维欧氏空间中图刚性理论的

体系漏洞，还能为多智能体协同、高维传感器网络

定位等复杂协同问题，提供更具针对性的分析工具

与坚实的理论支撑。

在实际工程应用中，感知信息易受噪声干扰、

目标遮挡、通信中断等非理想因素的影响。尽管已

有相关文献探讨带噪声角度测量的定位问题，但多

数研究基于对噪声模型的理想假设，且缺乏充足的

实物实验验证。如何将现有理论结论拓展至非理

想感知环境，充分考虑实际场景中不确定性因素对

算法性能的影响，并建立对应的可定位性判定条件

与容错控制策略，仍是亟待解决的前沿课题。

综上所述，角度刚性理论作为图论、几何学与

控制理论的交叉研究方向，其进一步的发展与突

破，不仅将持续为网络化系统自主协同控制提供强

有力的理论支撑，还将为相关技术的工程化应用开

辟更广阔的发展前景。
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Shape Uniqueness and Angle Rigidity Theory of Graphs in Networked Systems

HUANG　Jinpeng， JING　Gangshan， ZHAO　Kai， SONG　Yongduan*

（School of Automation， Chongqing University， Chongqing 401331， China）

Abstract: The ability of a graph embedded in Euclidean space to uniquely determine its global geometric shape 
through local constraints among nodes and edges is critical for the coordination of networked systems，including 
sensor network localization and multi-agent formation control.  Recently， graph rigidity theory has rapidly 
evolved as a theoretical tool for addressing this issue.  In particular， angle-based rigidity theories have emerged 
as a significant branch of rigidity theory due to their extensive applicability in engineering.  This paper systemati⁃
cally reviews recent advancements in angle-based rigidity theories and their implications for shape uniqueness.  
This study provides a detailed discussion of rigidity theories based on both unsigned and signed angle con⁃
straints.  Furthermore， it explores the intrinsic connections between angle-based rigidity theories and matrix 
completion theory.  Finally，it summarizes existing open problems in this field and outlines future research direc⁃
tions， which may inform studies on coordination control and optimization in networked systems based on angle 
constraints.

Key words: graph rigidity theory； angle rigidity theory； networked systems； rigid formation control； sensor 
network localization
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