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考虑滑移钢⁃混组合梁单元刚度矩阵
推导的柔度法
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摘 要：钢-混组合梁抗剪连接件剪切变形引起的界面滑移会减小截面弯曲刚度、增加挠度，对

挠度要求严格的大跨度、轨道交通等结构不利，而有限元设计软件中的两节点梁单元还不能较

好地考虑界面滑移。本文采用柔度法推导梁单元刚度矩阵。增加界面滑移自由度，采用梁段

平衡微分方程推导平面简支梁四维柔度矩阵，柔度矩阵求逆得到同一节点位移-节点力的简支

梁四维刚度矩阵，再进行几何关系转化，得到六维刚度矩阵。推导过程仅需组合轴力的二阶微

分方程。均布荷载作用下，考虑滑移与不考虑滑移的杆端等效节点力几乎相同。应用推导的

刚度矩阵自编有限元程序，通过了解析法、空间有限元数值模拟两种方法的验证。本文推导的

解析型刚度矩阵在其假定范围内为精确解，较少的单元便能获得与解析解相同的结果。
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Flexibility method for deriving element stiffness matrix of 
steel--concrete composite beams with slip
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Abstract：The interface slip caused by shear deformation of steel-concrete composite beam shear 
connectors will reduce the bending stiffness of the section and increase the deflection， which is unfavorable 
for large-span， rail transit and other structures with strict deflection requirements. However， the two-point 
beam element in finite element design software cannot effectively consider interface slip. The stiffness 
matrix of beam elements is derived using the flexibility method in this paper. Increasing the degree of 
freedom for interface slip， the four-dimensional flexibility matrix of a planar simply supported beam is 
derived using the equilibrium differential equations of the beam segment. The flexibility matrix is then 
inverted to obtain the four-dimensional stiffness matrix of the simply supported beam with the same node 
displacement and node force. The geometric relationship transformation is then performed to obtain the six-
dimensional stiffness matrix. The derivation process only requires the second-order differential equation of 
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the composite axial force. Under uniformly distributed loads， the equivalent nodal forces at the end of the 
rod considering slip and not considering slip are almost the same. The stiffness matrix derived from the 
application was self-written into a finite element program and was verified through analytical methods and 
spatial finite element numerical simulations. The derived analytical stiffness matrix is an exact solution 
within its assumed range， and the same results as the analytical solution can be obtained with fewer 
elements.
Key words：steel-concrete composite beam； finite element method； flexibility method； analytic method； 
element stiffness； slip

0 引  言

工程结构大多由一维构件组成，即便多维也

常将其简化为一维，梁单元运行效率高、使用方

便，是有限元分析应用最为广泛的单元类型之一。

钢⁃混组合梁有 3 种剪切变形：①竖向剪切变形［1］，

由 Timoshenko 梁已能够较好地解决（如商业软件

在单元定义中输入等效剪切面积，或勾选考虑剪

切变形）；②混凝土板纵向剪力滞效应［2］，由折减

后的截面有效宽度简化考虑，桥梁钢-混组合梁按

照现行规范大多不需要折减；③界面纵向剪切变

形（界面滑移）［3］，在有限元设计软件梁单元中还

不能较好地考虑，如 Midas Civil 软件中需要用双

单元分别模拟混凝土板、钢梁两个部分截面，界面

用弹性连接模拟。考虑界面滑移会减小截面刚

度，增加挠度，对挠度要求严格的大跨度、轨道交

通等结构影响不能忽略。因此，对单独考虑界面

滑移的钢-混组合梁，精度高、应用方便的单元刚

度还亟须深入研究。

国内外学者对钢 ⁃混组合梁考虑滑移已开展

大量有益研究。基于微分方程的解析法是主要方

法［4，5］，聂建国等［6］对组合梁挠度给出了简化的折

减刚度计算公式（成果已由相关规范所采纳），童

根树［7］利用桁架模型给出了等效刚度的一种简化

公式，Zhou 等［8］利用弹簧串联模型给出了等效刚

度的一种简化公式，冀伟等［9］考虑了长期效应对

挠度的影响，肖岩等［10］推导了单跨超静定梁解析

解，Nan 等［11］推导了连续组合梁解析解，Sun 等［12］

分析了预应力连续组合梁，Francesco 等［13，14］给出

了考虑滑移、竖向掀起等耦合的闭合解，刘世忠

等［15］基于能量变分原理推导了波形钢腹板-钢底

板组合梁解析解。虽然解析法不具有通用性，条

件不同解析解不同，但解析法研究为有限元分析

提供了一种验证手段。

有限元分析单元刚度形成方法层出不穷［16］。

两节点刚度法梁单元应用方便，但钢-混组合梁考

虑滑移后的两节点刚度法梁单元精度偏低，为了

提高精度，孙飞飞等［17］给出了三节点、四节点力

法梁单元，周凌宇等［18］给出了多自由度钢⁃混组合

箱梁空间有限梁段法，Ataei［19］建立了可拆卸连接

件钢 ⁃混组合梁的有限元模型。柔度法是推导刚

度矩阵的一种重要的方法［20］，Faella 等［21］用虚功

原理推导了柔度、刚度矩阵解析解，王文炜等［22］

用试验结果验证了所推导的刚度矩阵。解析型梁

单元刚度矩阵精度高，需要的单元数量少。因此，

本文单独考虑界面滑移，采用梁段平衡微分方程

精确推导简支梁柔度矩阵、等效节点力解析解，进

而获得解析型梁单元刚度矩阵，自编 Matlab 有限

元程序，与解析法、Ansys 空间有限元数值模拟结

果吻合。

1 基本假定

（1）按照 Newmark 假定［23］，钢 ⁃混组合梁连接

界面上的抗剪连接件产生剪切变形，平截面假定

不成立，但在混凝土板、钢梁两个部分截面上仍满

足平截面假定，混凝土板与钢梁截面曲率相同。

（2）不考虑混凝土板竖向掀起，混凝土板、钢

梁两个部分截面，无相互分离和嵌入。

（3）混凝土、钢、抗剪连接件为弹性材料，不考

虑混凝土开裂。

（4）忽略混凝土板纵向剪切变形（剪力滞

效应）。

（5）忽略钢梁腹板竖向剪切变形，梁体变形为

小变形，转角为曲率沿纵向的一次积分，挠度为曲

率的二次积分。

2 从柔度矩阵推导刚度矩阵

以平面梁单元为研究对象，选择两节点单元，
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有两个节点自由度（挠度 w、转角 θ）。考虑钢 ⁃混
组合梁界面滑移后，需增加滑移自由度，可用混凝

土板形心位置轴向位移、钢梁形心轴向位移两个

自由度表示，也可用界面滑移（ξ）一个自由度。选

择后者，则梁单元为两节点六自由度，单元刚度矩

阵为 6×6。节点力-节点位移设定如图１所示。

有限元分析中采用的正负号规定为：挠度（剪力）

向下为正，转角（弯矩）顺时针方向为正，界面滑移

（钢梁顶部相对混凝土板底部位移差）向右为正，

反之为负。

图 1 中，
-
ξ、w̄、θ̄、分别为界面滑移、挠度、转角，

N̄ i、V̄、M̄ 分别为组合轴力、剪力、弯矩，下标“1”、
“2”分别表示节点 1、2。组合轴力 N̄ i 为节点内力，

N̄ i 为分别作用于混凝土板形心、钢梁形心的一对

力偶，而其对应的位移（界面滑移）位于混凝土板、

钢梁连接界面位置。

单元刚度矩阵推导方法很多，采用刚度法，精

度取决于位移形函数，如挠度三次多项式函数

（Hermite 插值形函数）满足平衡方程，为 Euler ⁃
Bernoulli梁、Timoshenko 梁的精确解。钢⁃混组合

梁考虑滑移自由度后，刚度法的两节点单元精度

偏差，一般用增加节点数量（即高次单元）方式提

高精度。而用柔度法推导单元刚度矩阵，基本结

构为静定结构，弯矩分布为线性，所导出的柔度矩

阵在其假定范围内是精确解。

首先，对图 1 位移法的无约束梁单元施加约

束，转化为柔度法基本体系（简支梁），节点力 ⁃节
点位移见图 2。其中，x 为简支梁纵向长度坐标。

约束后，表示同一节点力-节点位移关系的简

支梁刚度矩阵（kr）、简支梁柔度矩阵（fr）互为逆矩

阵。节点位移表示为：
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式中：ξ1、θ1 分别为简支梁节点 1 的界面滑移、转

角；ξ2、θ2 分别为简支梁节点 2 的界面滑移、转角；

N i1、M1分别为节点 1 的组合轴力、弯矩；N i2、M2分

别为节点 2 的组合轴力、弯矩。

柔度矩阵求逆，得到简支梁的 4×4 刚度矩阵

解析解。

比较简支梁单元与位移法无约束单元可知，

简支梁少了刚体平移、刚度转角，如图 3 所示。因

此进行位移的几何关系换算，如转角关系为：

θ1 = w̄ 1 - w̄ 2

L
+ θ̄1 （2）

式中：L 为单元的长度。

简支梁单元与位移法无约束单元的节点位移

换算关系为：
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式中：S为几何关系矩阵。

最后，得到 6×6 单元刚度矩阵（ke）：

k e = ST k rS （4）
综上所述，任意梁单元的节点力⁃节点位移关

系可由一个相应的简支梁表达出来，简支梁柔度

图 1　有限元单元

Fig. 1　FEM unit

ξ1

x

M1,θ1

Ni1

ξ2

Ni2

M2,θ2

图 2　柔度法单元

Fig. 2　Flexibility method unit

θ1

θ1

w1

L

w2

图 3　单元位移关系

Fig. 3　Unit displacement relationship
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矩阵求逆，得到简支梁刚度矩阵，再进行位移几何

关系换算，得到位移法梁单元的刚度矩阵。

3 柔度法

3. 1　梁段平衡微分方程

钢-混组合梁在刚性连接情况下（无界面滑

移），弯矩（M）作用可以等效为混凝土板弯矩

（Mc）、钢梁弯矩（Ms）、组合弯矩（N id）三部分之和：

M c + M s + N i d = M （5）

其中：   
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N i d = EAd 2

EI i
M，

1
EA

= 1
E c A c

+ 1
E s A s

式中：N i为组合轴力；d 为混凝土板形心至钢梁形

心距离；Ec、Es分别为混凝土、钢弹性模量；Ic、Is分

别为混凝土板、钢梁惯性矩；Ac、As分别为混凝土

板、钢梁横截面面积；EI 为部分截面叠加刚度；

EA 为部分截面轴向串联刚度；EIi 为组合截面

刚度。

从式（5）可以看出，刚性连接情况下，组合截

面内力计算只需要进行截面分析，部分截面内力

直接按照刚度进行分配，组合后截面刚度（EIi）实

现了“1+1>2”。
考虑界面滑移，部分截面内力无法由截面分

析（式（5））直接求解，需解微分方程，并结合梁的

纵向边界条件给出定解常数，而纵向边界条件与

荷载类型与分布、支座、简支还是连续梁等许多因

素有关，不同梁具有不同的解析解，解析法不具有

通用性。

按照 Newmark 假定条件下的梁段分析（见图

4），将离散分布抗剪连接件等效为连续分布，可推

导出组合轴力二阶微分方程：

N i
′′ - α2 N i = - k s d

EI
M （6）

式中：α2 = k s( d 2

EI
+ 1

EA )，k s = n s K s

a
；α 为反映组

合梁材料、几何特性的参数；ns 为连接件排数；Ks

为单个连接件抗剪刚度；a 为连接件间距。

分析可知，如果采用直接刚度法推导刚度矩

阵，难度在于确定无约束单元的边界条件，而柔度

法在简支梁条件下则容易给出。

按照 Newmark 假定条件，截面曲率 κ 为：

κ = M c + M s

EI
（7）

将式（5）代入，有：

κ = M
EI

- N i d
EI

（8）

有了曲率，按照小变形假定，转角与挠度为：

{θ ′= -κ
w ′= θ

（9）

需要注意的是，梁段分析遵循的正负号规定

与有限元不同，在计算过程中应注意两套规定的

转化关系。对梁段分析，本文按照轴力受拉为正，

剪力以绕脱离体顺时针方向为正，弯矩以梁体下

侧受正，曲率以逆时针方向为正，截面高度坐标以

下为正。

3. 2　柔度矩阵解析解

3. 2. 1　柔度矩阵第一列

按照柔度矩阵定义，第一列元素为基本体系

（见图 2）在 N i1 = 1、其他节点力为 0 作用下节点

的位移（节点界面滑移、节点转角），此时 M = 0，
式（6）改写为：

N i
′′ - α2 N i = 0 （10）

由边界条件：

x = 0，N i = 1；x = L，N i = 0
得到组合轴力解析解：

N i =
eαx

1 - e2αL
+ e-αx

1 - e-2αL
（11）

另外，按照梁段平衡关系，剪力 p 为：

p = -N ′i （12）
界面抗剪本构关系为：

ξ = p
k s

（13）

得到界面滑移解析解：

dx

Ms+dMs

Ni+dNi

组合截面形心轴
M

Mc+dMc

Ni+dNi

p
Ni

Mc

M

Ms

Ni

图 4　钢-混组合梁梁段

Fig. 4　Composite beam segment
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ξ = α
k s ( e-αx

1 - e-2αL
- eαx

1 - e2αL ) （14）

则简支梁的节点界面滑移为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ξ1 = α
k s

eαL + e-αL

eαL - e-αL

ξ2 = α
k s

2
eαL - e-αL

（15）

由式（8）（11），得到曲率解析解：

κ = - d
EI ( eαx

1 - e2αL
+ e-αx

1 - e-2αL ) （16）

再结合式（9）及边界条件：

x = 0，w = 1；x = L，w = 0
得到转角解析解：

θ = d
EIα2 L

+ d
EIα ( eαx

1 - e2αL
- e-αx

1 - e-2αL )   （17）

则简支梁的节点转角为：
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θ1 = L
EI

d
αL ( )1

αL
- eαL + e-αL
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θ2 = L
EI

d
αL ( )1

αL
- 2

eαL - e-αL

（18）

3. 2. 2　柔度矩阵第二列

同理，第二列元素为 M 1 = 1 条件下节点的位

移，此时 M = 1 - x
L
，式（6）改写为：

N i
′′ - α2 N i = - k s d

EI
+ x

L
k s d
EI

（19）

由边界条件：

x = 0，N i = 1；x = L，N i = 0
得到组合轴力解析解：

N i =
k s d

α2 EI
- x

L
k s d

α2 EI
-

k s d
α2 EI ( )eαx

1 - e2αL
- e-αx

1 - e-2αL
（20）

界面滑移解析解：

ξ = d
αEI ( 1

αL
+ eαx

1 - e2αL
- e-αx

1 - e-2αL )    （21）

节点界面滑移：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ξ1 = L
EI

d
αL ( )1

αL
- eαL + e-αL

eαL - e-αL

ξ2 = L
EI

d
αL ( )1

αL
- 2

eαL - e-αL

（22）

式（22）与式（18）结果相同，与柔度矩阵对称

特性一致，说明 2 个计算公式推导正确。

曲率解析解为：

κ = 1
EI (1 - x

L )- k s d 2

α2 EI 2 (1 - x
L )+

        k s d 2

α2 EI 2 ( )eαx

1 - e2αL
+ e-αx

1 - e-2αL
（23）

再结合式（9）及边界条件：

x = 0，w = 1；x = L，w = 0
得到转角解析解：

θ= L
3EI (1- 3x

L
+ 3x2

2L2 )- k s d 2

α2 EI 2 ( x2

2L
- x+ L

3 )-

k s d 2

α4 EI 2 L
- k s d 2

α3 EI 2 ( )eαx

1 - e2αL
- e-αx

1 - e-2αL
     （24）

节点转角为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

θ1 = L
3EI i

+ L
EI i

β
αL ( )eαL + e-αL

eαL - e-αL
- 1

αL

θ2 = - L
6EI i

+ L
EI i

β
αL ( )2

eαL - e-αL
- 1

αL

    （25）

式中：刚度系数 β = EAd 2

EI
。

3. 2. 3　柔度矩阵

由式（15）（18）（22）（25）及柔度矩阵对称特

性 ，可 以 写 出 简 支 梁 的 4×4 柔 度 矩 阵（见 式

（26））。采用梁段平衡微分方程推导的柔度矩阵

与虚功原理推导的结果相同。

柔度矩阵求逆，得到简支梁的刚度矩阵。由

此得到的刚度矩阵在其假定范围内为精确解。其

显示表达式冗长、复杂，因此直接用矩阵求逆函

数，在计算程序中刚度矩阵采用隐式表达。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

N i1

M 1

N i2

M 2

=

                             
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú
α
k s

eαL + e-αL

eαL - e-αL
f12 = f21 f13 = f31 f14 = f41

T 1 T 2 f23 = f41 f24 = f42

α
k s

2
eαL - e-αL

f32 = f41 f33 = f11 f34 = f21

T 3 T 4 f43 = f21 f44 = f22

柔度矩阵f r

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ξ1

θ1

ξ2

θ2

（26）

式中：T1=
L
EI

d
αL ( )1

αL
- eαL + e-αL

eαL - e-αL
；T2=

L
3EI i

+

L
EI i

β
αL ( )eαL + e- αL

eαL - e- αL
- 1

αL
；T3=

L
EI

d
αL

×

·· 1534



第  6 期 陈 旭，等：考虑滑移钢-混组合梁单元刚度矩阵推导的柔度法

( )1
αL

- 2
eαL-e-αL

；T4=
L

EI i

β
αL ( )2

eαL-e-αL
- 1

αL
-

L
6EI i

；f为柔度，下标为“行号+列号”。

3. 3　均布荷载作用下等效节点力

按照等效节点力的定义，考虑简支梁单元支

座反力对位移法无约束梁单元的修正，由简支梁

等效节点力（Qr）可以得到等效节点力（Q）：

Q= STQ r +{0 qL
2 0 0 qL

2 0 }
T

    （27）

式中：Q r = f -1
r δ r，其中，δr为均布荷载作用下的节

点位移。

同理，δr由梁段平衡微分方程推导有：

δ r =

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï
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ý

þ

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

- qd
EIα3 ( )1- eαL

1+ eαL
+ αL

2
qL3

24EI i

+ qL3

EI i

β
α3 L3 ( )1- eαL

1+ eαL
+ αL

2
qd

EIα3 ( )1- eαL

1+ eαL
+ αL

2

- qL3

24EI i

- qL3

EI i

β
α3 L3 ( )1- eαL

1+ eαL
+ αL

2

    （28）

经过分析与验证，均布荷载作用下，考虑滑移

与不考虑滑移的等效节点力几乎相同，即：

Q=ì
í
î

0 qL
2 - qL2

12 0 qL
2

qL2

12
ü
ý
þ

T

   （29）

4 算　例

选择均布荷载作用下简支组合梁为研究对

象，长度 10 m，均布荷载 50 kN/m，混凝土弹性模

量 3×104 N/mm2，钢弹性模量 2. 1×105 N/mm2。

钢-混组合截面如图 5 所示。抗剪连接件（栓钉）

单排布置，间距 100 mm，栓钉抗剪刚度 K s = 5 ×
104 N/ mm 。无量纲参数 αL = 8. 4，β = 1. 723。

如果不考虑界面滑移（刚性连接），跨中挠度

为
5qL4

384EI i
= 32. 25 mm。

考虑界面滑移，使得钢⁃混组合梁的组合轴力

减小，截面刚度减小，挠度增大。

采用 3 种方法计算考虑界面滑移的挠度，可

相互验证。

4. 1　方法一：解析法

按照梁段平衡微分方程，推导均布荷载作用

下简支梁跨中挠度 wm，计算公式为：

w m =
5qL4

384EI i

ì
í
îïï
1 + 384β

5α4 L4

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

α2 L2

8 - 1 + csch ( )αL
2

ü
ý
þïï

    （30）
从式（30）可以看出，考虑滑移的挠度是在不

考虑滑移挠度基础上乘以一个扩大系数，该系数

与无量纲参数 β、αL 有关。

代入已知条件，w m = 38. 22 mm。考虑界面

滑移的扩大系数为 1. 185。
4. 2　方法二：数值模拟

用 Ansys 建立了一个精细的空间有限元模

型，混凝土板采用 Solid45 实体单元（尺寸 x×y×z

=100 mm×37. 5 mm×220 mm ，单 元 数 量 为

4 000 个），钢梁翼板采用 Solid45 实体单元（单元

尺寸 100 mm×15 mm×100 mm，单元数量为 400
个），钢梁腹板采用 Plane42 平面单元（单元尺寸

100 mm×92. 5 mm，单元数量为 800 个）。栓钉采

用 Cimbine39 非线性弹簧单元，忽略了混凝土板

与钢梁界面上的粘结力、摩擦力，假定仅有栓钉来

抵抗界面滑移。非线性分析采用自动时间步。

跨中挠度计算结果为 38. 32 mm，位移云图如

图 6 所示。空间有限元数值模拟结果略大于解析

法，原因在于解析法未考虑钢梁腹板的竖向剪切

变形，而钢梁腹板 Plane42 平面单元考虑了剪切

变形。由此说明结果合理，所建立的空间有限元

数值模型正确。

4. 3　方法三：自编有限元程序

应用本文两节点梁单元，按照弹性有限元程

序既定模块化编制流程，经过调试、测试（包括两

套正负号规定的转换等问题），获得了正确的

Matlab 有限元程序。

单位:mm

10

d=
27

5

2 200

200×15

200×15

40
0

15
0

图 5　钢-混组合梁截面

Fig. 5　Composite beam section
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考虑滑移钢⁃混组合梁跨中挠度、单元数量等

结果，如表 1 所示。从表 1 可以看出，随着单元数

量增加，结果趋于收敛，当单元数量为 4，与解析

解偏差几乎为 0，说明推导的梁单元解析型刚度

矩阵精度较高，较少单元便能得到与解析解相同

的结果，而空间有限元数值模拟则需要 3 种单元

类型及庞大的单元数量。

3 种方法计算结果吻合，说明本文两节点梁

单元通过了解析法、空间有限元数值模拟的验证，

单元刚度矩阵结果正确。

另外，需要说明的是，一般情况下解析型刚度

矩阵仅需一个单元变可获得与解析解完全相同的

结果。本算例求跨中挠度，则必须在跨中设置节

点，故在此情况下最小单元数量为 2 个。表 1 在

单元数量 2 时出现了偏差 0. 7%，原因是等效节点

力用了近似解式（29）；若用式（27），则偏差为 0。

5 结束语

按照梁段平衡微分方程，推导了简支梁节点

位移-节点力关系柔度矩阵解析解，柔度矩阵求逆

获得刚度矩阵。对简支梁 4×4 刚度矩阵进行几

何关系换算，获得两节点梁单元 6×6 刚度矩阵。

通过计算与分析，得出以下结论：①通过解析法、

空间有限元数值模拟验证，由柔度法推导的解析

型单元刚度矩阵在其假定范围内为精确解，较少

的单元便能获得与解析解相同的结果；②均布荷

载作用下，考虑滑移与不考虑滑移的杆端等效节

点力几乎相同；③从梁段平衡微分方程推导过程

可以看出，仅需使用组合轴力的二阶微分方程，不

需要使用更高阶的微分方程。后续研究将在滑移

的基础上考虑混凝土板竖向掀起等因素的影响。
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