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摘   要： 针对传统三阶 RC(resistor-capacitor)移相振荡器参数单一、频率响应固定、动力学调控能力弱、难

以生成可控混沌信号的问题，本文提出一种基于三阶 RC 超前型结构的忆阻耦合移相混沌振荡器 . 通过引入

忆阻器以修正振荡器选频网络的频率响应特性 . 同时，设计了 1 个受控忆阻器以维持恒定的环路增益 . 因此，

该振荡器具有 2 个独立的偏移增压电压，2 个电容器的电压可以通过抵消被有效控制 . 此外，调节核心比例因

子可有效驱动系统经由倍周期分岔级联从周期振荡过渡至混沌态 . 最后，通过平衡点、李雅普诺夫指数谱与

分岔图等动力学分析验证了理论分析的结果 . 仿真与动力学分析结果表明，所提电路具备良好的混沌可实现

性与参数可调性，可为忆阻混沌电路设计及保密通信应用提供理论与仿真支撑 .
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Abstract： To address the limitations of conventional third-order resistor-capacitor （RC） phase-
shift oscillators including single parameter， fixed frequency response， poor dynamic tunability，  
and difficulty in generating controllable signals chaotic， this paper proposes a memristive coupled 
phase-shifting chaotic oscillator based on a third-order RC lead-type structure.  The introduced 
memristor modifies the frequency response characteristics of the frequency-selective network in 
the oscillator.  Meanwhile， a controlled memristor is designed to maintain a constant loop gain.  
Therefore， the oscillator features two independent offset boosting voltages， enabling the voltages 
across the two capacitors to be effectively controlled through cancellation.  Furthermore， 
adjusting the core scaling factor can effectively drive the system from periodic oscillation to chaos 
through a period-doubling bifurcation cascade.  Finally， dynamic analyses including equilibrium 
points， Lyapunov exponent spectra， and bifurcation diagrams verify the results of the theoretical 
analysis.  Numerical results demonstrate that the presented circuit achieves controllable chaotic 
dynamics with excellent parameter adjustability， which provides theoretical and simulation 
references for memristive chaotic circuit design and secure communication applications.
Key words： memristor； chaotic oscillator； controlled memristor； phase-shifting frequency-
selective network； dynamic analysis
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压缩、保密通信、神经网络等领域得到广泛研

究［1］. 忆阻器是继电阻、电容、电感后的第四类基

础电路元件，具有非易失、低功耗、纳米尺度等优

势，在存内计算、神经形态电路、保密通信等领域

具备重要应用价值［2］. 围绕忆阻器建模，学界已提

出分段线性、多项式、tanh、局域有源等多种模型，

并 将 其 逐 步 用 于 混 沌 系 统 的 构 建 与 动 力 学 分

析［3-5］. 设计新型混沌系统能够丰富加密系统的候

选资源，是提升混沌加密安全性的重要途径 . 文

献［6］提出 1 种多气泡串联结构的四维忆阻混沌

系统，借助分岔图分析其丰富动力学行为，并完

成 FPGA（field-programmable gate array）硬 件 实

现 . 文献［7］构建了 1 种基于离散忆阻器的复高斯

混沌模型，验证了其增强的混沌特性，并成功应

用于双图像加密方案 . 上述研究表明，忆阻混沌

系统在复杂动力学行为和工程应用方面均展现

出巨大潜力 .

在忆阻混沌振荡器研究中，向振荡电路引入

忆阻器是非线性电路领域的热门方向，主流实现

思路分为三类：一是将忆阻器本构方程直接嵌入

系统动力学方程［8-9］；二是引入忆阻模块提升系统

维度［10-11］；三是将实物忆阻器作为硬件元件接入

振 荡 电 路［12-13］. 由 于 Chua 电 路 、双 T 振 荡 器 、

Colpitts 电路及文氏桥振荡器等经典结构具备成

熟振荡理论，常作为忆阻器搭载载体，用以生成

混沌乃至超混沌信号［14-19］. 例如，Zhang 等［16］将非

理想磁控忆阻器与多段线性忆阻器耦合到 Chua

电路中，获得了多涡卷吸引子；Iu 等［17］提出了基

于忆阻器的双 T 混沌振荡器方案；Li 等［18］则基于

指数型广义忆阻器构建了 1个四维忆阻 Colpitts振

荡器 .近期，Zhao等［20］利用自整流铁酸铋（BFO）忆

阻器的模拟非线性动力学，将 RC 混沌振荡器中

的二极管替换为忆阻器，设计了 1 个五阶忆阻混

沌振荡器，验证了模拟型忆阻器在混沌电路中的

可行性 . 此外，Song 等［21］通过研究基于非易失忆

阻器的二阶非线性振荡器的多稳态、噪声诱导状

态跳变与随机共振特性，揭示忆阻器在边缘混沌

动力学中的核心作用，进一步证实忆阻器可强化

非线性电路的复杂动力学特征 .

在移相振荡器方面，Cen 等［22］提出 1 种忆阻

移相混沌振荡器，其通过在传统 RC 移相振荡器

中引入受控忆阻器实现混沌输出，并指出该方法

具有拓扑迁移潜力 . 本文在此基础上对文献［22］

所给拓扑进行变型设计：受控忆阻器被配置于 R1

支路，而非原文所采用的反馈支路 . 忆阻器的电

荷相关阻值特性由此被用于对选频网络实施动

态调节，同时受控忆阻器的耦合作用有助于维持

放大环节增益稳定，从而形成 1 种新型忆阻移相

混沌振荡器 . 如表 1 所示，本文与文献［22］的振荡

器在多个方面存在本质差异 .

1　忆阻移相混沌振荡器的电路设计

1. 1　传统RC移相正弦波振荡器

移相正弦波振荡器［23］可根据 RC 的位置分为

超前型和滞后型，也可根据 RC 的个数进行分类 .

本文以三阶 RC 超前型移相正弦波振荡器为基础

进行设计，其电路结构如图 1 所示，取电容参数满

足 C1 =C2 =C3 =C.

根据 Barkhausen 准则，振荡条件要求环路总

相移为 360°. 对于三阶 RC 超前型移相网络，每个

RC 节提供约 60°相移，由此可解得振荡角频率为

ω = 1/ ( )C 3R1 R2 . 这是 RC 移相振荡器设计中的

经典结论 .Holzel［23］在其宽频带正弦波振荡器的

研究中，亦基于此类 RC 移相网络的频率特性开

展工作 .

表1　本文与文献［［22］］的振荡器对比
Table 1　Comparison of oscillator between this work and reference［［22］］ 

对比项

受控忆阻器接入位置

耦合关系形式

环路增益表达式

增益恒定的实现方式

平衡点稳定性分析

文献［22］

反馈电路（替代 R f）

M f = k(R +M )

T = k/6

M f 与 R +M 成比例

给出特征多项式，未给出 dc

本文

R1 支路（替代原固定电阻）

M f =-M +R f /k

T = k/6

M f +M 为常数

给出 dc » 0. 60 的横向分岔临界值

图1　传统RC移相正弦波振荡器

Fig. 1　Traditional RC phase-shifting sine-wave 
oscillator
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该 振 荡 器 的 振 荡 角 频 率 满 足 ω =

1/ ( )C 3R1 R2 ，环 路 增 益 T = R f / [ ]6(R1 + R2 ) ，且

环路增益需为实数值 . 当取 R1 = R2 = R 时，仅当反

馈电阻 R f > 12R 时，电路中的信号才能被有效放

大并产生持续的正弦振荡 .

1. 2　忆阻移相混沌振荡器的拓扑设计

文献［22］提出了 1 种受控忆阻器参与的移相

混沌振荡器方案 . 其核心思路是将忆阻器与受控

忆阻器分别接入指定支路，并利用二者耦合关系

稳定环路放大倍数，进而触发混沌振荡 . 该文同

时指出，受控忆阻器的接入位置具有可迁移性，

不同支路配置可能形成动力学特性不同的混沌

系统 . 基于这一思路，本文对文献［22］的原拓扑

进行了支路重构：以忆阻值分别为 M 和 Mf的 2 个

忆阻器，取代原电路中的 R2 和 R1 支路，反馈电阻

R f 保持不变，最终构建出图 2 所示的忆阻移相混

沌振荡器 .

为保证环路增益稳定，避免因忆阻器阻值变

化导致频率响应范围变窄，定义受控忆阻器的 M f

与忆阻器的 M 及固定电阻 R f 满足如下耦合关系：

M f =-M +
R f

k
. (1)

其中，k 为比例因子，是调控系统混沌行为的核心

参数 .

文献［22］在类似的忆阻移相振荡器中，将受

控忆阻器置于反馈支路，并推导出环路增益 T =

R f / [ ]6 ( )R1 + R2 . 本文对拓扑改造后，利用基尔霍

夫 定 律 可 推 导 出 该 振 荡 器 的 环 路 增 益 为 T =

R f /[6(M f +M )]. 由上式可知，环路增益 T 依赖于忆

阻器的时变阻值 M. 为了使 T 与 M 无关，应令 M f +

M 为常数 . 设该常数为 R f /k，其中 k 为正实数，即

可得式(1).
由于受控忆阻器的阻值 M f 由忆阻器的阻值

M 决定，且与传统忆阻器具有相似的本构特性，

因此将其定义为受控忆阻器［22］. 该受控忆阻器与

电路中的受控源类似，其阻值与自身支路的电

压、电流无关，仅由忆阻器 M 所在支路的电压或

电流决定，通过记录其他支路的电荷或磁通量来

实现阻值的动态调控 .

1. 3　受控忆阻器的分类定义

结合忆阻器本构关系与本文所涉及的移相

混沌振荡器拓扑特性，对引入的受控忆阻器进行

明确定义，并依据其调控机制分为 3 类，具体表述

如下：

备 注 1：受 控 忆 阻 器（controlled memristor，

CM）为非独立型忆阻器，其核心特征为可记录电

路中另一控制支路的电荷或磁通量信息，自身阻

值由控制支路的电荷或磁通量动态调控，与自身

支路的电压、电流无直接关联 .

备 注 2：电 荷 控 制 型 受 控 忆 阻 器（charge-

controlled CM，CCCM），该类型忆阻器专用于记

录控制支路的电荷参数，其阻值随支路电荷单调

变化，为本文所选用器件 .

备 注 3：磁 控 型 受 控 忆 阻 器（magnetic-

controlled CM，MCCM），该类型忆阻器记录控制

支路的磁通量参数，其阻值随控制支路的磁通量

变化而动态调整，适用于磁耦合类非线性电路

系统 .

在本文移相混沌振荡器中，受控忆阻器的核

心作用是建立 M 支路电荷与 R1 支路电阻的耦合

关系；该器件不向电路输出激励信号，仅依靠多

端跨支路耦合效应稳定环路增益 . 同时，受控忆

阻器的阻值动态响应特性可配合忆阻器的 M 完

成对振荡器选频网络的频率修正，有效拓宽电路

的频率响应范围，为混沌振荡的产生提供必要

条件 .

1. 4　振荡器的频率与环路增益特性

将图 2 电路中的忆阻器的 M 和受控忆阻器的

M f 在正弦稳态下视为线性电阻 . 设 3 个电容相等

C1 =C2 =C3 =C. 由基尔霍夫定律，可解得选频网

络的传递函数，根据相位平衡条件，可推导出振

荡角频率满足式（2）：

ω =
1

C 3M f M
. (2)

由上文可知，对于标准的三阶 RC 移相振荡

器，其环路增益为

T =
R f

6 ( )R1 + R2

.

R1 对应 M f，R2 对应 M，代入 T 中即可得式（3）：

T =
R f

6 ( )M f +M
=

R f

6
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( )-M +

R f

k
+M

=
k
6

. (3)

当比例因子 k 取固定常数时，可通过其合理取值

图2　忆阻移相混沌振荡器

Fig. 2　Memristive phase-shifting chaotic oscillator
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使振荡器环路增益 T 保持恒定，这一特性让电路

对不同频率的输入信号具备一致的放大能力，有

效拓宽了振荡器的频率响应带宽，为混沌振荡的

产生奠定了关键基础 . 具体而言，当忆阻器的 M

呈现低阻值特性时，电路可对高频信号实现有效

放大与传输；当忆阻器的 M 增大时，电路仍能对

低频信号保持稳定的放大效果，从根本上避免了

传统 RC 移相振荡器因支路阻值变化引发的频率

响应范围狭窄、振荡信号失真甚至振荡不完整等

问题 .

忆阻器的忆阻值 M 随自身电荷实时变化，持

续修正选频网络振荡频率 . 电路内各频率分量经

放大、衰减达到能量平衡时，系统维持稳定周期

振荡；若环路增益过小，电路损耗无法被补偿，振

荡无法持续；环路增益过大将使运放输出饱和，

信号失去动态调节空间 . 只有增益取值适中，信

号能量收支平衡，叠加忆阻器变阻带来的频率随

机扰动，系统才能脱离周期约束，产生混沌振荡 .

1. 5　忆阻器的数学模型

本文采用 HP（Hewlett-Packard）忆阻器模型

作为忆阻器（忆阻值 M）的数学描述 . 该模型属电

荷控制型，结合式（1）的耦合关系，受控忆阻器亦

为电荷控制型（CCCM）. 选用带 Biolek 窗口函数

的非线性模型，其本构关系为

ü
ý
þ

u̇ = ku F ( )u I ( )t 

M = Ronu + Roff( )1 - u .
(4)

其中：u 为忆阻器的内部状态变量，取值范围为

[01]；ku 为忆阻器内部状态的变化率，为固定常

数；F(u)为窗口函数，用于限制内部状态变量 u 的

取值范围；I(t)为流经忆阻器（忆阻值 M）的电流；

Ron 和 Roff 分别为忆阻器的导通电阻和关断电阻，

为忆阻器的固有参数 .

采 用 Biolek 窗 口 函 数 ：

F(u)= 1 -[u - ε ( - I )]2p. 其中：p 为正整数，用于调

节窗口函数的特性；I 为流经忆阻器的电流；ε(x)

为阶跃函数，用于判断忆阻器电流的极性 . 由于

忆阻器具有电阻特性，其阻值始终为正，因此判

断忆阻器电流极性等价于判断其电压极性 .

由于阶跃函数在 0 点的导数为冲激函数，取

值 为 无 穷 大 ，不 便 于 计 算 机 数 值 仿 真 ，利 用

lim
a®+¥

tanh(ax)= 2ε(x)- 1 的特性，采用 tanh(ax) 替代

阶跃函数 ε(x)，其中 a 取足够大的常数 . 若设忆阻

器两端的电压为 VM，则忆阻器的数学模型可改

写为

ü

ý

þ

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

u̇ = ku F ( )u
VM

M


M = Ronu + Roff( )1 - u 

F ( )u = 1 -
ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
u -

[ ]tanh ( )-aVM + 1

2

2p

.

(5)

本文选取忆阻器的参数为 a = 106，ku = 103，

Ron = 100 Ω，Roff = 10 000 Ω，p = 2，该 参 数 下

MATLAB 仿真的 HP 忆阻器伏安特性曲线表现为

典型的忆阻滞回线，如图 3 所示 . 输入电源电压表

达式为 V = Asin(2πft). 其中：A 为幅值，取值为 10；f

为频率，具体数值如图 3 所示；设置仿真总时长为

3 倍的最大振荡周期，在仿真区间内均匀划分 200

个离散采样点开展数值计算 .

本文采用 HP 忆阻器模型及其 Biolek 窗口函

数，这是 1 种广泛用于混沌系统理论研究的理想

化模型 . 需要指出的是，实际商用忆阻器的伏安

特性与理想 HP 模型存在一定差异，且电路中不

可避免存在寄生电容和寄生电感 . 因此，本文的

数值仿真结果主要用于揭示系统的定性动力学

行为，而定量工程实现则需进一步结合具体器件

参数进行电路级仿真（如 Multisim）或硬件校准 .

2　系统方程与动力学分析

2. 1　系统方程的推导

图 2 中 3 个电容 C1，C2，C3 两端的电压分别为

u1，u2，u3，运算放大器的输出电压为 V，其输出幅

值为±Vamp，则运算放大器的输出电压可表示为

V =
1
2 (| u1 + u2 + u3 + Vamp | - | u1 + u2 + u3 - Vamp | ) .(6)

结合忆阻器两端的电压 VM = V - u1 - u2，将窗

口函数 F(u)用电容电压表示为

图3　HP忆阻器伏安特性曲线

Fig. 3　Volt-ampere characteristic curves of HP 
memristor
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根据基尔霍夫电流定律（KCL）和基尔霍夫

电压定律（KVL），对忆阻移相混沌振荡器的各节

点进行电路分析，推导得到系统的状态方程为
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其中，V 满足式（6），M 满足式（4），M f 满足式（1），

F(u)由式（1），（4），（6），（7）确定 . 该系统为四维非

线性系统，包含 3 个电容电压和 1 个忆阻器内部

状态变量，具备产生混沌行为的维数条件 .

2. 2　无量纲系统归一化

为消除量纲影响，对式（8）进行无量纲化处

理 . 定义无量纲参数 (αβ)：
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将 M 和 M f 用无量纲参数表示为

M = Ron m (u)  (10)

M f = Ron m f(u) . (11)

其中，m(u)和m f (u)为无量纲忆阻函数，其表达式为

m (u) = u + α (1 - u)  (12)

m f(u) =m (u) + 1
k
β. (13)

将 M 和 M f 的无量纲参数代入式（8）的 4 个状

态方程，并在等式右边提取公因子 1/Ron，等式两

边再同时乘 1/Ci，得到无量纲化后的中间方程：
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进 一 步 定 义 无 量 纲 参 数 ，A =
1

RonC1

，B =

1
RonC2

，C =
1

RonC3

，ρ =
ku

Ron

，最终得到无量纲化的

系统状态方程：
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(15)

其中，m (u)，m f (u)分别由式（12），（13）给出 .该无量

纲系统为后续的动力学分析提供了简洁、通用的数

学模型，便于分析参数对系统混沌行为的调控规律 .

本文选取系统的核心仿真参数为 a = 1 ´ 106，

ku = 1 ´ 103，p = 2，Ron = 100 Ω，Roff = 10 000 Ω，C1=

C2=C3= 9´ 10-4 F，Vamp= 15 V，k= 14，R f= 85 000 Ω.

采用 MATLAB 的 ODE45 算法（设置相对容

差 r tol=1 ´ 10-7，绝对容差 a tol=1 ´ 10-10）对无量纲系

统进行数值仿真，仿真时间范围 tspan=［0，5 000］，

初始值为［1，0，0，1］，计算得到系统的李雅普诺

夫指数 λ为（0.006，-0.009，-0.059，-0.630）.

从计算结果看，这组李雅普诺夫指数已经能

够比较清楚地说明系统动力学特征 . 最大指数为

正，说明系统对初值敏感；另外 3 个指数为负，说

明轨道不会无限制扩张，而是被吸引到有限区域

内 . 结合前述数值仿真结果，可以认为该无量纲

系统在当前参数下表现为有界混沌 . 基于这一

点，给出李雅普诺夫指数曲线图，如图 4 所示，用

于和后续的时域及相图分析相互印证 .

为直观展示系统动力学行为，本文进一步给

出 2 组图像结果：图 5 为 4 个相平面轨迹图，分别

为 u1 - u3，u1 - u2，u2 - u，u3 - u，用于表征吸引子在

相空间中的分布形态，仿真参数如下：求解器为

MATLAB ODE45，相对容差 r tol=1×10-7，绝对容差

图4　李雅普诺夫指数随参数k演化图

Fig. 4　Lyapunov exponent versus parameter k
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a tol=1×10-10，仿真时长 tspan=［0，1 000］，初始值为

［1，0，0，1］；图 6 为 4 个状态变量的时域波形图，

用于反映系统的时间演化特征 .

2. 3　平衡点与稳定性分析

平衡点是分析非线性系统动力学行为的基

础，反映了系统的稳态特性 . 当运算放大器工作

在线性区时，满足 V = u1 + u2 + u3，代入无量纲系统

（15）可得
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(16)

令式（16）右端为零，由 u̇3= 0得 u1 + u2 + u3 = 0；

将其代入 u̇2 = 0 得 u3 = 0；进而由 u1 + u2 + u3 = 0 得

u1 + u2 = 0；再由 u̇1 = 0 得 u2 + u3 = 0，故 u2 = 0. 因此

u1 = u2 = u3 = 0，而 u̇ = 0 自动满足，故 u 可取 (01)内

任意常数 . 记平衡点处的内部状态为 d，则系统全

部平衡点构成 1 条连续直线：

E = {(000d ) |dÎ (01)}. (17)

为分析平衡点的稳定性，在平衡点（0，0，0，

d）处对系统（16）进行线性化，得到雅可比矩阵 J：
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该矩阵最后 1 列全为零，因此系统存在 1 个零特

征值，其余特征值由左上角的 3×3 子矩阵 J3 决定 .

特征方程可写为

λ × det (J3 - λI ) = 0.

对于实际电路，取电容值相等 C1 =C2 =C3，则

无 量 纲 参 数 A = B =C. 此 时 令 h = A/β，并 记 X =

β/m f (d)，Y = β/m(d)，经 计 算 可 得 J3 的 特 征 多 项

式为

λ3 + 3hλ2 + 2h2( X + Y ) λ + h3 XY = 0 (19)

或等价为，

βλ3+3Aλ2+2A2( 1
m f( )d

+
1

m(d) ) λ+ A3

m f( )d m ( )d
=0.

(20)

采用第 2.2 节所给参数 A = 1/(RonC1 )» 11.11，

β = R f /Ron = 850，k = 14 对式（20）进行数值求解，得

到特征值实部随内部状态 d 的演化规律：系统平

衡点并非在整个 dÎ(01) 区间内统一不稳定，而

是存在明显的稳定性转变 . 结合特征值实部变化

曲线，如图 7 所示，可见：当 d 位于较小区间时，3

个非零特征值的实部均小于 0；随着 d 增大，特征

值的最大实部逐渐上升，并在临界值 dc » 0.60 附

近穿过零轴变为正值 .

具体而言，平衡点直线存在横向收敛-横向

发散的稳定性分岔：当 d < dc 时，平衡点在横向，

即非平衡点直线方向，为稳定状态；当 d > dc 时，

至少存在 1 个具有正实部的特征值，所有平衡点

均退化为不稳定的鞍点或鞍焦点 .

图5　初始值为[1,0,0,1]时系统(15)的相轨迹

Fig. 5　Phase trajectory of system(15) with initial 
value [1,0,0,1]

图6　初始值为[1,0,0,1]时系统(15)的波形

Fig. 6　Waveform of system (15) with initial 
value [1,0,0,1]
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由于存在 1 个零特征值，平衡线本身构成一

维中心流形 . 横向稳定性由 J3 的特征值决定 . 当

d < dc 时，所有横向特征值实部为负，平衡点为稳

定的结点或焦点；当 d > dc 时，至少 1 个横向特征

值实部为正，平衡点变为不稳定的鞍点或鞍焦

点 . 综上，本系统的平衡点稳定性与忆阻器内部

状态 d 强相关，混沌行为主要出现在平衡点横向

失稳的 d 区间 . 由于电路环路增益远大于 1，忆阻

器因频率变化消耗的能量可被及时补充，状态在

扰动下无法回归稳定平衡点，最终借助忆阻器阻

值的动态变化演化出混沌振荡 .

2. 4　分岔图分析

为深入揭示系统随参数 k 变化的动力学演化

规律，本文通过数值积分方法计算了系统在参数

kÎ[1016]内以 u3 为纵坐标的分岔图，如图 8 所示 .

分岔图清晰地呈现了系统从规则运动向混沌运

动的演化过程，揭示了比例因子 k 对系统非线性

动力学行为的调控作用 .

当 kÎ[10 13]时，系统处于小幅周期振荡状

态，分岔图上的极值点高度集中于零轴附近，表

明系统轨迹收敛于简单的周期吸引子，动力学行

为较为规则 . 此阶段忆阻器 u3 的振荡幅值较小，

系统整体处于近似线性的工作区间，与第 2.3 节

平衡点横向稳定区间的分析结论一致 .

当参数增大至 k » 14 时，分岔图发生显著突

变：分岔图上的极值点由单一集聚状态迅速展开

为多个分支，标志着系统经历了由周期运动向复

杂非线性运动的临界转变 . 这一现象与第 2.3 节

平衡点稳定性分析中临界值 dc » 0.60 处平衡点横

向失稳的结论相互印证：当忆阻器内部状态 d 超

过临界值后，平衡点退化为鞍焦点，系统对初始

条件的敏感性急剧增强，这正是 k » 14 处分岔突

变的动力学根源 .

在 kÎ[1416]区间内，分岔图呈现出典型的倍

周期分岔级联特征：极值点由单支逐步裂变为 2

支、4 支乃至更多分支，各分支间距随 k 增大而持

续压缩，体现了费根鲍姆（Feigenbaum）倍周期分

岔路径的经典规律 . 随着  k 进一步增大，各分支

趋于弥散，系统进入混沌状态，截面散点呈现分

形带状分布，这是混沌吸引子的典型几何特征，

与图 4 所示李雅普诺夫指数最大值由负转正的演

化趋势高度吻合 .

综上，系统以比例因子  k 为分岔参数，在k» 14

处发生首次分岔，随后经历完整的倍周期分岔级联

路径最终进入混沌 . 分岔图与平衡点稳定性分析、

李雅普诺夫指数曲线及相图构成多维互证体系，共

同支撑了系统具有真实混沌动力学行为的结论 .

3　结  语

本文以传统 RC 移相正弦波振荡器为基础，

在保持反馈电阻 R f 不变的条件下，将受控忆阻器

引入 R1 支路，并与忆阻器（忆阻值 M）共同构建了

忆阻耦合移相振荡电路 . 围绕该电路，本文完成

了模型推导与动力学数值分析 . 主要结论如下：

1） 在参数 a= 106，ku= 103，p= 2，Ron= 100 Ω，

Roff= 10 000 Ω，C1=C2=C3= 9´ 10-4 F，Vamp= 15 V，

k = 14，R f = 85 000 Ω 下，建立了系统的四维无量

纲非线性状态方程，并完成了基于 ODE45 的数值

仿真 . 仿真参数 tspan=［0，5 000］，初值［1，0，0，1］.

平衡点分析表明，系统平衡点构成 1 条平衡线 E =

{(000d ) |dÎ (01)}. 线性化后雅可比矩阵存在 1

个零特征值，其余特征值由 J3 子矩阵决定 . 结合

图 7 可知，平衡线稳定性随内部状态 d 变化而改

变，并非在整个区间内保持同一稳定性类型；在

部分 d 区间内出现正实部，对应局部失稳 .

图7　特征值实部随参数d的变化曲线

Fig. 7　Curves of the real part of eigenvalues varying 
with parameter d

图8　以k为参数的系统分岔图

Fig. 8　Bifurcation diagram of the system with respect 
to parameter k
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2） 在上述参数与初值条件下，系统的李雅普

诺 夫 指 数 计 算 结 果 为（0.006，-0.009，-0.059，

-0.630）. 最大指数为正，系统对初值扰动具备指

数敏感性；其余指数为负，相空间存在收缩方向 .

该结果与相图、时域波形呈现的复杂非周期行为

吻合，可判定系统处于混沌态，轨迹具备非线性

耦合特征 .

3） 李雅普诺夫指数图进一步表明，参数 k 可

显著调控系统动力学行为 . 分岔图完整刻画了以

k 为控制参数的演化路径：系统经倍周期分岔由

周期态进入混沌，演化区间内存在窄带周期窗

口；首次分岔发生在 k » 14 处，与平衡点失稳临界

条件匹配 .

综上，本文所提忆阻耦合移相振荡拓扑可在

给定参数下产生混沌行为，完成了电路建模、稳

定性分析与分岔图分析的完整闭环研究，为受控

忆阻器在移相振荡电路支路中的应用提供理论

参考 . 本文现阶段仅开展理论建模与数值仿真，

后续可搭建硬件电路完成实测，验证器件在误

差、噪声、参数漂移下系统混沌的鲁棒性；同时针

对参数调控、可控波形输出展开深入研究 .
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