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摘要:为得到不同传动特性的 Pascal蜗线齿轮机构,基于二段变性 Pascal蜗线齿轮生成机理构建

多段变性Pascal蜗线齿轮机构.将Pascal蜗线曲线划分成 N 段,并在每一区段内引入不同的变性系

数,由此获得多段变性Pascal蜗线.基于几何图学构建该曲线数学方程.将多段变性Pascal蜗线曲线

应用于齿轮机构,得到一种变速传动的非圆齿轮机构,并构建该类型齿轮机构传动数学模型.为便于优

化设计,编制了多段变性Pascal蜗线齿轮机构可视化设计平台,分析了变性系数对 Pascal蜗线族齿轮

的影响,总结了变性系数选取准则.分析了三段变性Pascal蜗线齿轮机构的传动特性和多段变性PasＧ
cal蜗线齿轮在压力机上的应用.研究发现:在不同区段内引入不同的变性系数,可获得不同的传动特

性;且分段数量越多,可调节性越强,获得的传动特性种类越多.
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Abstract:InordertoobtainthePascalwormgearmechanismswithdifferenttransmissioncharacＧ
teristics,amultiＧstagedenaturedPascalwormgearmechanism wasconstructedbasedon２stagedeＧ
naturedPascalwormgeargenerationmechanism．PascalwormcurvewasdividedintoN segments,
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０　引言
非圆齿轮[１]是一种非线性、可实现变速传动

的常见机构,其中Pascal蜗线齿轮机构[２]广泛应

用于需要变速传动的装置[３]内.目前对 Pascal
蜗线齿轮机构的研究主要集中于 Pascal蜗线齿

轮、变性 Pascal蜗线齿轮、高阶 Pascal蜗线齿轮

和高阶变性 Pascal蜗线齿轮这几类 Pascal蜗线

族齿轮,而其中的变性齿轮仅限于二段变性Pascal
蜗线齿轮.

任廷志等[４]提出了主动轮向径按照余弦运动

规律变化的余弦齿轮机构,并对其基本参数的设
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计过程和传动特性进行了分析.刘永平等[５]对

Pascal蜗线齿轮机构传动特性进行了分析,并对

齿廓进行虚拟加工仿真.陶德华等[６]对高阶二段

变性Pascal蜗线齿轮进行传动特性分析,并对影

响传动规律的各设计参数进行研究总结.余俊

等[７]利用有限元分析软件对蜗线齿轮进行模态分

析,并分析了影响蜗线齿轮固有频率的设计参数.
以上类型的 Pascal蜗线族齿轮由于设计参

数数量较少,不能很好地满足复杂的传动工况需

求.本文在二段变性原理的基础上,提出将节曲

线分割成N 段[８]并引入不同的变性系数,获得传

动特性调整灵活性更强的多段变性 Pascal蜗线

齿轮;利用数值分析的方法构建齿轮副节曲线及

其传动特性数学模型;编制了可视化设计平台[９];
研究了变性系数对 Pascal蜗线族非圆齿轮的影

响;研究三段变性Pascal蜗线齿轮副的节曲线形

状及其传动特性,并将多段变性Pascal蜗线齿轮

用于驱动压力机,凸显多段变性Pascal蜗线齿轮

的可行性及其优势.

１　多段变性Pascal蜗线曲线

１．１　Pascal蜗线曲线

图１所示为Pascal蜗线曲线生成原理,将该

曲线应用于非圆齿轮机构领域,获得一种特殊运

动规律的变速传动机构.由图１可知:Pascal蜗

线是以(b/２,０)为圆心、b/２为半径长,在该圆上

任意一点沿其向径方向与此点距离为l的点的轨

迹.根据几何图学可知,该点轨迹r(Pascal蜗线

曲线)的表达式为

r＝bcosθ＋l (１)
式中:b为发生圆直径;θ为转角;l为展长.

图１　Pascal蜗线曲线

Fig．１　Pascalwormcurve

１．２　 二段变性Pascal蜗线曲线

目前常见的变性非圆齿轮主要是二段变性

的.图２中１为基Pascal蜗线.在极角φ＝π位

置将其分割成两段,在曲线φ ∈ (０,π)区段内引

入变性系数m１１,可将原本两段极角φ∈(０,π)和

φ ∈ (π,２π)调整为两段新极角φ１ ∈ (０,π/m１１)

和φ２ ∈ (π/m１１,２π).通过改变极角可获得变性

后的Pascal蜗线(图２中２为m１１ ＝２时的变性

Pascal蜗线). 若设第二段曲线的变性系数为

m１２,则引入的变性系数 m１１ 和 m１２ 需满足以下

条件:
m１１ ＞１/２

π
m１１

＋
π
m１２

＝２π} (２)

１．基Pascal蜗线 　２．变性Pascal蜗线

图２　 二段变性Pascal蜗线曲线

Fig．２　The２stagedenaturedPascalwormcurve

１．３　 多段变性Pascal蜗线曲线

为满足更多的传动功能需求,在二段变性

Pascal蜗 线 节 曲 线 的 基 础 上,将 连 续 封 闭 的

Pascal蜗线分割成N 段(N ≥３),如图３所示.图

中每一段 Pascal蜗线分别引入一个变性系数

m１i(i∈ [１,N]),通过改变m１i 的数值,即可获得

不同的Pascal蜗线曲线.

图３　 多段变性Pascal蜗线曲线

Fig．３　MutiＧstagedenaturedPascalwormcurve

根据几何图形和数值分析可建立多段变性

Pascal蜗线曲线数学方程:
　　r１(φ１)＝
bcos(m１１φ１)＋l　　　　φ１ ∈ [０,２π/(Nm１１))

bcos(m１２(φ１ －
２π

Nm１１
)＋

２π
N

)＋l

φ１ ∈ [２π
Nm１１

,∑
２

i＝１

２π
Nm１i

)

　　　⋮

bcos(m１N (２π－φ１)＋
２π(N －１)

N
)＋l

φ１ ∈ [∑
N－１

i＝１

２π
Nm１i

,２π]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(３)

式中:r１ 为多段变性Pascal蜗线向径;φ１ 为多段Pascal蜗
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线转角;m１i 为多段变性Pascal蜗线上第i分段的变性系

数;m１N 为最后一段变性系数;N 为总共的分段数.

为保证多段变性Pascal蜗线曲线封闭,各段

变性系数m１i 需满足以下条件:
m１i ＞１/N

∑
N

i＝１

２π
m１i

＝２πN} (４)

多段变性Pascal蜗线齿轮节曲线在分段处连

续验证:当φ１＝０和φ１＝２π时,根据式(３)可得两

位置节曲线向径r１(０)＝r１(２π)＝b＋l;当φ１ ＝

∑
j

i＝１

２π
Nm１i

时,r１(j＋１)＝r１(j)＝bcos(２πj
N

)＋l,

j为Pascal蜗线分段中的第j段.

２　 多段变性Pascal蜗线齿轮机构

将多段变性Pascal蜗线曲线应用于齿轮机构

中,将曲线作为齿轮节曲线可构建出多段变性

Pascal蜗线齿轮副机构,如图４所示.

图４　 多段变性Pascal蜗线齿轮副

Fig．４　MultiＧstagedenaturedPascalwormgearpair

２．１　 多段变性Pascal蜗线副节曲线方程的建立

为便于建立多段变性Pascal蜗线副节曲线方

程,以主动轮转动中心 O 为原点建立坐标系

Oxy.主动轮节曲线方程即为Pascal蜗线曲线方

程(式(３)).根据齿轮啮合原理及传动特性[１０] 可

知,从动非圆齿轮节曲线２方程可表示为

r２(φ２)＝a－r１(φ１)

φ２(φ１)＝∫
φ１

０

１
i１２

dφ１ ＝∫
φ１

０

r１(φ１)
a－r１(φ１)

dφ１} (５)

式中:r２ 为从动轮节曲线向径;φ２ 为从动轮转角;a 为齿

轮副中心距.

在各段变性系数m１i 满足式(４)的前提下,根
据非圆齿轮节曲线封闭性条件[１１] 可知,多段变性

Pascal蜗线齿轮副能够实现准确传动需要满足以

下条件:
２π
n２

＝∫
２π

０

r１(φ１)
a－r１(φ１)

dφ１ ＝

∫
２π

Nm１１

０

[bcos(m１１φ１)＋l]
a－[bcos(m１１φ１)＋l]dφ１ ＋

∑
N

i＝２∫
∑
i

j＝１

２π
m１j

∑
i－１

j＝１

２π
m１j

[bcos(m１i(φ１ －∑
i

k＝１

２π
Nm１k

)＋

２π(i－１)
N

)＋l]{a－[bcos(m１i(φ１ －∑
i

k＝１

２π
Nm１k

)＋

２π(i－１)
N

)＋l]}－１dφ１ (６)

式中:k用于计数分段,k＝１,２,,􀆺,i.

利用数值分析和一维搜寻的优化方法先确定

中心距a 的取值区间,然后利用黄金分割法在确

定的区间中获得精确的中心距a 的数值.由式

(６)求得中心距后代入式(５)即可得到从动轮节

曲线方程,其中从动轮转角φ２ 可通过梯形法求解

得到.

２．２　 凹凸性判别

为在多段变性Pascal蜗线曲线上范成出完整

齿廓,需保证所设计非圆齿轮节曲线外凸,即保证

曲线上各处曲率半径满足以下条件:

ρ＝
[r２ ＋(dr

dφ
)２]３/２

r２ ＋２(dr
dφ

)２ －rd２r
dφ２

≥０ (７)

式中:φ 表示对应曲线的转角.

经推导计算,主动轮节曲线保证外凸的条件

需满足１＋i１２＋i″１２≥０;从动轮节曲线保证外凸的

条件为１＋i１２＋(i′１２)２－i１２i″１２≥０,将传动比i１２、
传动比等式对φ１ 求一阶导数得到的i′１２和传动比

等式对φ１ 求二阶导数得到的i″１２代入主、从动轮

节曲线凹凸判定条件中即可判断凹凸性[１２].

２．３　 传动比

由于多段变性Pascal蜗线齿轮副各位置向径

比是时 变 的,因 此 其 齿 轮 副 传 动 比 也 是 时 变

的[１３].根据齿轮副啮合传动理论,建立多段变性

Pascal蜗线齿轮副传动比i１２ 数学模型:

　　i１２(φ１)＝
a－r１(φ１)
r１(φ１) ＝

a－[bcos(m１１φ１)＋l]
bcos(m１１φ１)＋l 　　　φ１ ∈ [０,２π/(Nm１１))

a－[bcos(m１２(φ１ －
２π

Nm１１
)＋

２π
N

)＋l]

bcos(m１２(φ１ －
２π

Nm１１
)＋

２π
N

)＋l

φ１ ∈ [２π
Nm１１

,∑
２

i＝１

２π
Nm１i

)

　　⋮

a－[bcos(m１N (２π－φ１)＋
２π(N －１)

N
)＋l]

bcos(m１N (２π－φ１)＋
２π(N －１)

N
)＋l

φ１ ∈ [∑
N－１

i＝１

２π
Nm１i

,２π]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(８)

２．４　 压力角

圆柱齿轮齿廓在节圆上的压力角等于刀具齿

􀅰７７４􀅰

多段变性Pascal蜗线齿轮传动特性分析———陶德华　王　英　曹振新　等



廓的齿形角α０,等于２０°,而多段变性Pascal蜗线

齿轮节曲线是变化的,齿廓上的压力角并不相

同.根据机构学理论,非圆齿轮啮合点处的压力

角α１２ 为从动轮在啮合点处的绝对速度v２ 的方向

和此时此啮合点的法向力F 方向间的夹角[１４].
图５中齿廓右侧为此时的工作侧,其压力角大小

可表示为

α１２ ＝μ１ ＋α０ －π/２ (９)

式中:μ１ 为节曲线在啮合点P 处的切线正向与齿轮向径

间夹角.

图５　 右侧齿廓作为工作廓线时的压力角

Fig．５　Pressureanglewhenrighttoothprofileas
workingprofile

根据几何学,将多段变性Pascal蜗线齿轮传

动比方程(式(８))和传动比等式对φ１ 求一阶导数

得到的i′１２代入下式:

tanμ１ ＝
r１(φ１)

dr１(φ１)/dφ１
＝ －

i１２ ＋１
i′１２

(１０)

利用数值分析求解可得μ１ 值.

２．５　 齿轮副重合度

齿轮机构的传动是通过齿轮副间的齿廓交替

啮合来实现的.为满足齿轮连续传动的要求,齿
轮副的重合度ε需大于或等于许用值[ε].齿轮

副重合度是评判齿轮传动特性优劣的重要指标之

一[１５].
非圆齿轮副啮合时的重合度ε为轮齿啮合时

的有效啮合线长度和基圆齿距的比值,如图６所

示.由于非圆齿轮节曲线上各点曲率半径不同,
因此,非圆齿轮副啮合时的重合度是时变的.其

中基圆齿距为Pb＝πmcosα０,α０ ＝２０°.u１ 为齿

轮啮合接触点P 和主动轮齿顶与啮合线交点A
间距离,u２ 为齿轮啮合接触点P 和从动轮齿顶与

啮合线交点B 间距离,计算公式如下:

u１ ＝ (ρ１ ＋ha１)２ －(ρ１cosα０)２ －ρ１sinα０

u２ ＝ (ρ２ ＋ha２)２ －(ρ２cosα０)２ －ρ２sinα０
}

(１１)

式中:ρ１ 为主动轮节曲线在啮合接触点P 处的曲率半径;

ρ２ 为从动轮节曲线在啮合接触点P 处的曲率半径;ha１ 为

主动轮齿顶高;ha２ 为从动轮齿顶高.

非圆齿轮副重合度为

ε＝
u１ ＋u２

πmcosα０
(１２)

式中:m 为齿轮模数.

非圆齿轮副重合度是时变的,计算量大,利用

编程语言计算可快速得到结果.

图６　 多段变性Pascal蜗线齿轮副重合度

Fig．６　ContactratioofmutiＧstagedenaturedPascal
wormgearpair

３　 可视化平台编制及应用

为分析多段变性Pascal蜗线齿轮形状及其传

动特 性,在 建 立 的 数 学 模 型 的 基 础 上,利 用

MATLAB建立可视化分析 设 计 软 件,如 图 ７
所示.

图７　 多段变性Pascal蜗线齿轮机构可视化设计平台

Fig．７　VisualdesignplatformofmutiＧstagedenatured
Pascalwormgearmechanism

３．１　 可视化平台功能分析

图８为该可视化设计平台的功能流程图.设

计者可在设计平台界面输入Pascal蜗线齿轮参数

和各段变性原理参数,通过按钮控制的方式实时

输出相关参数,包括多段变性Pascal蜗线齿轮压

力角曲线、重合度曲线、传动比曲线和从动轮的运

动特性,并进行多段变性Pascal蜗线齿轮节曲线

运动模拟,初步验证设计的合理性及准确性,并将
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设计计算结果保存.若输入设计参数的输出结果

并不满足设计要求,则可实时调节相关设计参数

进行优化设计.

图８　 可视化设计平台功能流程图

Fig．８　Functionalflowchartofvisualdesignplatform

３．２　 各段变性系数m１i 影响分析

为分析变性系数m１i 对多段Pascal蜗线齿轮

的影响,选择基础参数一致的未引入变性系数的

Pascal蜗线齿轮和在各段引入不同变性系数m１i

的四段变性Pascal蜗线齿轮进行对比.
变性系数m１i 对极角的影响列于表１.通过

改变各区段极角的方式获得多段变性Pascal蜗线

齿轮节曲线(图９).图９中r０ 为未变性Pascal蜗

线齿轮节曲线,r１ 为在各区段引入变性系数后的

节曲线.变性系数对齿轮传动比的影响如图１０
所示.可知:

表１　 极角变化

Tab．１　Polaranglechange

区段(b＝５mm,l＝４０mm)
极角/(°)

未引入前 引入后

第一区段m１１ ＝１ ９０° ９０
第二区段m１２ ＝０．８ ９０ １１２．５
第三区段m１３ ＝１．２ ９０ ７５

第四区段m１４ ＝１２/１１ ９０ ８２．５

图９　 变性系数对节曲线的影响

Fig．９　Effectofdenaturedcoefficientoncurve

　　１)在第一区段内引入m１１＝１后,该区段各点

向径不变,各向径极角不变,两者传动比变化趋势

一致,但传动比数值受到引入的不为１的多段变

性系数m１i 影响,引入的多段变性系数影响齿轮

中心距,改变相应位置的主、从动轮向径比;

２)在第二区段内引入小于１的变性系数后,

该区段内向径保持不变,向径对应极角扩大至原

来的１/m１i 倍,传动比曲线变化趋缓,变化速度由

引入的变性系数决定,且该区段内的传动比曲线

极值向后移动;

３)在第三区段内引入大于１的变性系数后,
该区段内向径保持不变,向径对应极角缩小至原

来的１/m１i,传动比曲线变化加速,变化速度由引

入的变性系数决定,且该区段内的传动比曲线极

值向前移动.
为保证节曲线封闭,各区段变性系数需满足

式(４),因此,末段变性系数取决于其余区段的变

性系数.在各区段向径保持不变的情况下,通过

引入变性系数改变各区段极角,以获得不对称的

节曲线形状,从而获得不同的传动特性.

图１０　 变性系数对传动比的影响

Fig．１０　Effectofdenaturedcoefficienton

transmissionratio

３．３　 各段变性系数m１i 的选取依据

１)保证多段变性 Pascal蜗线曲线在各分段

处连续,需保证各段变性系数m１i ＞１/N,若某一

区段变性系数小于或等于１/N 时,曲线在相应区

段会出现不连续的情况.

２)为保证多段变性 Pascal蜗线曲线不出现

内凹现象,选取的变性系数m１i 应当保证曲线各

点曲率半径始终大于或等于０,即满足式(７).

３)工况需求齿轮传动在某段区间内快速传

动,则在该区段内引入大于１的变性系数;若要求

慢速传动,则引入小于１的变性系数.为保证节

曲线封闭,在其他区段变性系数确定的情况下,最
后设计的区段内的变性系数需适应其余区段.

４　 实例分析

４．１　 三段变性Pascal蜗线齿轮副特性

为研究三段变性Pascal蜗线齿轮传动特性,
选取一组设计参数:发生圆直径b为５mm,展长l
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为４０mm,齿轮模数m 为４,第一段变性系数m１１

为１,第二段变性系数m１２ 为２,保证节曲线的封

闭,由式(４)得第三段变性系数m１３ 为２/３,主、从
动轮阶数为１,即一个传动周期内,齿轮副传动比

平均值为１.通过编制的设计软件得到该组参数

下的三段变性Pascal蜗线齿轮节曲线,并利用范

成法生成齿廓,如图１１所示.

图１１　 三段变性Pascal蜗线齿轮

Fig．１１　The３stagedenaturedPascalwormgear

图１２为该组设计参数下的三段变性 Pascal
蜗线齿轮副一个传动周期内的齿轮副传动比曲

线、压力角曲线和齿轮副重合度曲线.该组设计

参数下的齿轮副传动比在[０．８３１,１．３５４]范围变

动,变动规律与引入的变性系数m１i 有关;压力角

变化范围为[６．９９６°,３２．７９２°],最大压力角小于齿

轮自锁时的最大允许压力角６５°;重合度变化范围

为[１．５６２,１．６１４],整个传动内重合度最小值为

１．５６２,高于一般机械设备对于齿轮副的许用值

[εα].

图１２　 三段变性Pascal蜗线齿轮传动特性

Fig．１２　Transmissioncharacteristicsof３stage
denaturedPascalwormgear

为验证建立的数学模型的准确性,利用三维

实体建模软件SolidWorks建立三段变性 Pascal
蜗线齿轮副,并利用 Motion进行模拟仿真运动,
将虚拟仿真所得三段变性Pascal蜗线齿轮副传动

比曲线与理论计算所得传动比曲线进行对比分

析,如图１３所示,由图可知,传动比曲线趋势基本

吻合,初步验证了所建立的多段变性Pascal蜗线

齿轮数学模型及传动特性数学模型的准确性.
虚拟仿真得到的传动比曲线与理论计算得到

的传动比曲线不完全重合的原因主要有以下几

图１３　 理论传动比曲线和仿真传动比曲线

Fig．１３　Theoreticalandsimulationresultsof
transmissionratio

点:① 齿廓计算不够精确,在啮合传动过程中,齿
间出现间隙;② 轮齿建模过程中采用软件自带样

条曲线拟合,存在建模误差.

４．２　Pascal蜗线族齿轮驱动对心式曲柄滑块式

压力机对比分析

图１４为Pascal蜗线族齿轮副驱动对心式曲

柄滑块式压力机的机构简图,其工作原理为:动力

源由主轴 O１ 传入,驱动固连其上的主动多段

Pascal蜗线族齿轮１做匀速转动,通过齿廓啮合,
将动力传递给从动非圆齿轮２,由于非圆齿轮副

的不规则的传动特性,从动非圆齿轮２做变速转

动,由于曲柄３与从动非圆齿轮２固连在同一根

轴上,因此两者运动特性一致,然后通过连杆４,
将动力传递至滑块５,滑块５做往复运动.

图１４　 多段变性Pascal蜗线齿轮驱动压力机

Fig．１４　PressdrivenbymultiＧstagedenatured
Pascalwormgear

根据几何数学可知滑块的位移数学模型:

φ２(φ１)＝∫
φ１

０

１
i１２

dφ１ ＝∫
φ１

０

r１(φ１)
a－r１(φ１)

dφ１

s＝ l２
２ －l２

１sin２φ２ ＋l１cosφ２ －(l２ －l１)
} (１３)

式中:s为滑块位移;l１ 为曲柄长度;l２ 为连杆长度.

图１５为Pascal蜗线齿轮(未变性)、二段变性

Pascal蜗线齿轮和多段变性Pascal蜗线齿轮分别

驱动对心式曲柄滑块式压力机时的滑块位移曲

线,对比分析可知:

１)Pascal蜗线齿轮(未变性)驱动时,对心式

滑块机构推程和回程占比为１∶１,无急回特性;而
二段变性Pascal蜗线齿轮和多段变性Pascal蜗线

齿轮驱动时,均可以使滑块具备急回特性,在一定
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程度上可提高压力机的工作效率;

２)二段变性Pascal蜗线齿轮驱动时,滑块的

推程和回程阶段的运动规律较为单一,而多段变

性Pascal蜗线驱动时,通过调节分段数及各分段

内的变性系数可使滑块在推程的前半段(空推程

段)快速移动,在靠近加工零件前,慢速前进,实
现低速锻压,在一定程度上提升产品品质.

图１５　 位移曲线对比

Fig．１５　Comparisonofdisplacementcurves

综上,对于多段变性Pascal蜗线齿轮副的设

计,分段数量越多,可调变性系数数量越多,得到

的节曲线形状越接近自由节曲线;只要引入各段

的变性系数m１i 合适,设计出的非圆齿轮机构在

满足设计要求的基础上可具备良好的传动特性.

５　结论

１)由二段变性 Pascal蜗线齿轮演化原理推

导出多段变性Pascal蜗线齿轮生成机理,通过在

每一段引入相应变性系数,理论上可获得能够实

现无数不同传动特性的Pascal蜗线齿轮机构,此
生成机理可为其他类型非圆齿轮的拓展设计提供

借鉴意义.

２)建立了多段变性 Pascal蜗线齿轮机构可

视化设计平台,为该类型非圆齿轮副的优化设计

提供了便捷的设计手段.

３)分析了多段变性 Pascal蜗线齿轮传动特

性,表明不同区间引入不同的变性系数可获得不

同的传动特性;分段数量越多,可引入的变性系数

越多,节曲线形状越趋近于自由节曲线,齿轮传动

特性可调节性越强.

４)对比多段变性Pascal蜗线齿轮、二段变性

Pascal蜗线齿轮和未变性 Pascal蜗线齿轮分别

驱动对心式曲柄滑块式压力机时位移曲线可知,
多段变性Pascal蜗线齿轮能够更好地满足锻压工

艺要求.
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