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Gorenstein强FP-内射模
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摘要:首先,借助内射模的零调复形和 Hom函子的理论,引入Gorenstein强FP-内射模的

概念.其次,利用马蹄引理和构造拉回图的方法,研究Gorenstein强FP-内射模的同调性质,
证明Gorenstein强FP-内射模类GSFI是内射可解类,关于直积及直和项封闭,并且如果任

意R-模的Gorenstein强FP-内射维数有限,则(⊥GSFI,GSFI)构成完全遗传的余挠对.
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Abstract:Firstly,weintroducethenotionofGorensteinstronglyFP-injectivemodulesbymeansof
acycliccomplexesofinjective modulesandthetheoryof Hom functors.Secondly,westudy
homologicalpropertiesofGorensteinstronglyFP-injectivemodulesbyusingtheHorseshoeLemma
andthemethodofconstructingpull-backdiagrams,andprovethattheclassGSFIofGorenstein
stronglyFP-injectivemodulesisinjectivelyresolving,withrespecttoclosedunderarbitrarydirect
productsanddirectsummands,andiftheGorensteinstronglyFP-injectivedimensionisfinitefor
everyR-module,then(⊥GSFI,GSFI)formsacompletehereditarycotorsionpair.
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1 引言及预备知识

Auslander等[1]研究 Noether环上的有限生成模时,引入了 G-维数为0的模,并由此给出了

Gorenstein局部环的等价刻画.Enochs等[2]推广了文献[1]的理论,在任意环上引入了Gorenstein投

射、Gorenstein内射和Gorenstein平坦模的概念,并研究了上述3种Gorenstein同调模的一些性质.
Holm[3]改进了文献[2]的结果,在一般结合环上研究了模的3种 Gorenstein同调维数.基于对

Gorenstein内射模的研究,Mao等[4]定义了GorensteinFP-内射模,并研究了凝聚环上的Gorenstein
FP-内射模的同调性质.Selvaraj等[5]定义了Gorensteinn-平坦模和Gorensteinn-FP-内射模,并研究

了它们的关系.Li等[6]基于 FP-内射模的研究,引入并刻画了强 FP-内射模.Xing等[7]研究了

GorensteinFP∞-内射模的同调性质.受上述研究成果的启发,本文对GorensteinFP-内射模进行推广,
研究Gorenstein强FP-内射模及其相关性质.本文所有的环R 均指有单位元的非零结合环,所有的



R-模均指左R-模.
令A是由R-模构成的类.记

A⊥={B 对任意A∈A有Ext1R(A,B)=0};
⊥A={B 对任意A∈A有Ext1R(B,A)=0}.

如果A⊥=B且⊥B=A,则称R-模的类构成的对(A,B)是余挠对.如果对任意正合序列0→X′→X→
X″→0(其中X′,X∈A),有X″∈A,则称余挠对(A,B)是遗传的.如果A∈A且C∈⊥A,则称R-模的

正合列0→X→A→C→0是X 的特殊的A-预包络.如果任意R-模都有特殊的 B-预包络,则称余挠对

(A,B)是完全的.
定义1[6] 设M 是R-模,如果对任意的有限表示R-模P 及任意的i≥1,都有ExtiR(P,M)=0,则

称R-模M 是强FP-内射模.
下面用SFI表示强FP-内射模构成的类.
定义2[8] 设n是非负整数,用SFP-idR(M)表示M 的强FP-内射维数.如果存在正合列

0→M →G0 →G1 → … →Gn →0, (1)
其中每个Gi 是强FP-内射模,则称R-模M 的强FP-内射维数小于等于n,记作SFP-idR(M)≤n.如果

上述有限序列不存在,则称SFP-idR(M)=∞.特别地,若n 是满足上述条件的最小整数,则记

SFP-idR(M)=n.

2 Gorenstein强FP-内射模

定义3 设M 是R-模,如果存在内射R-模的正合列

E=∶… →E2
d
→
2

E1
d
→
1

E0
d
→
0

E-1 → … (2)
使得M≅Im(E0→E-1),并且对任意的强FP-内射模E,函子 HomR(E,-)作用上述序列后仍正合,
则称R-模M 是Gorenstein强FP-内射模.

下面用GSFI表示Gorenstein强FP-内射模构成的类.
注1 由Gorenstein强FP-内射模的定义易见:

1)内射模⇒GorensteinFP-内射模⇒Gorenstein强FP-内射模⇒Gorenstein内射模;

2)若正合序列(2)中,满足对任意的强FP-内射模H,用函子HomR(H,-)作用E后仍正合,则

对任意的i∈ℤ,有Kerdi=Imdi+1都是Gorenstein强FP-内射模.
定义4 设n是非负整数,用G-SFP-idR(M)表示 M 的Gorenstein强FP-内射维数.如果存在

正合列(1),其中Gi 是 Gorenstein强FP-内射模,i=0,1,2,…,n,则称R-模 M 的 Gorenstein强

FP-内射维数小于等于n,记作G-SFP-idR(M)≤n.如果上述有限序列不存在,则称G-SFP-idR(M)=∞.
特别地,若n是满足上述条件的最小整数,则记G-SFP-idR(M)=n.

引理1 设M 是Gorenstein强FP-内射R-模,N 是R-模.若SFP-idR(N)<∞,则对任意的i≥1,
有ExtiR(N,M)=0.

证明:设SFP-idR(N)=n.若n=0,则N 是强FP-内射模,显然有ExtiR(N,M)=0,∀i≥1.若

n>0,则由定义2知,存在正合列0→N→N0→N1→…→Nn→0,其中 Ni 是强FP-内射模.取

Cm=Ker(Nm→Nm+1),m=0,1,2,…,n-1.由维数转移得

ExtiR(N,M)≅Exti+1R (C1,M)≅ … ≅Exti+nR (Nn,M),
由于Nn 是强FP-内射模,所以对于Gorenstein强FP-内射模M 以及任意的i≥1,有Exti+nR (Nn,M)=0.
于是ExtiR(N,M)=0,∀i≥1.

引理2 对任意的R-模M,下列叙述等价:

1)M 是Gorenstein强FP-内射模;

2)存在短正合列

0→C→E→M →0, (3)
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使得E 是内射模,C是Gorenstein强FP-内射模;

3)存在正合序列

… →E2 →E1 →E0 →M →0, (4)
对任意的i≥0,Ei 是内射模,使得对任意的N∈SFI,函子HomR(N,-)作用上述序列后仍正合,且

Exti+1R (N,M)=0.
证明:1)⇒2)显然.
2)⇒3).考虑短正合列(3).由定义3知,对任意的N∈SFI及任意的i≥1,均有ExtiR(N,C)=0.

于是函子HomR(N,-)作用短正合列(3)后仍正合,且有正合序列

… →ExtiR(N,E)→ExtiR(N,M)→Exti+1R (N,C)→ …,
故ExtiR(N,M)=0.而C是Gorenstein强FP-内射模,由定义3可知,存在正合列

E1=∶… →E2 →E1 →C→0,
使得HomR(N,E1)正合,其中每个Ei 是内射模.于是函子HomR(N,-)作用序列(4)后仍正合,结论

得证.
3)⇒1).考虑M 的内射分解

E2=∶0→M →E-1 →E-2 →E-3 → ….
对任意的N∈SFI及任意的i≥1,有ExtiR(N,M)=0,所以HomR(N,E2)正合.

因此函子HomR(N,-)作用序列(2)后仍正合,且 M≅Im(E0→E1),从而 M 是Gorenstein强

FP-内射模.

定理1 设0→A →
f

B →
g

C→0是R-模的短正合列.
1)若A,C是Gorenstein强FP-内射模,则B 也是Gorenstein强FP-内射模;

2)若A,B 是Gorenstein强FP-内射模,则C也是Gorenstein强FP-内射模.
证明:1)因为A,C是Gorenstein强FP-内射模,所以由引理2知存在下列两个短正合列:

0→A1 →E0 →
α

A →0,

0→C1 →U0 →
γ

C →0,
其中E0,U0 是内射模,A1,C1 是Gorenstein强FP-内射模.令F0=E0췍U0,则F0∈I,其中I是内射

模类.由定义3知Ext1R(U0,A)=0,即有正合列

0→HomR(U0,A)→HomR(U0,B)→HomR(U0,C)→0.
从而存在态射h:U0→B,使得gh=γ.定义态射

β:F0 →Bvia
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
y

fα(x)+h(y),

其中x∈E0,y∈U0,则有fα=β
æ

è
ç

ö

ø
÷
1
0
,且gβ=γ(0,1).进而可得如下行和列均正合的交换图:

其中B1=Ker(β).在正合列0→A1→B1→C1→0中,A1 和C1 是Gorenstein强FP-内射模,于是重复

以上步骤,可得如下行和列均正合的交换图:
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对任意的m≥0,都有Fm=Em췍Um,其中Fm,Em,Um∈I.因此,B 有左内射分解

F=∶… →F2 →F1 →F0 →B→0,
对任意的强FP-内射模N,易证 HomR(N,F)正合.另一方面,易得ExtiR(N,B)=0,∀i≥1.由

引理2可得B 是Gorenstein强FP-内射模.

2)假设A,B 是Gorenstein强FP-内射模.由引理2知,存在正合列0→B′→E →
β B→0,其中E

是内射的,B′是Gorenstein强FP-内射的.考虑β:E→B 和f:A→B 的拉回图:

由1)知,K 是Gorenstein强FP-内射的.进而由引理2知,K 有左内射分解

… →U2 →U1 →U0 →K →0,
使得对任意的强FP-内射模N,函子HomR(N,-)作用上述序列后仍正合.因此R-模C 也有左内射

分解:

U=∶… →U2 →U1 →U0 →E→C→0,
其中K≅Im(U0→E).由定义3知,对任意的强FP-内射模N,都有Ext1R(N,K)=0.因此函子

HomR(N,-)作用到短正合列0→K→E→C→0后仍正合,从而 HomR(N,U)正合.又因为函子

HomR(N,-)作用到短正合列0→A →
f

B →
g

C→0可得正合序列

… →Ext1R(N,B)→Ext1R(N,C)→Ext2R(N,A)→ …,
且由定义3易得对任意i≥1,ExtiR(N,C)=0.从而根据引 理2知,R-模C 是 Gorenstein强

FP-内射的.
命题1 Gorenstein强FP-内射模的类GSFI关于直积和直和项封闭.
证明:利用定义3、定理1及文献[3]中命题1.4类似可证.
引理3 令G-SFP-idR(M)=n,则存在短正合列

0→M →I→F→0,

0→I′→F′→M →0,
其中I∈GSFI,idR(F)≤n-1,I′∈GSFI,idR(F′)≤n.
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证明:若n=0,则M 是Gorenstein强FP-内射模,结论显然.若n≥1,对n进行归纳,当n=1
时,存在正合列

0→M →I0
d
→
0

I1 →0,

其中I0,I1∈GSFI.从而存在正合列0→H0→E0→I1→0,其中E0∈I,H0∈GSFI.考虑下列拉回图:

由中间列正合及定理1可知,G0∈GSFI.于是有正合列0→H1→E1→G0→0,其中E1∈I,H1∈GSFI.
考虑下列拉回图:

因此可得正合列0→H1→F1→M→0,且由中间行正合知idR(F1)≤1.结论得证.
假设n>1,并且结论对n-1成立,下证结论对n成立.考虑正合序列

0→M →I0
d
→
0

I1
d
→
1 … dn-

→
1
In →0,

其中对任意的i≥0,有Ii∈GSFI.令Kn-1=Imd0,可得G-SFP-idR(Kn-1)=n-1.由归纳法知,存在

正合列

0→Hn-1 →Fn-1 →Kn-1 →0,

其中idR(Fn-1)≤n-1,且 Hn-1∈GSFI.考虑下列拉回图:

因此,有正合列0→M→Gn-1→Fn-1→0和0→Gn→J→Gn-1→0,其中Gn-1∈GSFI,idR(Fn-1)≤n-1,

J∈I,且Gn∈GSFI.考虑下列拉回图:
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因为J∈I且idR(Fn-1)≤n-1,故由中间行正合知idR(Fn)≤n.即有短正合列0→M→Gn-1→Fn-1→0
和0→Gn→Fn→M→0,其中Gn-1∈GSFI,idR(Fn-1)≤n-1,Gn∈GSFI,idR(Fn)≤n.结论得证.

推论1 令0→M→I0→I1→0是R-模的短正合列,其中I0 和I1 是Gorenstein强FP-内射模,且

Ext1R(I,M)=0,∀I∈I,则M 是Gorenstein强FP-内射模.
证明:显然G-SFP-idR(M)≤1,由引理3知,存在短正合列

0→M →G→I→0, (5)
其中G∈GSFI,I∈I.而Ext1R(I,M)=0,所以短正合列(5)可裂.因此由命题1知M 是Gorenstein强

FP-内射模.
推论2 任意Gorenstein强FP-内射维数有限的R-模都有一个特殊的Gorenstein强FP-内射预包络.
证明:令M 是Gorenstein强FP-内射维数有限的R-模,则由引理3知,存在正合列

0→M →I→F→0, (6)
其中I∈GSFI,且idR(F)≤G-SFP-idR(M)-1.从而SFP-idR(F)<∞.如果G′∈GSFI,则由引理1知

Ext1R(F,G′)=0.于是M→I是特殊的Gorenstein强FP-内射预包络.
定理2 若任意R-模的Gorenstein强FP-内射维数有限,则(⊥GSFI,GSFI)是完全遗传的余挠对.
证明:先证明(⊥GSFI,GSFI)是余挠对.显然GSFI⊆(⊥GSFI)⊥.下证(⊥GSFI)⊥⊆GSFI.设

M∈(⊥GSFI)⊥,由推论2知,存在正合列(6),使得I∈GSFI,F∈⊥GSFI,所以Ext1R(F,M)=0,即

上述序列可裂,从而 M 是I 的直和项.由命题1知,M∈GSFI.于是(⊥GSFI)⊥ =GSFI,故

(⊥GSFI,GSFI)是余挠对.进而由推论2及定理1可知,(⊥GSFI,GSFI)是完全遗传的余挠对.

参 考 文 献

[1] AUSLANDERM,BRIDGERM.StableModuleTheory[M].Providence,RI:AmericanMathematicalSociety,

1969:1-146.
[2] ENOCHSEE,JENDAO M G.GorensteinInjectiveandProjectiveModules[J].MathematischeZeitschrift,

1995,220(4):611-633.
[3] HOLM H.GorensteinHomologicalDimensions[J].JournalofPureandAppliedAlgebra,2004,189(1/2/3):

167-193.
[4] MAOLX,DINGNQ.GorensteinFP-InjectiveandGorensteinFlatModules[J].JournalofAlgebraandIts

Applications,2008,7(4):491-506.
[5] SELVARAJC,UDHAYAKUMARR,UMAMAHESWARANA.Gorensteinn-FlatModulesandTheirCovers

[J].Asian-EuropeanJournalofMathematics,2014,7(3):1450051-1-1450051-13.
[6] LIWQ,GUANJC,OUYANGBY.StronglyFP-InjectiveModules[J].CommunicationsinAlgebra,2017,

45(9):3816-3824.
[7] XINGS Q,LUO X Q,HU K.GorensteinFP∞-Injective Modulesandw-NoetherianRings [J].Algebra

Colloquium,2022,29(4):687-712.
[8] CHENM Z,KIM H,WANGFG,etal.SomeCharacterizationsofCoherentRingsinTermsofStrongly

FP-InjectiveModules[J].CommunicationsinAlgebra,2020,48(7):2857-2871.
(责任编辑:赵立芹)

4801   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 




