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摘要:设R⊂S 是环的Frobenius扩张,M 是一个S-模.证明如果R⊂S 是可分Frobenius
扩张,则SM 是投射余可解的GorensteinFIn-平坦模(GorensteinFIn-平坦模)当且仅当RM 是

投射余可解的GorensteinFIn-平坦模(GorensteinFIn-平坦模).
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近年来,环的Frobenius扩张下的Gorenstein同调性质研究得到广泛关注[1-7].设R⊂S 是环的

Frobenius扩张,Ren[1]和Zhao[2]证明了S-模M 是Gorenstein投射(内射)的当且仅当 M 作为R-模是

Gorenstein投射(内射)的;Hu等[3]证明了S-模 M 是 Gorenstein平坦的当且仅当 M 作为R-模是

Gorenstein平坦的.
Bravo等[8]利用有限n-表现模定义了FPn-内射模和FPn-平坦模,之后,与这两类模相关的相对

同调代数理论得到广泛关注.作为投射余可解的 Gorenstein平坦模(Gorenstein平坦模)的推广,

Estrada等[9]用 FPn-内 射 模 代 替 内 射 模,引 入 并 研 究 了 投 射 余 可 解 的 GorensteinFIn-平 坦 模

(GorensteinFIn-平坦模).受上述研究工作的启发,本文讨论投射余可解的GorensteinFIn-平坦模和

GorensteinFIn-平坦模在环的Frobenius扩张下的保持性.



1 预备知识

本文中R 和S 均是有单位元的结合环,R-模或S-模均指左R-模或左S-模,右R-模或右S-模记为

Rop-模或Sop-模.用 Mod(R)(Mod(S))表示R-模(S-模)范畴,RM 表示M 是R-模,MR 表示M 是

Rop-模,SMR 表示M 是(S,R)-双模.用P(R),I(R)和 F(R)分别表示投射R-模、内射R-模和平坦

R-模的类.
首先介绍Frobenius扩张的相关知识.用R⊂S表示环扩张l:R S.自然双模RSR 定义为rsr′=

l(r)·s·l(r′),其中r,r′∈R,s∈S.类似地,有RS,RSS 和SSR 等.
定义1[10] 如果下列等价条件之一成立,则称环扩张R⊂S是Frobenius扩张:

1)函子SSR췍R-和HomR(RSS,-)自然等价;

2)函子-췍R RSS 和HomRop(SSR,-)自然等价;

3)RS 是有限生成投射模,且SSR ≅ (RSS)*∶=HomR(RSS,R);

4)SR 是有限生成投射模,且RSS ≅ (SSR)*∶=HomRop(SSR,R);

5)存在一个(R,R)-同态τ:S→R 和S 中元素xi,yi,使得对任意s∈S,有

∑
i
xiτ(yis)=s,  ∑

i
τ(sxi)yi=s.

  定义2[11] 设R⊂S是Frobenius扩张,如果(S,S)-双模同态φ:S췍RS→S,s췍Rs′ ss′是可裂

满的,则称R⊂S是可分Frobenius扩张.
设M 是S-模,则存在满的S-模同态π:S췍RM→M,s췍Rm sm,并且π作为R-同态是可裂的,

但一般地,π作为S-同态未必是可裂的.
引理1[11] 设R⊂S是Frobenius扩张,则R⊂S是可分Frobenius扩张当且仅当对任意S-模M,

S-模同态π:S췍RM→M 是可裂满同态.
下面给出Frobenius扩张的一些实例.
例1 1)对任意的有限群G,ℤG 是ℤ的可分Frobenius扩张[11];

2)商环R[x]/(x2)是环R 的Frobenius扩张[11];

3)设n是一个正整数,则环R 上的n 阶全矩阵代数Mn(R)是R 上的n 阶中心对称矩阵代数

Sn(R)的一个可分Frobenius扩张[12];

4)设R 是一个交换代数,S是R 上的一个Azumaya代数,则S是R 的可分Frobenius扩张[10];

5)若R⊂S是优越扩张,则R⊂S 是Frobenius扩张;特别地,当R 是交换环时,R⊂S 是可分

Frobenius扩张.文献[13]给出了优越扩张及优越扩张的实例.
定义3[8] 设n是非负整数或∞.
1)如果存在正合列

Fn →Fn-1 → … →F1 →F0 →M →0,
则称Rop-模M 是有限n-表示的,其中Fi 是有限生成自由(或投射)Rop-模,i=0,1,2,…,n.
2)如果对任意有限n-表示Rop-模M,Ext1Rop(M,E)=0,则称Rop-模E 是FPn-内射的.
下面将FPn-内射Rop-模的类记为 FIn(Rop).当n=0时,FP0-内射Rop-模即为内射Rop-模;当

n=1时,FP1-内射Rop-模即为FP-内射Rop-模;当n=∞时,FP∞-内射Rop-模即为弱内射Rop-模[14]

或绝对clean模[15].显然,

FI0(Rop)⊆FI1(Rop)⊆ … ⊆FI∞(Rop).
  引理2 设R,S是环,N 是(R,S)-双模.如果RN 是平坦的,NS 是有限生成投射的,则对任意的

有限n-表示Rop-模M,M췍RN 是有限n-表示Sop-模.
证明:设F≅Rm 是有限生成自由Rop-模,则

F췍RNS ≅Rm 췍RNS ≅ (R췍RNS)(m)≅NS
(m).

于是由NS 是有限生成投射模知,F췍RNS 是有限生成投射Sop-模.进而由RN 平坦及有限n-表示模的
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定义可得M췍RN 是有限n-表示Sop-模.
引理3 设R⊂S是Frobenius扩张.
1)如果MS 是有限n-表示的,则MR 是有限n-表示的;

2)如果MR 是有限n-表示的,则M췍RS 是有限n-表示的Sop-模.
证明:因为R⊂S 是Frobenius扩张,所以RS 和SR 都是有限生成投射模.故由引理2知结论

成立.
引理4 设R⊂S是Frobenius扩张,E 是Sop-模.考虑下列陈述:

1)ER 是FPn-内射的;

2)ES 是FPn-内射的;

3)E췍RS 是FPn-内射Sop-模.
则2)⇒1)⇔3).如果ES 是E췍RSS 的直和项,则2)⇔1)⇔3).

证明:2)⇒1).设ES 是FPn-内射的,N 是有限n-表示Rop-模,则由引理3知 N췍RS 是有限

n-表示Sop-模,故Ext1Sop(N췍RS,E)=0.由于

Ext1Rop(N,E)≅Ext1Rop(N,HomSop(RSS,E))≅Ext1Sop(N 췍RS,E),
所以Ext1Rop(N,E)=0.因此ER 是FPn-内射的.
1)⇒3).设N 是有限n-表示Sop-模,则由引理3知 NR 是有限n-表示的,故Ext1Rop(N,E)=0.

于是由同构

Ext1Sop(N,E췍RS)≅Ext1Sop(N,HomRop(SSR,E))≅Ext1Rop(N 췍SS,E)≅Ext1Rop(N,E)
得Ext1Sop(N,E췍RS)=0.因此E췍RS 是FPn-内射Sop-模.
3)⇒1).因为ER 是E췍RSR 的直和项,并且由2)⇒1)知E췍RS 作为Rop-模是FPn-内射的.所以

E 是FPn-内射Rop-模.
当ES 是E췍RSS 的直和项时,3)⇒2)显然成立.从而1)⇔2)⇔3).证毕.

2 Frobenius扩张下的PGFFIn-模

下面讨论环的Frobenius扩张下的投射余可解的GorensteinFIn-平坦模,其中n是非负整数或∞.
定义4[9,16] 如果存在FIn(Rop)췍R--正合的投射R-模的正合序列

… →P1 →P0 →P0 →P1 → …,
使得M≅Im(P0→P0),则称R-模M 是投射余可解的GorensteinFIn-平坦模,简称为PGFFIn-模.

下面将PGFFInR-模的类记为PGFFIn
(R).

例2 1)PGFFI0R-模即为文献[17]中的PGFR-模,且由文献[18]中引理5.3知,PGFFI1
(R)=

PGFFI0
(R).将PGFR-模的类记为PGF(R).

2)当n>1时,由文献[16]中定理3.6知,PGFFInR-模即为文献[16]中的GorensteinFPn-投射

R-模.特别地,PGFFI∞ R-模即为 GorensteinAC-投射模[15].将 GorensteinAC-投射R-模的类记为

GPac(R).
3)由于FI0(Rop)⊆FI1(Rop)⊆…⊆FI∞(Rop),所以由其定义和1)知

GPac(R)=PGFFI∞
(R)⊆ … ⊆PGFFI2

(R)⊆PGFFI1
(R)=PGFFI0

(R)=PGF(R).
  下面讨论环的Frobenius扩张下的PGFFIn-模.由文献[9]中定理2.10和文献[19]中命题1.4可知

下列引理成立.
引理5 PGFFIn

(R)关于扩张和直和项封闭.
命题1 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模.若M∈PGFFIn

(S),则M∈PGFFIn
(R).

证明:设M∈PGFFIn
(S),则存在FIn(Sop)췍S--正合的正合序列PP:…→P1→P0→P0→P1→…,

使得M≅Im(P0→P0),其中Pi,Pi∈P(S),i≥0.于是有R-模的正合序列

RS췍SPP:… → RS췍SP1 → RS췍SP0 → RS췍SP0 → RS췍SP1 → …,
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使得RM≅Im(RS췍SP0→RS췍SP0),其中RS췍SPi,RS췍SPi∈P(R),i≥0.
设E∈FIn(Rop),则由引理4知,E췍RSS 是FPn-内射Sop-模.故(E췍RS)췍SPP正合.从而由

E췍R(RS췍SPP)≅ (E췍RS)췍SPP
知E췍R(RS췍SPP)正合.因此M∈PGFFIn

(R).证毕.
命题2 设 R⊂S 是 Frobenius扩 张,M 是R-模,则 M∈PGFFIn

(R)当 且 仅 当 S췍RM ∈
PGFFIn

(S).
证明:必要性.设M∈PGFFIn

(R),则存在FIn(R)op췍R--正合的正合序列PP:…→P1→P0→P0→
P1→…,使得M≅Im(P0→P0),其中Pi,Pi∈P(R).于是有投射S-模的正合序列

S췍RPP:… →S췍RP1 →S췍RP0 →S췍RP0 →S췍RP1 → …,
使得S췍RM ≅Im(S췍RP0→S췍RP0).设 E∈FIn(Sop),则由引理4知 E췍SSR∈FIn(Rop),故

E췍S(S췍RPP)≅(E췍SS)췍RPP正合.因此S췍RM∈PGFFIn
(S).

充分性.设S췍RM∈PGFFIn
(S),则由命题1知R(S췍RM)∈PGFFIn

(R).而RM 是R(S췍RM)的直

和项,所以由引理5知M∈PGFFIn
(R).证毕.

引理6 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模,E∈FIn(Sop).如果M∈PGFFIn
(R),并且ES 是

HomRop(SSR,ER)的直和项,则对任意i≥1,TorSi(E,M)=0.
证明:因 为 E∈FIn(Sop),所 以 由 引 理4知 E∈FIn(Rop).由 于 M ∈PGFFIn

(R),所 以

TorR
i(E,M)=0.从而由

TorSi(HomRop(SSR,E),M)≅TorSi(E췍RS,M)≅TorR
i(E,RS췍 SM)≅TorR

i(E,M)
得TorSi(HomRop(SSR,E),M)=0.因此,由ES 是HomRop(SSR,ER)的直和项知,TorSi(E,M)=0.

定理 1 设 R⊂S 是 Frobenius扩 张,M 是 S-模.如 果 对 任 意 的 E∈FIn(Sop),ES 是

HomRop(SSR,E)的直和项,则M∈PGFFIn
(S)当且仅当 M∈PGFFIn

(R).特别地,如果R⊂S 是可分

Frobenius扩张,则M∈PGFFIn
(S)当且仅当M∈PGFFIn

(R).
证明:由命题1知只需证明充分性.由引理6知,对任意的E∈FIn(Sop),都有TorSi(E,M)=0,

i≥1.下证存在FIn(Sop)췍S--正合的正合序列0→M→P0→P1→…,其中Pi∈P(S)(i≥0)即可.
因为M∈PGFFIn

(R),所以由命题2知

HomR(RSS,M)≅S췍 RM ∈PGFFIn
(S),

故存在正合序列0→HomR(RSS,M)→P0→L→0,其中P0∈P(S),L∈PGFFIn
(S).对SM,有S-模的正

合序列

0→M →
i
HomR(RSS,M)→H →0,

其中i(m)(s)=sm,m∈M,s∈S,H=Coker(i).于是有如下S-模的推出图:

注意到i 作 为 R-同 态 是 可 裂 的,所 以 由 引 理 5 和 命 题 1 知,H ∈PGFFIn
(R).由 命 题 1 知

L∈PGFFIn
(R),再由引理5知M1∈PGFFIn

(R).由引理6知,对任意的E∈FIn(Sop),TorS1(E,M1)=
0.于是有FIn(Sop)췍S--正合的正合序列0→M→P0→M1→0,其中P0∈P(S),M1∈PGFFIn

(R).
重复上述过程可得 FIn(Sop)췍S--正合的正合序列0→M→P0→P1→…,其中 Pi∈P(S).综上,
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M∈PGFFIn
(S).

当R⊂S是可分Frobenius扩张时,由引理1知,对任意的E∈FIn(Sop),ES 都是HomRop(SSR,E)
的直和项.因此,当R⊂S是可分Frobenius扩张时,M∈PGFFIn

(S)当且仅当M∈PGFFIn
(R).证毕.

文献[4]证明了:如果在R-模的正合序列0→M1→M2→M3→0中,若 M1,M2∈PGF(R),并且对

任意的E∈I(Rop),都有TorR
i(E,M3)=0,则M3∈PGF(R)成立,从而对任意的S-模M,M∈PGF(R)

当且仅当M∈PGF(S).注意到当n=0时,FI0(Sop)=I(Sop),所以对任意的E∈FI0(Sop),Sop-模的序列

0→ES →
i
HomRop(SSR,ER)→Cokeri→0

总是可裂的,即ES 是HomRop(SSR,ER)的直和项.从而由命题2、定理1和例2可得如下推论.
推论1 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模,则下列结论等价:

1)M∈PGF(R);

2)M∈PGF(S);

3)S췍RM∈PGF(S).
由例2中2)和定理1可得如下推论.
推论2[4] 设R⊂S是可分Frobenius扩张,M 是S-模,则M∈GPac(S)当且仅当M∈GPac(R).

3 Frobenius扩张下的GorensteinFIn-平坦模

定义5[9] 设n是非负整数或∞,如果存在FIn(Rop)췍R--正合的平坦R-模的正合序列

… →F1 →F0 →F0 →F1 → …,
使得M≅Im(F0→F0),则称R-模M 是GorensteinFIn-平坦的.

下面将GorensteinFIn-平坦R-模的类记为GFFIn
(R).

例3 1)GorensteinFI0-平坦R-模即为Gorenstein平坦R-模[19],并且由文献[18]中引理5.3知,

GorensteinFI1-平坦R-模也是Gorenstein平坦R-模.将Gorenstein平坦R-模的类记为GF(R).
2)GorensteinFI∞-平坦模即为文献[20]中的GorensteinAC-平坦模.将GorensteinAC-平坦模

的类记为GFac(R).
3)由于FI0(Rop)⊆FI1(Rop)⊆…⊆FI∞(Rop),所以

GFac(R)=GFFI∞
(R)⊆ … ⊆GFFI2

(R)⊆GFFI1
(R)=GFFI0

(R)=GF(R).
  由文献[9]中例2.21可知下列引理成立.

引理7 GFFIn
(R)关于扩张与直和项封闭.

类似于命题1、命题2和定理1可证明下列结论.
定理2 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模,考虑下列陈述:

1)M∈GFFIn
(R);

2)M∈GFFIn
(S);

3)S췍RM∈GFFIn
(S).

则有2)⇒1)⇔3).进一步,如果对任意的E∈FIn(Sop),ES 是HomRop(SSR,E)的直和项,则1)⇔2)⇔
3)成立.特别地,如果R⊂S是可分Frobenius扩张,则1)⇔2)⇔3).

由定理2可得下列推论.
推论3[3] 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模,则下列结论等价:

1)M∈GF(R);

2)M∈GF(S);

3)S췍RM∈GF(S).
推论4 设R⊂S是Frobenius扩张,M 是S-模,考虑下列陈述:

1)M∈GFac(R);

2)M∈GFac(S);
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3)S췍RM∈GFac(S).
则有2)⇒1)⇔3).进一步,如果对任意的弱内射Sop-模E,都有ES 是HomRop(SSR,ER)的直和项,则

1)⇔2)⇔3)成立.特别地,当R⊂S是可分Frobenius扩张时,1)⇔2)⇔3)成立.
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