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广义比较原理

∗

刘 招，郝晓玲

（内蒙古大学数学科学学院，呼和浩特  010021）

摘要：重点研究高阶 Caputo 分数阶微分方程的比较原理。通过利用高阶 Caputo 导数的微分

性质、Caputo 分数阶微分方程最大解的存在性定理，以及含 Caputo 导数的分数阶微分方程解

的单调性，最终建立了 Caputo 分数阶微分方程的广义比较原理。
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分数阶微分方程［1］理论，特别是基于 Caputo 型导数的模型，因其能有效描述具有记忆和遗传特

性的系统，已在物理学、工程学、电化学及其他领域获得了广泛应用。与经典的整数阶模型相比，分

数阶微分算子（包括导数和积分）为描述材料和过程的记忆依赖性［2］提供了更强大的数学工具，在模

拟聚合物等复杂材料的力学和电学特性方面展现出显著优势。在各种分数阶导数的定义中，Caputo
型导数［1］因其独特的初始条件形式而具有更清晰的物理意义：其初始条件与传统整数阶微分方程保持

一致，仅需指定具有直接物理解释的初始值［3］，如 x ( 0 )，x′( 0 )，⋯，x ( n - 1 ) ( 0 )。这一特点使其成为应用

于数学和工程建模的重要工具［4］。

鉴于 Caputo 分数阶微分方程在模拟实际系统时具有更强的物理合理性，研究其解的性质以及数

值求解方法变得尤为重要。然而，这类方程的解析解通常只能在特殊情况下求得，这导致近年来对

其存在性理论、定性性质和数值求解方法的研究兴趣日益增长。在此研究背景下，比较原理是分析微

分方程解性质的关键工具［5］，它在分数阶情形下与在整数阶方程中同样重要。它不仅为 Lyapunov 稳

定性分析提供了有效方法，而且在数值解理论和误差分析中起着关键作用。建立完善的 Caputo 分数

阶微分方程的比较原理，对于完善分数阶微积分的理论体系以及推动分数阶模型的实际工程应用都

具有重要意义［6］。

求解 Riemann-Liouville 型分数阶微分方程的初始条件通常缺乏明确的物理意义，更常用于纯数

学研究［7］。而 Caputo 分数阶微分方程的求解则通过采用传统的物理初始条件，有效克服了上述局限。

因此，建立 Caputo 分数阶微分方程的比较原理对于研究其解的性质至关重要。Lakshmikantham 等［8］

提出了 Caputo 分数阶常微分方程的一个比较结果，但该结论要求比较函数 m（t）满足局部 Hölder 连
续性。然后，Lakshmikantham 等［9］提出了另一项改进的比较结果，将假设条件放宽，仅要求比较方程

的向量场函数 g（t，u）关于 u 非减。

近年来，关于分数阶比较原理的研究结果主要针对其他类型分数阶导数（通常被称为广义 Ca⁃
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puto 分数阶导数）的常微分方程。2014 年，Wang 等［6］通过假设向量场函数的局部 Lipschitz 连续性

（解的唯一性）和比较函数的局部 Hölder 连续性，证明了分数阶常微分方程的一个比较定理，比较不

等式中涉及了一种不同于 Caputo、Riemann-Liouville 以及文献［8］中定义的分数阶导数，这种不同的

分数阶导数被称为广义 Caputo 分数阶导数，定义为

Dq +
t0 x ( t )= 1

Γ ( 1 - q ) ∫ t0

t D+ x ( τ )
( t - τ )q

dτ，

其中，D+ x ( t )表示 x ( t )的右上 Dini 导数。显然，该导数与标准 Caputo 分数阶导数的关系，类似于函

数的右上 Dini导数与其一阶导数的关系。

对于涉及阶数为 0 ≤ n - 1 < α ≤ n 的 Caputo 导数的分数阶微分方程的比较原理研究仍是一个

未被探索的领域。本文旨在建立阶数 0 ≤ n - 1 < α ≤ n 的 Caputo 分数阶微分方程的比较原理，并研

究此类方程最大解的存在性。

1　预备知识

1. 1　Caputo分数阶导数

Riemann-Liouville 分数阶积分公式［1］推广了著名的 Cauchy 积分公式。设 a、b ∈ R 且 a < b，记
E = ( a，b )，则对于任意整数 k ∈ N，基于左端点 x = a 的 k 重积分算子 a I k

x 可递归定义为 a I k
x f ( x )=

∫
a

x

a I k - 1
s f ( s ) ds，k = 1，2，…，则对于 k ≥ 1 有如下 Cauchy 迭代积分公式：

a I k
x f ( x )= 1

( k - 1 )！ ∫
a

x

( x - s )k - 1 f ( s ) ds。

类似地，有

x I k
b f ( x )= 1

( k - 1 )！ ∫
x

b

( s - x )k - 1 f ( s ) ds。

定义 1［10］ 设 f ∈ L1 ( E )且 n - 1 < α ≤ n，n ∈ N。若相应积分存在，则函数 f 在左端点 x = a 处的

α 阶左 Caputo 分数阶导数定义为

C
a Dα

x f ( x )∶ = a I n - α
x f ( n ) ( x )= 1

Γ ( n - α ) ∫ a

x

( x - s )n - α - 1 f ( n ) ( s ) ds （1）

类似地，若相应积分存在，其在右端点 x = b 处的 α 阶右 Caputo 分数阶导数定义为

C
x Dα

b f ( x )∶ = (-1 )n (x I n - α
b f ( n ) ) ( x )= (-1 )n

Γ ( n - α ) ∫ x

b

( s - x )n - α - 1 f ( n ) ( s ) ds （2）

定义 2［11］ 设 [ a，b ]⊂ R且 { gk }是函数序列，其中 gk ∶[ a，b ] → R，则该序列

① 一致有界当且仅当存在 M > 0，使得对于所有 k和 t ∈ [ a，b ]，有 |gk ( t ) | ≤ M；

② 等度连续当且仅当对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于所有 k 和 t1、t2 ∈ [ a，b ]，|t1 - t2| < δ，

使得 |gk ( t1 )- gk ( t2 ) | < ε成立；

③ 一致收敛当且仅当对于任意 ε > 0，存在正整数 N，使得 k > N，对于所有 t ∈ [ a，b ]，使得

|gk ( t1 )- gk ( t2 ) | < ε成立。

引理 1［12］ 如果 { gk }是定义在 [ a，b ]上的一致有界且等度连续的函数序列，则存在函数序列的

一个子列在 [ a，b ]上一致收敛。

定义 3［13］ 设 Ω ⊂ Rn 为开区域，α ∈ ( 0，1 ]为 Hölder指数。函数 f∶ Ω → R在 Ω 上是 α-Hölder连续

的，如果存在常数 C > 0，使得对于所有 x、y ∈ Ω，有 |f ( x )- f ( y ) | ≤ C|x - y|α，其中，最小的常数 C 被

称为 f的 Hölder系数，记为 [ f ]C 0，α。

定义 4［14］ 对于非负整数 k 和 Hölder 指数 α ∈ ( 0，1 ]，Hölder 空间定义为 C k，α ( Ω )={ f ∈ C k ( Ω )∶  
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 f }C k，α < ∞ ，其 范 数 为 ‖f‖ C k，α = ‖f‖ C k + max|β| = k [ Dβ f ]C 0，α，其 中 ，C k-范 数 为 ‖f‖C k = max|β| ≤ k 

sup
x ∈ Ω

|Dβ f ( x ) |，而 Hölder半范数定义为

[ f ]C 0，α = sup
x，y ∈ Ω

x ≠ y

|f ( x )- f ( y ) |
|x - y|α

。

引理 2［14］ 设 n - 1 < α < n，n ∈ N，如果 f ∈ C n - 1，γ ( Ē )，γ ∈ ( 0，1 ]，则对于任意 α - n - 1 ∈ ( 0，γ )，
有

C
a Dα

x f ( x )= f ( n - 1 ) ( x )- f ( n - 1 ) ( a )
Γ ( n - α ) ( x - α )α - n + 1 + α - n + 1

Γ ( n - α ) ∫ a

x f ( n - 1 ) ( x )- f ( n - 1 ) ( s )
( x - s )α - n + 2 ds （3）

为方便起见，此后令 E = ( 0，T )，记 a Dα
x 为

C
a Dα

x。

1. 2　Caputo分数阶微分方程的初值问题

考虑以下 Caputo 分数阶微分方程的初值问题

ì
í
î

0 Dα
t x ( t )= f ( t，x ( t ) )                          

x ( k ) ( 0 )= xk，k = 0，1，…，n - 1
（4）

其中，f ∈ C ( [ 0，T ]× R，R )且 0 ≤ n - 1 < α ≤ n。式（4）等价于以下 Volterra 分数阶积分方程［15］：

x ( t )= ∑
k = 0

n - 1 xk t k

Γ ( k + 1 )
+ 1

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 f ( s，x ( s ) ) ds。

引理 3 假设 f ( t，x)和 F ( t，x)是定义在 G =[ 0，T ]× R上的两个连续函数，满足不等式 f ( t，x)<
F ( t，x)，∀ ( t，x )∈ G。

假设 x = ϕ ( t )和 x = ψ ( t )分别是以下初值问题的解：

ì
í
î

0 Dα
t x ( t )= f ( t，x ( t ) )                   

x ( k ) ( 0 )= xk，k = 0，1，…，n - 1
，

ì
í
î

0 Dα
t x ( t )= F ( t，x ( t ) )                  

x ( k ) ( 0 )= xk，k = 0，1，…，n - 1
，

则对于任意的 t ∈ ( 0，T ]，有 ϕ ( t ) < ψ ( t )。
引理 4 假设 f ∈ C [ R 1，R ]，其中

R 1 =
ì
í
î

( t，x ) ∶ 0 ≤ t ≤ T，
|

|

|
||
|

x ( t )- ∑
k = 0

n - 1 xk t k

Γ ( k + 1 )
|

|

|
||
|≤ K

ü
ý
þ
，

且存在常数 M > 0，使得在 R 1 上 |f ( t，x ) | ≤ M，则初值问题（4）在区间 t ∈ [ 0，T ]上至少存在一个解。

定义 5［16］ 设 y ( t )为初值问题（4）在区间 t ∈ [ 0，T ]上的一个解，如果对于任何其他解 u ( t )，对于

任意的 t ∈ [ 0，T ]都有 u ( t ) ≤ y ( t )，则称 y ( t )是初值问题（4）的一个最大解。

引理 5 假设 f ∈ C [ R 1，R ]，其中

R 1 =
ì
í
î

( t，x ) ∶ 0 ≤ t ≤ T，
|

|

|
||
|

x ( t )- ∑
k = 0

n - 1 xk t k

Γ ( k + 1 )
|

|

|
||
|≤ K

ü
ý
þ
，

且存在 M > 0，使得在 R 1 上 |f ( t，x ) | ≤ M，则初值问题（4）在区间 t ∈ [ 0，T ]上存在最大解。

注　引理 3、引理 4 和引理 5 来自文献［17］中的定理 1 和定理 3。

2　广义比较原理

考虑以下 Caputo 分数阶微分方程的初值问题：
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ì
í
î

0 Dα
t x ( t )= f ( t，x ( t ) )+ ε                          

x ( k ) ( 0 )= xk + ε，k = 0，1，…，n - 1
（5）

定理 1 假设 f ∈ C [ R 1，R ]，其中

R 1 =
ì
í
î

( t，x ) ∶ 0 ≤ t ≤ T，
|

|

|
||
|

x ( t )- ∑
k = 0

n - 1 xk t k

Γ ( k + 1 )
|

|

|
||
|≤ K

ü
ý
þ
，

设 ϕ ( t，ε )是初值问题（5）在区间 t ∈ [ 0，T ]上的一个解，则

① 如果 ε1 < ε2，则 ϕ( k ) ( t，ε1 ) < ϕ( k ) ( t，ε2 )对于 k = 0，1，…，n - 1 成立；

② 存在初值问题（5）的一个解 γ ( t )定义在 t ∈ [ 0，T ]上，使得 lim
ε → 0+

ϕ ( t，ε )= γ ( t )在 t ∈ [ 0，T ]上

一致成立，且 γ ( t )是式（4）在 t ∈ [ 0，T ]上的最大解。

证明  ①当 k = 0 时，如果 ϕ ( t，ε1 ) < ϕ ( t，ε2 )，则考虑 k = 1，否则，则一定存在 t0，使得 ϕ ( t0，ε1 )=
ϕ ( t0，ε2 )，且对于所有 t ∈ [ 0，t0 )，有 ϕ ( t，ε1 ) < ϕ ( t，ε2 )，这是因为如果不存在这样的 t0，则一定存在 t 1

0 使

得 ϕ ( t 1
0，ε1 )= ϕ ( t 1

0，ε2 )，由于 ϕ ( t，ε )的连续性，可以得到一个单调递减的序列 { t n
0 }，因为它是单调有界

数列，则一定收敛，令其极限为 t '0，若 t '0 = 0，因为 ϕ ( 0，ε1 )= x0 + ε1 < x0 + ε2 = ϕ ( 0，ε2 )，在零点处矛

盾，于是 t0 ≠ 0，则令 t0 = t '0。
设 ε1 < ε2，则 ϕ( k ) ( 0，ε1 )= xk + ε1 < xk + ε2 = ϕ( k ) ( 0，ε2 )。假设对于某个 tk ∈ [ 0，T ] 和某个 k 有

ϕ( k ) ( tk，ε1 )= ϕ( k ) ( tk，ε2 )，且对于所有 t ∈ [ 0，tk )，有 ϕ( k ) ( t，ε1 ) < ϕ( k ) ( t，ε2 )，根据函数关于 t 求导公式

ϕ( k + 1 ) ( t )= lim
h → 0

ϕ( k ) ( t+ h )- ϕ( k ) ( t )
h

，由于 ϕ( k + 1 ) ( t )是连续的，只考虑它的左导数，因此得到 ϕ( k + 1 ) ( t1，ε1 )> 

ϕ( k + 1 ) ( t1，ε2 )，但是 ϕ( k + 1 ) ( 0，ε1 )= xk + 1 + ε1 < xk + 1 + ε2 = ϕ( k + 1 ) ( 0，ε2 )，根据连续性，则一定存在一个

零点，将其记为 tk + 1。类似地，将得到点列{ }t0，⋯，tn - 1 ，记点列的最小值为 t ′= min { t0，⋯，tn - 1 }，则有

ϕ( k ) ( t ′，ε1 )= ϕ( k ) ( t ′，ε2 )，且对于所有 t ∈ [ 0，t ′)，对所有的 k 有 ϕ( k ) ( t，ε1 ) < ϕ( k ) ( t，ε2 )成立，以及有以下不

等式成立：

0 Dα
t ( ϕ( t1，ε1 )- ϕ( t1，ε2 ) )= ϕ( n - 1 ) ( t1，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( t1，ε2 )-( ϕ( n - 1 ) ( 0，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( 0，ε2 ) )

Γ ( n - α ) t α - n + 1
1

+ α - n + 1
Γ ( n - α ) ∫0

t1 ϕ( n - 1 ) ( t1，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( t1，ε2 )-( ϕ( n - 1 ) ( 0，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( 0，ε2 ) )
( t - τ )α - n + 2 dτ

= -( ϕ( n - 1 ) ( 0，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( 0，ε2 ) )
Γ ( n - α ) t α - n + 1

1
+ α - n+ 1

Γ ( n - α ) ∫0

t1 -( ϕ( n - 1 ) ( 0，ε1 )- ϕ( n - 1 ) ( 0，ε2 ) )
( t - τ )α - n + 2 dτ

> 0，
这意味着 0 Dα

t ϕ ( t1，ε1 )> 0 Dα
t ϕ ( t1，ε2 )。然而，有

0 Dα
t ϕ ( t，ε2 )= f ( t，ϕ ( t，ε2 ) )+ ε2 = f ( t，ϕ ( t，ε1 ) )+ ε2 > f ( t，ϕ ( t，ε1 ) )+ ε1 = 0 Dα

t ϕ ( t，ε1 )，
存在矛盾。因此，对于 k = 0，1，…，n - 1，有 ϕ( k ) ( t，ε1 ) < ϕ( k ) ( t，ε2 )。

②  选择一个序列 { εm }使得 ε1 > ε2 > ε3 > … > εm > 0 且当 m → ∞ 时 εm → 0。设 ϕm ( t )= ϕ ( t，εm )
是以下方程的解：

ì
í
î

0 Dα
t x ( t )= f ( t，x ( t ) )+ εm                    

x ( k ) ( 0 )= xk + εm，k = 0，1，…，n - 1
，

可以得到

ϕm ( t )= ∑
k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 1

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 [ f ( s，ϕm ( s ) )+ εm ] ds，

存在常数 N 1 使以下不等式成立：
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|ϕm ( t ) | =
|

|

|
||
|∑

k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 1

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 [ f ( s，ϕm ( s ) )+ εm ] ds
|

|

|
||
|

≤
|

|

|
||
|∑

k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 2M

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 ds
|

|

|
||
|

=
|

|

|
||
|∑

k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 2Mt α

Γ ( α + 1 )
|

|

|
||
|

≤ N 1 。
对于 0 ≤ t1 < t2 ≤ T，有

ϕm ( t1 )- ϕm ( t2 )= ∑
k = 0

n - 1 ( xk + εm ) ( t k
1 - t k

2 )
Γ ( k + 1 )

+ 1
Γ ( α ) ∫0

t1

( t1 - s )α - 1 [ f ( s，φm ( s ) )+ εm ] ds

- 1
Γ ( α ) ∫0

t2

( t2 - s )α - 1 [ f ( s，φm ( s ) )+ εm ] ds，

则存在 N 2 ( N 2 > 0 ) 和 ε，使得 |ϕm ( t1 )- ϕm ( t2 ) | ≤ N 2 [ ( t2 - t1 )+( t α
2 - t α

1 )+ 2( t2 - t1 )α ] < ε，因此，序

列 { ϕm ( t ) } 由在区间 0 ≤ t ≤ T 上等度连续且一致有界的函数组成。由 Ascoli-Arzela 定理［11］，序列

{ ϕm ( t ) }有一个一致收敛的子序列 { ϕmk
( t ) }，记为 γ ( t )= lim

k → ∞
ϕmk

( t )。现在，证明 γ ( t )是式（4）的解。因为

ϕmk
( t )= ∑

k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 1

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 [ f ( s，ϕmk
( s ) )+ εmk

] ds，

当 m → ∞ 时 εmk
→ 0，且 f ( x，t )连续，所以

γ ( t )= ∑
k = 0

n - 1 ( xk + εm ) t k

Γ ( k + 1 )
+ 1

Γ ( α ) ∫0

t

( t - s )α - 1 [ f ( s，γ ( s ) ) ] ds，

设 ϕ ( t )是式（5）的一个解，则 ϕ ( t )也是当 ε = 0 时式（4）的一个解。因此，通过上述讨论，有 ϕ ( t ) <
ϕ ( t，ε )。令 ε → 0+，得到 ϕ ( t ) < γ ( t )，所以 γ ( t )是最大解。

定理 2 假设 f ∈ C [ R 1，R ]，其中

R 1 =
ì
í
î

( t，x ) ∶ 0 ≤ t ≤ T，
|

|

|
||
|

x ( t )- ∑
k = 0

n - 1 xk t k

Γ ( k + 1 )
|

|

|
||
|≤ K

ü
ý
þ
。

设 γ ( t ) 是式（4）在 t ∈ [ 0，T ] 上的最大解，且 m ( k ) ( 0 ) ≤ xk，对于 k = 0，1，…，n - 1，如果 0 Dα
t m ( t ) ≤

g ( t，m ( t ) )对于所有 t ∈ [ 0，T ]成立，则对于任意 t，有 m ( n - 1 ) ( t ) ≤ γ( n - 1 ) ( t )。
证明  给定 ε > 0，考虑以下带初值的修正比较微分方程

ì
í
î

0 Dα
t x = f ( t，x )+ ε

u( k ) ( 0 )= xk + ε           
（6）

设 u ( t，ε )是式（6）的一个解，证明对于所有 t ∈ [ 0，T ]，有 m ( n - 1 ) ( t ) < u( n - 1 ) ( t，ε )。假设存在 t1 ∈ ( 0，T ]
使得 m ( n - 1 ) ( t1 )= u( n - 1 ) ( t1，ε )，且对于所有 t ∈ [ 0，t1 ]，有 m ( n - 1 ) ( t ) < u( n - 1 ) ( t，ε )。由引理 2 的式（3），有

0 Dα
t ( m ( t1 )- u ( t1，ε ) )= m ( n - 1 ) ( t1 )- u( n - 1 ) ( t1，ε )-( m ( n - 1 ) ( 0 )- u( n - 1 ) ( 0，ε ) )

Γ ( n - α ) t α - n + 1
1

+ α - n + 1
Γ ( n - α ) ∫0

t1 m ( n - 1 ) ( t1 )- u( n - 1 ) ( t1，ε )-( m ( n - 1 ) ( τ )- u( n - 1 ) ( τ，ε ) )
( t - τ )α - n + 2 dτ

= -( m ( n - 1 ) ( 0 )- u( n - 1 ) ( 0，ε ) )
Γ ( n - α ) t α - n + 1

1
+ α - n + 1

Γ ( n - α ) ∫0

t1 -( m ( n - 1 ) ( τ )- u( n - 1 ) ( τ，ε ) )
( t - τ )α - n + 2 dτ

> 0，
这意味着 0 Dα

t m ( t1 )> 0 Dα
t u ( t1，ε )= f ( t，u ( t，ε ) )+ ε = f ( t，m ( t1 ) )+ ε > f ( t，m ( t ) )，存在矛盾。因此，

对于所有 t ∈ [ 0，T ]，有 m ( n - 1 ) ( t ) < u( n - 1 ) ( t，ε )，由定理 1，令 ε → 0+，可得 m ( n - 1 ) ( t ) ≤ γ( n - 1 ) ( t )。
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A General Comparison Principle for Caputo Fractional 
Differential Equations

LIU Zhao，HAO Xiaoling
（School of Mathematical Sciences， Inner Mongolia University， Hohhot 010021， China）

Abstract: The comparison principle for higher-order Caputo fractional differential equations is 
mainly investigated. By leveraging the differential properties of higher-order Caputo derivatives， the ex⁃
istence theorem for the maximal solution of Caputo-type fractional differential equations， and the mono⁃
tonicity of solutions to fractional differential equations involving Caputo derivatives， a generalized com ⁃
parison principle for Caputo fractional differential equations is ultimately established.

Key words: Caputo fractional differential equation； Caputo derivative； maximal solution； general 
comparison principle
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