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二自由度串联柔性臂复合抗干扰控制
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摘 要：针对二自由度柔性机械臂在实际应用中内部参数摄动和外界扰动影响柔性机械臂的

轨迹跟踪精度提高和连杆抖振抑制，提出了一种基于奇异摄动理论的复合控制策略。首先，根

据假设模态法和 Hamiltion 原理建立了二自由度串联柔性机械臂的动力学模型，进而基于奇异

摄动理论将其分解为慢速子系统和快速子系统。然后，针对慢速子系统，基于反馈线性化技术

设计了增量非线性动态逆控制策略，用于机械臂的轨迹跟踪控制；对于快速子系统，通过误差

符号的积分和非线性反馈设计误差符号鲁棒积分控制策略，用于机械臂连杆抖振抑制；利用李

雅普诺夫稳定性理论证明了闭环系统的稳定性。仿真结果表明，本文所提出的复合控制策略

在轨迹跟踪控制和抗干扰性能方面具有明显的优势。
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Composite control of disturbance-rejection for two-degree-of-
freedom serial flexible manipulator

HAN Guang-xin1，LIU Yao-yao1，SHI Yu-song1，HU Yun-feng2

（1. College of Electrical and Control Engineering， Jilin University of Chemical Technology， Jilin 132022， China；
2. College of Communication Engineering， Jilin University， Changchun 130012， China）

Abstract：To address the challenges of internal parameter perturbations and external disturbances in 
improving trajectory tracking accuracy and suppressing link vibrations for the two-degree-of-freedom serial 
flexible manipulator in practical implementations， a singular perturbation theory-based composite control 
strategy is proposed. Firstly， the dynamic model of the two-degree-of-freedom serial flexible manipulator 
was established using the assumed modes method and Hamilton's principle. Subsequently， based on 
singular perturbation theory， the system was decomposed into slow and fast subsystems. Then， for the 
slow subsystem， an incremental nonlinear dynamic inversion control strategy was designed using feedback 
linearization techniques， aimed at trajectory tracking control of the manipulator. For the fast subsystem， an 
error sign robust integral control strategy was developed through the integration of error signs and nonlinear 
feedback， intended for suppressing link chattering of the manipulator. The stability of the closed-loop 
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system was proven using Lyapunov stability theory. Simulation results demonstrate that the proposed 
composite control strategy exhibits significant advantages in trajectory tracking control and disturbance 
rejection performance.
Key words： control engineering； two-degree-of-freedom serial flexible manipulator； singular 
perturbation； incremental nonlinear dynamic inversion； robust integral of the sign of the error； control of 
disturbance-rejection

0 引  言

机械臂在各行各业中发挥着越来越重要的作

用，其不仅能帮助提升生产效率、降低成本、增强

安全性，还能减少人为错误，完成人类难以执行的

任务［1］。近年来，柔性机械臂凭借其轻量化、高柔

性、快速响应与低能耗等显著优势，在航空航天、

工业制造等多个领域获得了广泛的应用前景［2］。

但也正因为柔性机械臂的结构轻量化特性，使其

在动力学层面呈现出更为复杂的动态，包括非线

性特性、欠驱动状态以及系统的耦合效应，这一问

题推动了对柔性机械臂建模的研究［3］。

近 几 年 ，基 于 奇 异 摄 动（Singular perturba⁃
tion， SP）理论的柔性机械臂建模方法受到学术

界广泛关注，该方法将柔性机械臂系统动力学分

解为慢速与快速子系统两个独立部分［4］。在此基

础上，针对两个子系统分别设计控制算法，以实现

对柔性机械臂轨迹跟踪及连杆抖振的有效控制。

基于此，国内外研究者围绕柔性机械臂的奇异摄

动分解模型，开发了多种组合控制算法。例如，

Lochan 等［5］针对双连杆柔性机械臂，构建了结合

非线性扰动观测器的滑模与反步法控制方案，通

过调整负载重量检验方案的鲁棒性能；Zhu 等［6］

针对单连杆柔性机械臂，提出了双时间尺度自适

应鲁棒控制算法，旨在精准解决其尖端轨迹跟踪

与振动问题，并通过实验验证了所提策略的有效

性；顾振宇等［7］考虑到单连杆柔性机械臂的模型

参数不确定性，设计了自适应滑模与 H ∞ 鲁棒组

合控制器，通过仿真实验验证了其方法的优越性

能；钱伟等［8］则针对柔性机械臂系统的不确定性

与外部时变扰动，提出了在线数据记录与扰动观

测器相结合的复合学习控制策略，并经仿真实验

验证了其有效性。尽管目前对于柔性机械臂的轨

迹跟踪和连杆抑振控制取得了一定进展，但针对

柔性机械臂内部参数摄动和外界干扰问题仍需进

一步研究。

本文考虑双连杆柔性机械臂在实际应用中柔

性连杆刚度发生变化，以及外界环境对两个柔性

连杆的误触干扰，影响柔性机械臂的轨迹跟踪精

度提高和连杆抖振抑制，设计了一种复合控制策

略。首先，建立二自由度柔性机械臂的动力学模

型，并基于奇异摄动理论将模型分解为慢速和快

速子系统。然后，针对慢速子系统设计增量非线

性 动 态 逆（Incremental nonlinear dynamic inver⁃
sion，INDI）算法用于控制柔性机械臂的轨迹跟

踪；对于快速子系统，设计误差符号鲁棒积分控制

（Robust integral of the sign of the error，RISE）用

于抑制连杆的抖振。仿真实验表明：本文提出的

INDI和 RISE 组合控制策略在轨迹跟踪和抑制扰

动方面有明显的优势。

1 柔性机械臂动力学模型、奇异摄

动分解及正逆运动学求解

1. 1　动力学模型

本文研究对象为加拿大 QUANSER 公司开

发的二自由度串联柔性机械臂系统，如图 1 所示，

该设备是一种模仿人类手臂结构的装置，主要由

1 个基座、2 个电机和 2 个柔性连杆组成。第 1 根

柔性连杆由第 1 个（肩部）电机驱动，该电机通过

支撑结构刚性地固定在基座上。第 2 根柔性连杆

由第 2 个（肘部）电机驱动，该电机位于第 1 根柔

(肩部)电机1(肘部)电机2 柔性连杆1柔性连杆2

基座

图 1　Quanser公司生产的二自由度串联柔性机械臂图片

Fig. 1　Picture of a two-degree-of-freedom serial 
flexible manipulator by Quanser company
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性连杆的末端。整个系统在水平面上运行。从控

制的角度来看，该系统具有 2 个输入 4 个输出，即

2 个电机输入驱动；输出为 2 个电机伺服角和 2 个

连杆偏转角。

相较于刚性机械臂，柔性臂展现出更为复杂

的运动特性、强耦合性以及非线性等特点，使得建

立精确的数学模型变得更加困难。目前，学术界

普 遍 认 可 将 柔 性 机 械 臂 视 为 Euler-Bernoulli
梁［9］，其原理如图 2 所示。

在图 2 的基础上，根据假设模态法和  Hamilt⁃
ion 原理，二自由度串联柔性机械臂系统的 La⁃
grange 方程为［10］：
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ï
ï
ï
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ï

d
dt ( )∂L

∂θ̇
- ∂L

∂θ = τ- Bm θ̇

d
dt ( )∂L

∂q̇ - ∂L
∂q = -B n q̇

（1）

式中：L= T- V，其中 T= [T 1 T 2 ]
T
为系统总

动 能 ；V= [V 1 V 2 ]
T
为 系 统 总 势 能 ；Bm =

[B 11 B 21 ]
T
，B n = [B 12 B 22 ]

T
为 阻 尼 向 量 ；τ=

[ τ1 τ2 ]
T
为力矩向量；θ= [ θ11 θ21 ]

T
为伺服角；

q= [ q21 q22 ] T
为偏转角。

经过推导，可得二自由度串联柔性机械臂系

统的动力学方程为［10］：
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式 中 ：U= [U 1 U 2 ]
T
为 系 统 控 制 输 入 ，M=

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM 11 M 12

M 21 M 22
为 4×4 正 定 对 称 惯 量 矩 阵 ；
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为包含哥式力和离心力的 4×4 矩阵；

é
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0 K
为 4×4 的 刚 度 矩 阵 。 其 中 M ij ∈ R 2 × 2，

D ij ∈ R 2 × 2，K ∈ R 2 × 2，i、j = 1，2 均为各自矩阵相应

的块矩阵。

根据柔性机械臂的动力学特性，矩阵  M作为

正定对称矩阵，其逆矩阵也存在。记  M的逆矩

阵为：

M-1 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM 11 M 12

M 21 M 22

-1

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúN 11 N 12
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（3）

系统的惯量矩阵M具有特殊结构，虽然其中

包含若干 0 元素，但其顺序主子式的特征值均大

于 0。具体来说，M11和M22可逆，并且计算结果显

示M 11 -M 12M 22
-1M 21 也可逆［10］。由式（2）可得：
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1. 2　奇异摄动分解

柔性机械臂装置作为一种高度复杂的系统，

其独有特征在于刚性运动与柔性振动之间显著的

非线性耦合关系。传统控制理论和方法在针对轨

迹跟踪及抖振抑制的分析综合过程中，往往难以

达成理想效果。而奇异摄动理论则提供了一种独

特的解决路径，其通过将柔性机械臂装置的运动

模态巧妙地划分为慢速子系统与快速子系统，进

而针对两个子系统分别进行控制器设计，从而实

现对轨迹跟踪及连杆抖振的有效控制。

根据奇异摄动理论，在式（2）中引入摄动参

数 λ = k-1/2，其中 k 为机械臂刚度矩阵 K的最小

值，从而定义新变量为 μ = q/λ2、K λ = λ2K［11］，根

据式（4），该柔性机械臂奇异摄动模型可表示为：

θ̈= -N 11 (D 11 θ̇+ D 12 λ2 μ̇- U )-

N 12(D 21 θ̇+ D 22 λ2 μ̇+ K λ μ) （5）

λ2 μ̈= -N 21 (D 11 θ̇+ D 12 λ2 μ̇- U )-

N 22(D 21 θ̇+ D 22 λ2 μ̇+ K λ μ) （6）
由于小参数 λ 的介入，使得快变量出现边界

层现象，根据奇异摄动分解理论，可得到刚性慢变

子系统和振动快变子系统［11］。

12q
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图 2　二自由度串联柔性机械臂 Euler-Bernoulli梁模型

Fig. 2　Euler-Bernoulli beam model of the two-degree-
of-freedom flexible manipulator
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为获取慢速子系统，令 λ = 0，由式（6）可得：

μS = K λ
-1N 22

-1N 21 (U S - D 11 θ̇ )- K λ
-1D 21 θ̇   （7）

式中：含有下标 S 的变量表示慢变量。

将式（7）代入式（5）可得慢速子系统为：

θ̈= -(N 11 - N 12N 22
-1N 21) D 11 θ̇+

(N 11 - N 12N 22
-1N 21)U S （8）

令 x 1 = θ，x 2 = θ̇，则 慢 速 子 系 统 状 态 方

程为：

ì
í
î

ẋ 1 = x 2

ẋ 2 = FS ( x )+ G S ( x )U S
（9）

其中，FS ( x )= -(N 11 - N 12N 22
-1N 21) D 11 θ̇，

GS ( x )= N 11 - N 12N 22
-1N 21。

为实现快速子系统特性，定义快时标变量

T = t/λ，在该时标下，慢变量变化率可视为 0，即：

dθ
dT

= 0，d2θ
dT 2 = 0，dμS

dT
= 0，d2 μS

dT 2 = 0    （10）

定义快状态变量为 μ f = μ- μS，考虑系统存

在扰动，则快速子系统可表示为：

d2 μ f

dT 2 = -N 22K λ μ f - (N 22D 22 + N 21D 12) λ
dμ f

dT
+

N 21U f + Δ f ( d ) （11）
式中：Δ f ( d )为未知扰动。

令 A f = N 22K λ， B f = (N 22D 22 + N 21D 12) λ，

C f = N 21，如此式（11）可改写为：

d2 μ f

dT 2 = -A f μ f - B f
dμ f

dT
+ C fU f + Δ f ( d )    （12）

式中：下标含有 f的变量表示快变量。

综上所述，式（9）为柔性机械臂刚性部分的慢

速子系统，式（12）为柔性机械臂柔性部分的快速

子系统。柔性机械臂总的控制输入为 U= U S +
U f，其中 US 为慢速子系统的控制输入，用于实现

轨迹跟踪；Uf 为快速子系统的控制输入，用于抑

制连杆抖振，US和Uf可分别独立设计。

1. 3　正、逆运动学求解

在机器人学中，机械臂正、逆运动学是两个重

要概念，目的是用来描述机械臂运动关系，主要用

于计算机械臂末端执行器相对于基座的位置和姿

态，正、逆解的计算精度决定了路径规划和位置控

制研究的可靠性，能够为研究机械臂动力学相关

问题提供便利［12，13］。如图 1 所示，将柔性机械臂

末端关节视为机械臂的输出末端位置（Xp，Yp），所

有转动轴都在（X0-O-Y0）平面上， 则柔性机械臂

末端位置为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

X p = l1 cos ( θ11 )+ l2 cos ( θ21 )

Y p = l1 sin ( θ11 )+ l2 sin ( θ21 )
（13）

式中：l1、l2为连杆长度。

由式（13）可得运动学逆解为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

θ11 = arctan ( )Y p

X p
± arccos ( )X 2

p + Y 2
p + l 2

1 - l 2
2

2l1 X 2
p + Y 2

p

θ21 = arctan ( )Y p - l1 sin ( θ11 )
X p - l1 cos ( θ11 )

（14）

2 控制器设计

本文的研究目的聚焦于存在内部参数摄动和

环境干扰条件下，依然确保柔性机械臂系统具备

较好的轨迹跟踪与连杆抖振抑制效果。为实现该

目标，针对柔性机械臂的慢速子系统，设计了增量

非线性动态逆控制方案，通过控制柔性机械臂的

关节角度，达成期望末端位置的轨迹跟踪；同时，

针对快速子系统，设计了误差符号鲁棒积分控制

方案，以有效抑制连杆抖振。总的控制方案如图

3 所示。

2. 1　慢速子系统控制器设计

增量非线性动态逆控制（INDI），作为一种基

于反馈线性化的高效控制方法，在处理复杂非线

性系统方面展现了广泛的应用前景，尤其在航空

航天、机器人以及自动驾驶等前沿领域中得到了

深入的应用。该方法的核心理念在于通过将非线

性系统在局部范围内进行简明的线性化处理，以

此为基础计算出控制输入的增量，进而逐步引导

系统状态向预期的目标状态逼近，从而达成提升

系统稳定性与控制精度的双重目的。 INDI 方法

的另一显著优势在于其不苛求精确的系统建模，

对模型中的不确定因素具有与生俱来的鲁棒性，

这使得它在面对实际工程中的诸多不确定性与变

数时，仍能保持稳定的控制表现［14］。

假设有如下 MIMO 非线性系统：

ì
í
î

ïï

ïïïï

ẋ= F ( x )+ G ( x ) u

y= h ( x )
（15）

式中：x∈ R n 为系统状态向量，y∈ R n 为系统输出

向量；u∈ Rm 为系统控制输入向量；F ( x )为系统

模型矩阵；G ( x )为控制输入矩阵，若 G ( x )可逆，

则可设计 INDI控制律使该 MIMO 系统稳定。
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设 h（x）=x，则：

ẏ= ẋ= F ( x )+ G ( x ) u （16）
在某一采样时间 t 内，将式（16）泰勒级数一

阶展开为［15］：

ẋ= ẋ 0 + ( ∂ ( )F ( x )+ G ( x ) u
∂x ) | ( )x0，u0

( x- x 0)+

  ( ∂ ( )F ( x )+ G ( x ) u
∂u ) | ( )x0，u0

(u- u0)+ Δ (O )

（17）
式中：Δ (O )为高阶无穷小量；x、u为当前时刻系

统状态和控制输入；x0、u0分别为前一时刻系统状

态和控制输入；x-x0、u-u0分别为系统在采样时

间 t内的状态增量和控制输入增量。

当 采 样 时 间 足 够 小（t → 0）时 ，x→ x 0，且

lim
t → 0

u≠ u0，忽略高阶项，有：

ẋ= lim
t → 0

ẋ 0 + G ( x 0 ) lim
t → 0

(u- u0)+ ∂
∂x [F ( x )+

G ( x ) u]
x0，u0

lim
t → 0

( x- x 0)= ẋ 0 + G ( x 0 ) (u- u0)
（18）

由此可得，INDI控制律为：

u= u0 + G-1 ( x 0 ) (v- ẋ 0) （19）
式中：v为伪逆控制律，不包含模型信息 F（x）项，

降低了被控对象模型不准确的影响。

由式（19）可得慢速子系统（9）的控制律为：

u= u0 + GS
-1 ( x 0 ) (vS - ẋ 0) （20）

定理 1 若设计伪逆控制律为 vS = ẋ r + K peθ，

其中误差 eθ = x r - x，期望角度 x r = [ θ11r θ21r ]
T
，

K p ∈ R 2 × 2 为比例系数矩阵，且 K p 为正定矩阵，则

可实现系统稳定的跟踪控制。

证明：定义如下 Lyapunov 函数：

V= 1
2 e

2
θ （21）

对式（21）求导可得：

V̇ ( eθ )= eθ ėθ = ( x r - x ) ( ẋ r - ẋ )=  ( x r - x ) ·
[ ẋ r - ẋ 0 - GS ( x 0 ) (u- u0) ] （22）

将式（20）代入上式（22）可得：

V̇ ( eθ )= ( x r - x ) ( ẋ r - vS)=  ( x r - x ) [ ẋ r -

( ẋ r + K peθ) ]= -K p ( x r - x ) 2 ≤ 0 （23）

由此可得，控制系统是稳定的。

由于控制器中需要获取该柔性机械臂的关节

角度微分信号，直接测量会含有较大噪声，当前众

多研究中广泛采用滤波器［16］或者跟踪微分器［17］

来处理获得系统微分信号。本文通过扩张状态观

测器对柔性机械臂的状态进行估计，避免引入不

必要的噪声信号。扩张状态观测器设计为［18］：

ì

í

î

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

E θ = X̂ 1 - Y θ

Ẋ̂ 1 = X̂ 2 - β1E θ

Ẋ̂ 2 = X̂ 3 - β2E θ + bU S

Ẋ̂ 3 = -β3E θ

（24）

式中：X̂ 1、X̂ 2、X̂ 3 分别为输出Y θ = [ θ11 θ21 ]
T
的估

计量、Ẏ θ = [ θ̇11 θ̇21 ] T
的估计量以及总扰动估计

量；β1、β2、β3 ∈ R 2 × 2 为观测器的误差反馈增益矩

图 3　柔性机械臂 INDI and RISE复合控制结构图

Fig. 3　Block diagram of composite control structure using INDI and RISE for flexible manipulators

·· 2233



吉 林 大 学 学 报（ 工 学 版 ） 第  56 卷

阵；b∈ R 2 × 2 为输入增益矩阵。

综上所述，慢速子系统控制器为：

U S = 1
b
é
ëu0 + GS

-1 ( x 0 ) (vS - X̂ 2)- X̂ 3
ù
û    （25）

2. 2　快速子系统控制器设计

误差符号鲁棒积分控制（RISE）作为一种非

线性控制策略，能有效缓解扰动对系统性能的影

响 ，增 强 系 统 在 不 确 定 环 境 中 的 稳 定 性 和 鲁

棒性［19］。

对于系统（12），在控制器设计前，提出如下

假设：Δ f ( d )及其一阶、二阶可导且有界，即：

| Δ f ( d ) |≤ ζ，| Δ̇ f ( d ) |≤ ξD1 ，| Δ̈ f ( d ) |≤ ξD2    （26）

式中：ζ、ξD1、ξD2 为已知正数。

该控制器设计的目的为抑制连杆抖振，因此

期望柔性机械臂的抖振偏转角度为 0，根据系统

（12），定义系统误差为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

e1q = μ f - 0 = μ f，e2q = ė1q + k1e1q = dμ f

dT
+ k1 μ f

r= ė2q + k2e2q = d2 μ f

dT 2 + k1
dμ f

dT
+ k2( )dμ f

dT
+ k1 μ f

（27）
式中：k1、k2 ∈ R 2 × 2 为正的待设计参数。

若能构建一个鲁棒控制器，使得高阶误差信

号（如辅助误差函数 r）逐渐趋近于 0，系统实际的

跟踪误差 e1q和 e2q也会趋近于 0［20］。根据系统（12）
和式（27），控制器设计为：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

U f = C-1
f
é

ë
ê
êê
ê( )A f - k1k2 μ f +

         ù
û
úúúú( )B f - k1 - k2

dμ f

dT
- u fd

u fd = k re2q +∫[ ]k rk2e2q + γsign ( e2q ) dT

（28）

式中：ufd为鲁棒控制项；γ∈ R 2 × 2 为待设计鲁棒控

制 增 益 ；sign ( · ) 为 符 号 函 数 ，即 当 ζ > 0 时 ，

sign ( ζ )= 1；当 ζ = 0 时，sign ( ζ )= 0；当 ζ < 0 时，

sign ( ζ )= -1。
为进一步降低抖振，将符号函数 sign ( · )替换

为神经网络中的激活函数 Sigmoid( · )，并将其增

大 二 倍 并 向 下 平 移 一 个 单 位 后 可 得

Sigmoid( x，a )，表达式为：

Sigmoid( x，a )= 2
1 + exp(-ax )

- 1 （29）

式中：正数 a 用于控制该函数的变化率以及调节

该函数的近似线性区间宽度，函数图像如图 4 所

示 ，可 知 ，当 a 足 够 大 时 ，有 Sigmoid( x，a ) 
→sign ( x )。

接下来对设计的控制器（28）进行稳定性分

析。将系统（12）代入式（27）可得：

r= -A f μ f - B f
dμ f

dT
+ C fU f + Δ f ( d )+

k1
dμ f

dT
+ k2( dμ f

dT
+ k1 μ f) （30）

将控制器（28）代入式（30）可得：

r=-Af μf-Bf
dμ f

dT
+Δf (d )+k1

dμ f

dT
+k2( dμ f

dT
+k1 μf)+

Cf
ì
í
î
C-1

f
é
ë
êêêê(Af-k1k2) μf-ufd+(Bf-k1-k2) dμ f

dT
ù
û
úúúú
ü
ý
þ
=

Δf (d )-kre2q-∫[ ]k rk2e2q+γSigmoid( e2q，a ) dT

（31）
由式（31）可知，鲁棒控制项 ufd的目的是为了

镇定扰动。对式（31）微分可得：

ṙ= Δ̇ f ( d )- k r ė2q - k rk2e2q - γSigmoid( e2q，a )
（32）

令扰动项 D fd = Δ̇ f ( d )，Ḋ fd = Δ̈ f ( d )，由前面

假设可知：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

D fd ≤ ξD1

Ḋ fd ≤ ξD2

（33）

式（32）可写为：

ṙ= D fd - k r r- γSigmoid( e2q，a ) （34）
引理 1［20］ 定义辅助函数 L（T）为：

L ( T )= r [ ]D fd - γSigmoid( e2q，a ) （35）
如果鲁棒控制增益满足：

γ> ξD1 + ξD2

k2
（36）

则辅助函数 P（T）为：

-2 4 6 1082-4-6-8-10

x

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

-0.4
-0.6
-0.8
-1.0

Sigmoid(x,50)
Sigmoid(x,10)
Sigmoid(x,1)
Sigmoid(x)

-0.2

y

图 4　sign（x）与 Sigmoid（x， a）函数曲线图

Fig. 4　Graph of the sign（x） and sSigmoid（x， a） 
functions
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P ( T )= γ | e2q ( 0 ) |- D fd ( 0 ) e2q ( 0 )-∫
t = 0

T

L ( t ) dt

（37）
式中：e2q（0）为误差 e2q 的初始值；Dfd（0）为扰动项

Dfd 的初始值；L ( t ) 为 T = t 时辅助函数 L（T）的

值。辅助函数 P（T）的微分为：

Ṗ ( T )= -r [ ]D fd - γSigmoid( e2q，a )     （38）
定理 2 对于系统（12），若控制器（28）的鲁

棒控制增益满足式（36），且反馈增益足够大，保证

矩阵Λ的正定性，矩阵Λ为：

Λ=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úk1 -1/2 0

-1/2 k2 -1/2

0 -1/2 kr

（39）

则闭环系统中的信号均可保持有界性，同时控制

器（28）能 够 实 现 稳 定 的 渐 近 控 制 效 果 ，即 当

T → ∞ 时，e1q → 0，e2q → 0，r→ 0。
证明  定义如下 Lyapunov 函数：

V= 1
2 ( e2

1q + e2
2q + r 2 )+ P ( T ) （40）

对式（40）求导，并结合式（27）、（34）和（38）
可得：

V̇= e1q ė1q + e2q ė2q + rṙ+ Ṗ ( T )= e1q (e2q - k1e1q)+

e2q ( r- k2e2q)+ r (D fd - k r r- )γSigmoid( e2q，a ) -

r (D fd -γSigmoid( e2q，a ))=-k1e2
1q - k2e2

2q -
k r r 2 + e1qe2q + e2q r （41）

结合定义的矩阵Λ，式（41）可改写为：

V̇= -k1e2
1q - k2e2

2q - k r r 2 + e1qe2q + e2q r≤
-ηT Λη≤ -λmin ( Λ ) (e2

1q + e2
2q + r 2)≜W q    （42）

式中：η= [ e1q e2q r ] T
，λmin ( Λ )为矩阵 Λ的最小

特征值。由式（34）、（38）和（40）可知，V ∈ L∞ 且

W q ∈ L 2，则跟踪误差是有界的，因此，W q 连续可

导且有界，根据 Barbalat 定理［21］可知，当 T → ∞，

e1q → 0，e2q → 0，r→ 0，该控制器系统是稳定的。

至此，柔性机械臂的慢速和快速子系统控制

器设计完毕，系统总控制输入为U= U S + U f。

3 仿真结果与分析

考虑实际应用中柔性机械臂长期运行和受不

确定环境影响，导致机械臂的连杆刚度发生变化，

以及操作人员或周围物体对柔性连杆产生误触影

响。在 MATLAB/Simulink 仿真环境下，首先进

行了伺服角速度跟踪仿真实验；然后分别进行了

内部参数摄动测试和外部扰动验证。设计的控制

器 相 关 参 数 为 ：慢 速 子 系 统 ：K p =
diag [ 1500，5000 ]； β1 = diag [ 100，100 ]； β2 =
diag [ 600，5000 ]； β2 = diag [ 500，1500 ]； b=
diag [ 140. 47，288. 12 ]。

快 速 子 系 统 ：k1 = diag [ 10. 1，10. 1 ]；k2 =
diag [ 10. 1，10. 1 ]； k r = diag [ 1. 1，1. 1 ]； γ=
diag [ 1. 1，1. 1 ]；a = 100。
3. 1　伺服角速度跟踪实验　

设定初始速度为 θ11、21 = 0 rad s，期望速度为

dθ11、21 dt = 0. 1 ( )exp ( )t/4 - exp ( )- t/4

( )exp ( )t/4 + exp ( )- t/4
。图 5 为

柔性臂伺服角速度 dθ11 dt、dθ21 dt 跟踪曲线；图 6
为柔性臂伺服角速度跟踪误差曲线。

从图 5 的伺服角速度跟踪仿真曲线可以看

出，本文所提控制方案有较高的响应速度；从图 6
的伺服角速度跟踪误差曲线可以看出，本文所提

控制方案和文献［22］中控制方案相比速度跟踪

误差更小。

3. 2　内部参数摄动测试

将柔性机械臂的连杆刚度系数（Ksi，i=1，2） 
浮 动 ±30%，设 置 伺 服 关 节 初 始 角 度 为 θ11 =
0. 34 rad、θ21 = -0. 34 rad，在 MATLAB/Simu⁃
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文献[22]控制方案

图 6　速度跟踪误差 de1 dt、de2 dt曲线

Fig. 6　Curves of velocity tracking errors de1 dt 

and de2 dt
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图 5　伺服角速度 dθ11 dt、dθ21 dt跟踪曲线

Fig. 5　Angular velocity tracking curves of servo 
angles dθ11 dt and dθ21 dt
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link 仿真环境下，测试内部参数摄动对轨迹跟踪

和连杆抖振的影响。

仿真结果如图 7~图 11 所示，图 7 为末端位

置跟踪轨迹；图 8 为柔性机械臂两个关节伺服角

跟踪轨迹；图 9 为柔性机械臂两个关节伺服角跟

踪误差变化曲线；图 10 为柔性机械臂的两个连杆

偏转角响应曲线；图 11 为柔性机械臂两个控制输

入变化曲线。

3. 3　外部干扰验证

为模拟柔性机械臂在实际操作中遇到操作人

员误触或周边物体碰撞等突发情况，在仿真过程

中设计并实施了以下实验方案：在仿真进行到第

20 s 时，针对连杆 1 的偏转角引入一个持续时间

为 1 s、幅值为 0. 01 弧度的三角波形干扰；在仿真

进行到第 60 s 时，针对连杆 2 的偏转角施加一个

持续时间为 1 s、幅值为 0. 01 rad 的三角波形干

扰。设置伺服关节初始角度为 θ11 = 0. 14 rad、
θ21 = -0. 14 rad，在 MATLAB/simulink 仿 真 环

境下，验证所提出的控制策略在应对上述干扰情

境下的抗干扰控制性能。

仿真结果如图 12~图 16 所示，图 12 为末端

位置跟踪轨迹；图 13 为柔性机械臂两个关节伺服

角跟踪轨迹；图 14 为柔性机械臂两个关节伺服角

跟踪误差变化曲线；图 15 为柔性机械臂的两个连

杆偏转角响应曲线；图 16 为柔性机械臂两个控制

输入变化曲线。

从图 12 可以看出，相较于收缩理论（Con⁃
traction theory， CT）复合控制方案［22］，INDI 和

RISE 复合控制策略在末端轨迹跟踪方面表现出

更高的精度。图 13 进一步展示了关节伺服角跟

踪轨迹，表明 INDI 和 RISE 复合控制方案在应对

外界干扰方面具有更强的鲁棒性，与收缩理论复

合控制策略相比，扰动对关节角的影响更小。图

14 的关节伺服角跟踪误差曲线直观地显示了

INDI 和 RISE 复合控制方案在跟踪误差和轨迹

跟踪精度方面的优势。同时，图 15 的连杆偏转

角响应曲线表明，该策略在抑制连杆抖振方面效

果显著，即使在受到外界扰动的情况下，连杆抖

振的幅度也更小，系统达到稳定状态的时间更

短。图 16 比较了收缩理论复合控制方案与 INDI
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图 7　末端位置跟踪轨迹

Fig. 7　End-effector position tracking trajectory
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Fig. 8　Tracking trajectory of servo angles θ11 and θ21

·· 2236



第  8 期 韩光信，等：二自由度串联柔性臂复合抗干扰控制

和 RISE 复合控制方案的控制输入变化曲线，结

果表明，INDI 和 RISE 复合控制方案的控制输入

抖动小于收缩理论复合控制方案，即使在扰动发

生时，其控制输入抖动依然较小，显示出更好的

控制效果和安全性。综上所述，本文提出的 IN⁃
DI 和 RISE 复合控制方案在轨迹跟踪控制和抑 制干扰方面有一定的优势。
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Fig. 9　Variation curves of tracking errors e11
and e21 for servo angles
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Fig. 12　End-effector position tracking trajectory
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Fig. 10　Response curves of link deviation 
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针对柔性机械臂在实际应用中，长期运行导

致内部参数摄动和外界干扰影响到末端执行器的

作业性能问题，设计了一种复合控制策略。首先，

基于奇异摄动理论将二连杆柔性机械臂模型分解

为慢速与快速两个子系统，并在此基础上，设计了

增量非线性动态逆（INDI）与误差符号鲁棒积分

（RISE）的复合控制策略。经过仿真测试，本文提

出的控制方案在柔性机械臂末端位置的轨迹跟

踪、连杆抖振抑制以及抗干扰方面，均展现出较好

的控制优势。
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