
芯片电路设计布局优化的精确算法
张滨琪 a , 镇璐 a,* , Gilbert Laporte b,c

a School of Management, Shanghai University, Shanghai 200444, China
b Department of Decision Sciences, HEC Montréal, Montréal, QC H3T 2A7, Canada
c School of Management, University of Bath, Bath BA2 7AY, UK

摘要

布局优化是芯片设计中的关键阶段，其目的是在有限区域内策略性地放置元器件，以提高空间利用率并
减少布线长度。芯片设计企业根据设计规则优化布局，以满足客户需求。虽然混合元器件高度电路在现
代芯片设计中广泛应用，但很少有研究同时考虑了元器件不重叠、电源轨道对齐和最小植入面积这些布
局约束。因此，本研究通过预处理布局问题中的非线性，建立混合整数线性规划模型，以降低企业合法化
布局成本为目标展开研究。此外，本研究基于Benders分解设计并实现了一种精确算法，利用对偶理论获
得最优割，并迭代求解元器件坐标。本研究通过不同规模的数值实验验证了该算法的性能，并且详细分
析芯片区域划分的形状、不同类型元器件的比例、元器件和bin的总数对布局的影响，为芯片设计企业提
供了一些具有潜在价值的设计见解。

© 2025 THE AUTHORS. Published by Elsevier LTD on behalf of Chinese Academy of Engineering and Higher 
Education Press Limited Company. This is an open access article under the CC BY-NC-ND license 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. 引言

在信息化时代，手机、计算机等智能产品的普及高度

依赖先进芯片技术。芯片集成将普通设备转化为智能产

品，这源于公众对技术创新的持续需求。进入后摩尔定律

时代[1]后，芯片设计在有限物理尺寸内同时面临优化性

能、功耗与成本的挑战。面向芯片设计的优化不仅对电子

技术的进步至关重要，还与国家经济和半导体行业的国际

竞争力息息相关。

布局优化在芯片设计自动化中占据核心地位，其质量

直接影响后续设计任务。传统的电路设计高度依赖经验和

手动操作，通常将元器件高度统一以简化问题[2]。然而，

随着自动化的进步，越来越多的布局优化任务通过计算机

算法得以实现，既提升设计效率，又减少人为失误。现代

电路设计已转向混合元器件高度（MCH）配置，由于存

在布线能力、时序、功耗与可制造性等严格约束[3]，布

局优化难度显著增加。作为装箱问题（BPP）的一种变

体，布局涉及根据设计技术的要求将元器件对齐到合法位

置，同时分布在有限的芯片区域内。随着新兴技术的演

进，布局约束不断变化，优化方法必须持续适应以符合新

的设计规则。例如，元器件尺寸的减小虽然带来集成度的

提升，但同时也增加了功耗，所以迫切需要创新方法来提

高芯片空间利用率。要在芯片设计中保持竞争力，从业者

必须根据技术进步和行业变化调整策略。

基础的布局优化问题可描述为：给定一个高度为 h、

宽度为w的芯片布局区域，其中电源导轨水平布线，每两
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条导轨之间的间距为h0。布局优化的目的是在该区域内合

法地放置n个元器件，同时最小化布线总长度。每个元器

件 i（其中 1 £ i £ n）的高度为 hi、宽度为wi，其左下角坐

标定义为 (xiyi )。此外，元器件 i在纵轴上的高度通过 ki

来描述。元器件的上下边界包含与电源导轨对应的引脚。

图1展示了包含三种高度元器件的合法和非法布局示例。

基于上述描述，可以构建一个基础布局模型[4‒5]：

Minimize  ∑1 £ ii'£ n( xi - xi') 2
+ ( yi - yi') 2 (1-1)

约束条件为

0 £ xixi +wi £w   1 £ i £ n (1-2)
0 £ yiyi + hi £ h    1 £ i £ n (1-3)

xi - xi'³wi', if xi ³ xi' (1-4)
yi = kih0 1 £ i £ nkiÎ {012}. (1-5)

目标函数（1-1）最小化布线总长度，布线总长度由

任意两个元器件之间水平和垂直坐标的平方差定义。元器

件布局的基础合法性约束包括：约束（1-2）和（1-3）共

同要求所有元器件放置在指定区域内；约束（1-4）明确

规定元器件在水平方向上不得重叠；约束（1-5）规定每

个元器件的纵坐标必须与相应的电源导轨对齐。由于决策

变量 xi 和 yi 的定义域在约束（1-2）和（1-3）中隐含定

义，此处不再赘述。

在这一基础问题的框架上，本研究进一步探讨现代技

术对布局优化的影响。这些技术带来了新的挑战和机遇，

将在第3节中详细讨论。

本研究提出了一种混合整数线性规划（MILP）模型

和Benders分解（BD）算法，以应对芯片设计中的实际布

局挑战。通过平衡布线长度和芯片区域的利用率，所提出

的方法系统地集成了芯片区域的划分、元器件的坐标、元

器件引脚与芯片导轨的对齐以及非法元器件的合并优化。

针对该非确定性多项式（NP）难问题，开发了一种精确

算法来解决。我们还设计了不同规模的数值实验，通过应

用权威竞赛数据作为基准，评估了数学模型和算法的准确

性及有效性。此外，我们讨论了芯片区域的纵横比、不同

高度元器件的比例、元器件总数和bin总数对芯片设计企

业运营管理的影响。我们的发现为指导现代技术下的二维

布局提供了宝贵的见解，表明MILP模型和精确算法的结

合可以帮助芯片设计企业节省布局成本。

本文的其余部分组织如下：第 2 节进行文献综述；

第3节详述布局优化问题；第4节建立MILP模型；第5节

开发精确算法；第6节阐述数值实验；第7节总结研究。

2. 文献综述

本研究聚焦MCH电路布局优化问题，并设计精确算

法求解。因此，本节从两个角度回顾了以往的相关文献：

布局优化问题和布局优化相关问题的算法设计。

作为芯片设计过程中的一个重要阶段，布局优化根据

上游信息在合法区域内放置可用元器件。为降低企业成

本，在布局优化过程中需要考虑元器件高度、阈值电压类

型和设计规则。Wu和Chu [6]研究包含单、双行高元器件

的MCH电路，通过构建最大加权匹配问题生成候选元器

件对。他们的方法在鲁棒性与质量方面表现良好，但忽略

现代技术且方案现已不合法。

随着芯片设计的不断发展，电压漏极（VDD/VSS）

对齐技术吸引了研究人员越来越多的关注。Chow等[7]表

明，具有多行高度的元器件在行之间不是独立的，他们首

次考虑了MCH电路的合法布局。他们提出的算法在区域

元器件移动和缓冲器插入方面特别有效，通过最小化元器

件总位移来提高初始布局的质量。Spindler 等[8]提出的

Abacus方法可以有效处理单行高度元器件的布局，但不

图1. 芯片设计中合法及非法布局。
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适用于 MCH 电路。Wang 等[4]通过利用 Abacus 的特性，

设计了一种优化方案和一个特别适合芯片设计的目标函

数，解决了对电路类型的限制。与分别优化多行和单行高

度元器件布局的方法不同，Lin等[9]同时优化了各种高度

的元器件。他们提出了一种包含链式移动方案和由密度驱

动布局决定的嵌套动态规划的布局方法，解决了有序多行

布局问题。他们的布局比逐个合法化元器件的上述工作实

现了更好的合法化解决方案。

随着现代电路设计复杂性的增加，Zhu等[5]考虑了特

殊元器件以实现电路各方面性能的平衡。这些特殊元器件

对布局设计提出了重大挑战，特别是在增加合法化过程的

难度方面。他们通过首先确保元器件满足对齐技术的要

求，然后逐个调整非法放置的特殊元器件，优化了现有的

布局方案。在器件尺寸逐渐缩小的进程中，最小注入面积

（MIA）约束成为MCH电路新挑战。Chen等[10]首创将违

反MIA的元器件聚类为具有相同阈值电压（Vth）的元器

件的方法，然后对组合的元器件进行排序以获得理想的元

器件顺序。他们的方法在不需要额外面积开销的情况下有

效解决了MIA违规问题。

MCH电路中的布局优化是一个高度复杂的问题，我

们在表 1中总结了一些代表性的工作[4‒7,9‒10]。在该表

中，我们概述了上述研究解决的问题的具体特征。多数研

究聚焦常规单/多行高元器件，对特殊元器件关注有限。

近年研究日益重视元器件Vth类型差异，一些研究在现有

布局方案的基础上开发方法以实现合法化，这些研究大多

以最小化元器件总位移为优化目标。元器件的不重叠约束

是布局优化的基本条件，但在考虑复杂的现代设计技术

时，实现100%的不重叠可能具有挑战性。现有研究多通

过将布局规则（如边缘布局）与启发式算法相结合来获得

布局解决方案，然而由于这些规则无法覆盖所有可能的情

况，所得布局无法完全保证元器件的不重叠放置。同时满

足不重叠和VDD/VSS对齐约束的布局优化研究被认为是

有效的，布局合法化已成为近期研究的重要趋势。由于元

器件类型的多样性和内部引脚配置，实现VDD/VSS对齐并

非易事。现有研究常将其他类型元器件分解为标准元器件

（即单行高度元器件）组合处理，然后组合这些标准元器件

以解决对齐问题。然而，这种分解和合并的方法不适用于

特殊元器件，因为它们的引脚位于元器件内部，无法轻易

映射到标准元器件。MIA约束作为MCH电路布局优化中的

新兴研究，相关研究较少，其解决方法也不成熟。

为了帮助芯片设计企业在布局中应对各种类型的元器

件，本研究根据元器件的高度和布线方式考虑了四种类型

的元器件。元器件的Vth类型会影响将元器件分配到 bin

的决策以及违反MIA约束的合并元器件。因此，我们在

工作中也考虑了这一因素。与之前专注布线长度优化的研

究不同，本研究考虑了布局成本，以提高芯片区域的利用

率。这三种先进技术仍值得进一步探索。我们将不重叠约

束纳入模型，通过约束强制实现100%的不重叠。通过引

入VDD/VSS对齐约束，我们实现了各种元器件引脚与电

源导轨的直接对齐。我们提出了一种聚合策略，将具有相

同Vth的元器件水平合并为更大的元器件，从而避免违反

MIA约束。在现有研究的基础上，我们通过数学建模系

统地呈现了这些先进的设计规则，旨在提供稳定且合法的

布局解决方案。

随着芯片设计规模的扩大，布局优化方法不断更新。

最初，布局优化问题主要通过基于分区的方法[11]和启发

式算法[12]解决。随着这两种技术的应用，布局优化问题

的规模呈指数增长。为了获得大规模布局的解决方案，

Agnihotri 等[13]研究了元器件在较小子区域中的排列方

式，并开发了最小切割方法。然而，由于子区域划分的随

机性，子区域的解决方案与整体布局的相关性较低，导致

解决方案质量不尽如人意。

表1　MCH电路布局优化的代表性工作

Papers

Wu and Chu [6]

Chow et al. [7]

Wang et al. [4]

Lin et al. [9]

Zhu et al. [5]

Chen et al. [10]

This study

Height type of cell

S*

√
√
√
√
√
√
√

D*

√
√
√
√
√
√
√

T*

‒

√
√
√

√
√

Sp

‒

‒

‒

‒

√
‒

√

Vth type of cell

Consistent

Consistent

Consistent

Consistent

Inconsistent (2)

Inconsistent (3)

Inconsistent (3)

Optimization objective (minimize)

The total wirelength

The total cell displacement

The total cell displacement on the x-axis

The half-perimeter wirelength

The total cell displacement

The cluster area of cells

The placement cost

Rules

Non-ovlp

√
√
√
√
√
‒

√

VDD/VSS

‒

√
√
√
√
√
√

MIA

‒

‒

‒

‒

‒

√
√

S*, D*, T*, and Sp represent cells of single, double, triple, and special heights, respectively. “Non-ovlp” represents for non-overlapping. The numbers in paren‐
theses represent the number of different Vth types available for cells, for example, “inconsistent (2)” indicates that the study considers two Vth types of cells.
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芯片尺寸的缩小和设计规模的扩大促使布局算法进一

步发展。分析方法在过去十年的学术竞赛中广泛应用，如

设计自动化会议[14]、国际物理设计研讨会[15]和国际计

算机辅助设计会议[16]。分析方法主要包括二次布局和非

线性优化[17]。二次布局构建了一个便于求解的凸优化模

型，但由于模型与实际布局差异较大，解决方案质量不符

合芯片设计标准。非线性优化的思想是通过添加基于密度

的惩罚成本来近似布线长度，从而生成一个非线性目标函

数，然后通过非线性优化方法解决布局问题[18]。

然而，现有的布局优化算法仍无法完全满足解决方案

质量和计算速度的双重要求，需要进一步开发优化算法，

以应对不断增加的布局规模和日益复杂的设计规则。

目前，图形处理元器件加速布局设计[19]和强化学习方法

[20]引起了研究人员的广泛关注。然而，这两种方法仍处

于探索阶段，在面对复杂且不断变化的设计技术时，其性

能和稳定性有待进一步提高。因此，我们将注意力转向与

芯片布局设计相似的其他问题，试图通过利用这些经典问

题的求解方法来探索本研究的解决方案。

基于二维BPP的芯片布局优化更加强调微元（如元器

件）的精确定位和连接，以满足电路的功能和性能要求，

其约束条件更为复杂和精确。布局优化问题是BPP的一种

变体，因此求解BPP的高效技术也可以应用于布局优化问

题。自 20世纪 60年代以来，BPP发展迅速。基于实际背

景，出现了许多BPP的变体，如机械加工行业的切割库存

问题[21]、造纸生产行业的切割过程优化[22]以及供应链中

的集装箱装载问题[23]。鉴于布局优化对解决方案质量的高

要求，应用于BPP的精确算法可以作为参考。启发式算法

[24]和近似算法[25]可以为精确算法提供初始解决方案。虽

然模拟退火被认为是BPP最合适的启发式算法，但BD算法

在BPP研究中的应用频率也显著增加[26]。

与BPP相比，切割和装箱问题也旨在优化给定空间

或材料中物体的排列，然而区别在于，切割和装箱问题关

注如何将较大物体转化为较小物体，以最大化切割的价

值，而 BPP 则强调如何有效安排各种尺寸的物体。这

两个问题都以有效利用空间为共同目标，因此都适用于芯

片布局设计。表2对这三个相关问题进行了全面分析。因

此，我们总结了切割和装箱问题的求解方法，以适应本研

究的求解方法。Serairi 和Haouari [27]研究了具有固定方

向的二维BPP，该问题在切割和装箱中广泛应用。他们开

发了用于建立下界的理论框架，并进行了实证评估，强调

了关系在提高装箱效率和解决方案质量中的重要性。

Queiroz等[28]通过约束规划算法确保候选解决方案遵守

二维装箱约束。他们还探索了界限和有效切割，同时结合

了禁忌搜索和模拟退火的启发式方法以迭代生成解决方案。

Delorme等[26]总结了近20年来切割和装箱问题的研究，指

出最流行的求解方法是MILP和分支定界，并注意到近年来

BD已成为求解切割和装箱问题的越来越受欢迎的选择。

综上所述，关于布局优化问题的文献总体趋势是考虑

MCH电路和一些基本条件，这种组合适用于大多数芯片

设计工作，使其成为研究人员的热门选择。本研究在此基

础上，进一步考虑了Vth类型和一些现代电路设计技术对

布局的影响。据我们所知，我们是第一个将布局优化问题

表述为MILP模型的研究。此外，鉴于BD在BPP与切割

和装箱问题中的应用近年来不断增加，本研究提出了一种

基于BD的精确算法来解决所提出的问题，寻求速度和解

决方案质量之间的平衡。

3. 问题背景

在提出数学模型之前，本节详细介绍了芯片布局的

两个要素：第3.1节描述了布局优化问题；第3.2节陈述了

若干布局设计准则。

表2　布局优化与其他两个问题的比较分析

Optimization problem

Placement in 

    this study

Bin packing

Cutting and packing

Objective

Minimizing 

placement 

cost

Maximize 

box 

utilization

Maximizing 

material 

utilization

Constraints

Basic rules (e.g., cells of 

the same type clustered in 

a bin) non-overlap, 

VDD/VSS, and MIA

Item sizes, box capacity 

(e.g., limit on maximum 

size and weight)

Cutting methods, material 

properties (e.g., strength 

and thickness limitations)

Complexity

Involving electrical and 

physical characteristics, 

complex design rules

Relatively simple, 

focusing mainly on 

dimensions

Includes various cutting 

methods and material 

configurations

Solution methods

Mathematical 

programming, 

graph theory, etc.

Greedy algorithms, 

approximate 

algorithms, etc.

Linear programming, 

dynamic programming, 

etc.

Focus point

Costs and 

modern design 

techniques

Matching item 

and box sizes

Material cutting 

and configuration

Potential challenges

High technical 

complexity, 

lengthy design times

Diverse item types, 

dynamic changes

Resource and material 

traits affecting 

effectiveness
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3.1. 布局优化问题

芯片布局实际上是一个位置分配问题，确定元器件在

芯片区域内的坐标。为了获取元器件的精确坐标，我们假

设将矩形芯片区域置于二维笛卡尔坐标系中。如图 2所

示，坐标系的原点o对应芯片区域的左下角坐标，x轴和y

轴分别沿芯片区域的宽度和高度方向延伸。VDD为芯片

提供漏极电压，VSS为地线。VDD和VSS导轨之间的间

距称为行高，是固定的。元器件的最小宽度称为位点。位

点和行高分别是 x轴和 y轴的单位长度。换句话说，芯片

区域是由 VDD 和 VSS 导轨交错在布局行之间的电路

组成。

此外，每个元器件包含两种不同的引脚类型：VDD

和VSS [6]。当元器件上的VDD/VSS引脚与芯片区域中的

VDD/VSS导轨放置在相应位置时，元器件可以在电路中

发挥作用。元器件的形状统一为矩形，其宽度和高度分别

是x轴和y轴上单位长度的倍数。

根据引脚连接和高度的不同，可以区分四种类型的元

器件：A、B、C和D。A、B和C型元器件的引脚位于其

上下边界，高度分别等于单行、双行和三行高度。D型元

器件的高度也是双行高度，但其引脚位于矩形内部[5]，

形成更专业的布线配置。

除了这些差异，元器件还可以根据其高、中、低Vth

分为三组。Vth仅与元器件注入的介质有关，与其高度或

布线方式没有固定关联。例如，在图2中，具有单行高度

的元器件A1属于低Vth，而具有相同高度的元器件A2具

有标准Vth。具有多种Vth类型的元器件可以实现电路在

速度和泄漏功率之间的平衡，而具有相同Vth的元器件聚

集可以进一步提高电路的效率[29]。

由于元器件之间的差异，在布局决策中需要考虑诸如

相同Vth类型元器件的聚集、元器件密度和芯片区域利用

率等因素，这不可避免地使布局更具挑战性。为了实现元

器件数量、类型和坐标之间的合理匹配，本研究采用了

一种方法，即在芯片区域上反复执行水平和垂直切割，

将完整的芯片区域划分为多个较小的矩形块，称为 bin。

在布局的初步阶段，确定了放置相同元器件类型的区域，

而未指定 bin和元器件类型的匹配或每个 bin的元器件数

量。这种划分有助于更精确的元器件布局，遵守关键的设

计约束（如布线），同时通过将复杂的布局区域划分为较

小的bin来减少全局搜索所需的计算资源。

为了便于理解切割操作，我们在图3中展示了一个切

割示例及其顺序。经过六次交替的水平和垂直切割，芯片

区域被划分为七个bin。芯片的功能分区可用于计算bin的

面积和数量。每个bin内部的空间决定了其可容纳元器件

的上限。将芯片区域划分为 bin的目的是确保每个 bin中

存储的元器件具有相同的Vth。在确定每个bin对应的Vth

类型后，将给定数量的元器件与 bin 匹配，以实现相同

Vth元器件的聚集。这种划分机制可以避免元器件在局部

电路中过度集中，并实现元器件在芯片区域内的均匀

分布。

3.2. 布局设计准则

在布局之前，元器件是相互独立的，其坐标未固定。

切割布局的目的是提高空间利用率并减少电路的布线总长

度，从而降低电路中的延迟并提高稳定性[30]。在澄清了

芯片区域的结构特征、元器件类型和bin划分后，本研究

在一些布局设计准则下进行优化。

图2. 芯片布局区域和元器件类型。
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由于布局成本直接影响企业的经济绩效，并与产品质

量和客户满意度相关，我们进行了一个旨在降低成本的优

化过程。布线长度是衡量布局成本最常用的指标[31]，

布线结果也可用于评估布局的质量。我们从两个方面衡量

布线长度：布局的紧凑性和布线总长度，将目标从降低成

本转变为缩短布线长度。元器件的更密集排列意味着更高

的空间利用率和更短的布局布线长度。半周布线长度

（HPWL）方法是一种非常准确和快速的布线长度估计方

法[32]。在本研究中，我们使用两个指标来评估布局的紧

凑性和布线效率。第一个指标是紧凑性度量，使用HPWL

方法评估。具体来说，通过计算元器件沿 x轴和 y轴的最

大距离之和来测量紧凑性。第二个指标是布线总长度，表

示为每个元器件到原点o的曼哈顿距离的总和。我们将元

器件 i的坐标设为 (xi yi )，原点 o的坐标为(0,0)，元器件

集合为C，那么布线总长度可以表示为∑iÎC
(xi + yi )。

图4演示了HPWL方法，其中芯片区域被划分为三个

bin。以bin 1为例，x轴上的最大距离存在于元器件A5和

C1之间，而y轴上的最大距离在A5和A1之间。因此，bin 1

的HPWL值为10.5。类似地，我们可以计算bin 2和bin 3的

HPWL值，最终得到整个布局的总HPWL值为34。

基于上述方法，布线总长度的计算可以表示为

∑zÎ Z∑lÎ L

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

max
ii'i''i'''ÎC

i ¹ i'i'' ¹ i'''

(xiμ izl + yi'μ i'zl - xi''μ i''zl - yi'''μ i'''zl ) ， 其

中Z表示bin集合；L表示元器件Vth类型集合；z和 l分别

是上述两个集合的索引；μizl是一个二进制变量，如果元

器件 i的类型 l在 bin z中，则为 1，否则为 0。然而，这个

表达式的计算复杂度为O(|Z| + |L| + 4|C|)。考虑到芯片布局

的可扩展性，我们决定修改上述布线长度计算公式以提高

求解速度。

我们将芯片区域视为一个整体，直接计算整个电路的

HPWL。HPWL方法适用于小规模布局的电路；当布局规

模较大时，HPWL比实际布线长度短。为了避免产生这种

误差，我们将HPWL乘以一个校正因子。考虑到布线长

度与元器件数量成正比，但与 bin数量和Vth类型数量成

反比，我们在测试后将校正因子设为 |C| (1.5|Z| + |L|)。修

改后的 HPWL 公式为 |C| (1.5|Z| + |L|) max
ii'i''i'''ÎC

i ¹ i'i'' ¹ i'''

 (xi + yi'- xi'' -

yi''' )，其计算复杂度为 O(|C|)，显著提高了求解效率。在

图 4 所示的示例中，修改后的 HPWL'约为 32.9，与原始

HPWL的差距在4%以内。有关HPWL校正因子有效性的

实验详见附录A中的第S1节。

在确定元器件的坐标时，需要考虑基本布局条件和现

代电路设计技术的双重要求。基本布局条件决定了元器件

图4. 使用HPWL方法描述布线长度的示例。

图3. 布局切割示例。
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的分配方案，现代电路设计技术确保了元器件的排列是合

法的。在初始布局阶段，元器件被放置在芯片区域内，

然后进行细致的匹配过程，将其坐标与相应的 bin对齐。

以合理的方式将元器件与 bin匹配并确保 bin中的每个元

器件具有相同的Vth是一项挑战。同样重要的是确保每个

元器件仅属于一个bin。值得注意的是，bin的容量是有限

的，bin内的元器件数量不能超过容量。基本布局条件决

定了各种元器件与bin之间的位置和数量关系，而现代电

路设计技术对优化提出了更高的要求。

元器件在bin内不是随机放置的，它们的坐标必须遵

守设计技术。本研究考虑了三个约束：元器件不重叠、

VDD/VSS对齐和解决MIA违规。不重叠约束是合法化的

基本条件[33]，要求两个元器件的坐标在 x轴或 y轴上至

少有一个不同。这一约束在实际应用中很有意义，因为重

叠的元器件会增加布局的层数，复杂化优化工作。

VDD/VSS对齐约束对元器件的纵坐标提出了更具体的

要求。图5展示了四种类型元器件在VDD/VSS对齐约束下

的合法和非法条件。合法性的标准是元器件的引脚必须与相

同类型的导轨匹配。由于A型和C型元器件具有相同的布线

方式，它们可以通过垂直翻转放置在行之间，被统称为奇数

行高元器件。B型元器件有两个相同类型的引脚，垂直翻转

对它们没有意义[34]。D型元器件的布线方式类似于A型和

C型元器件，因为它们的引脚在内部，其坐标位于两条相

邻导轨的中间。总之，我们将元器件分为三种类型：单行

高度（A和C）、双行高度（B）和特殊（D）。我们进一步

根据布线方式确定元器件纵坐标与行高之间的关系。

随着元器件尺寸的不断缩小，芯片设计的复杂性和精

细度增加。然而，更小的元器件并不总是更可取的。MIA

约束规定了元器件的最小允许面积，违反此约束的元器件

需要进一步处理。由于元器件的面积是给定的，解决

MIA违规有两种方法：一种是插入相同Vth的填充物以从

根本上增加元器件的面积；另一种是聚集过小的元器件并

将它们组合以遵守MIA约束。前一种方法增加了设计布

局成本并导致空间浪费，而后一种方法经济且已被证明是

有效的[10]。根据邻近原则，我们将违反MIA约束的非法

元器件组合成一个新实体，确保组合后的面积超过MIA

约束规定的下限。本研究基于聚合的思想扩展了元器件的

宽度，并在水平方向上解决了MIA违规问题。

4. 考虑现代电路设计技术的建模

该模型包含各种复杂的设计技术，确定元器件的坐

标，并通过使用整个电路的布线长度评估布局质量。我们

在附录A中的第S2节中展示了以下符号及其与布局优化

的关系。

4.1. 假设

为了优化布局，我们开发了一个MILP模型，考虑了

元器件不重叠、VDD/VSS对齐和MIA约束。在构建模型

之前，需要解释一些基本假设。

（1）交错的VDD/VSS导轨：芯片区域中VDD和VSS

导轨的交错旨在最小化地弹并提高信号完整性。这种技术

还有助于更好的热分布，减少密集设计中的热问题。

（2）元器件的高度规格：待布局的元器件高度最高为

三行高度，其中特殊元器件的高度为两倍行高，但其布线

方式与双行高度元器件不同。

（3）元器件尺寸对布局的影响：每个元器件的物理尺

寸直接影响其在布局中占用的面积，因为较大的元器件需

要更多空间以避免干扰和信号延迟。每个bin的宽度和高

度必须大于任何单个元器件的宽度和高度，以确保布局的

稳定性和各种元器件的性能。

图5. VDD/VSS对齐约束下的合法和非法条件。
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（4）芯片区域分割为 bin：将芯片区域分割为 bin，

每个bin都有面积和元器件容量的上限，这对于有效的资

源分配和高效的布局管理至关重要。

（5）长度单位的设置：在本研究中，元器件的尺寸在

纳米级，而布局区域的尺寸在微米级。因此，本研究全程

采用微米作为长度单位。

4.2. 符号

我们定义了以下三种类型的符号来构建MILP模型：

集合用大写字母表示，索引为相应的小写字母；为了突出

决策的内容，变量用希腊字母表示；上标用于进一步解释

这些符号。

4.2.1. 索引和集合

4.2.2. 参数

4.2.3. 决策变量

4.3. 模型构建

使用上述符号定义的混合整数非线性规划（MINLP）

模型如下：

[M0] Minimize 
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
|C| (1.5|Z| + |L|) max

ii′i″i″′ÎC

i ¹ i′i″ ¹ i″′

 (xi + yi'- xi″ - yi″′ ) +

∑iÎC
(xi + yi )

(1)
目标（1）从两个方面最小化布局成本。如前所述，

布局的紧凑性是评估成本的第一个指标。修改后的HP‐

WL'不是根据最短直线距离计算的，而是根据最长的曼哈

顿距离，这与我们从二维坐标角度的建模一致。第二个指

标用于评估布局的布线总长度，计算为所有元器件到原点

的曼哈顿距离的总和。在实际布线中，并非所有元器件都

直接连接到原点，因此这个计算结果是布线总长度的上

界。然而，由于在布局阶段无法获得具体的布线细节，

且该指标有效地捕捉了布线总长度的变化，因此被认为是

一种合理的评估方法。总之，我们的模型通过提高芯片区

域的利用率和最小化布线总长度来最小化布局成本。为了

确保结果的稳健性，我们在正文中没有为目标函数中的两

个指标进行具体的权重分配。然而，考虑到芯片设计公司

在实际生产中可能对布局的紧凑性和布线总长度有不同的

优先级，我们在附录A中的第S3节中进行了额外的实验

来分析这些方面。

(xiyi)

θzl

μizl

ωzl

αii'

βii'

ρ ilj

γii'

τ i

连续变量，元器件 i左下角坐标；

整数变量，bin z中 l类型的元器件数量;

二进制变量，如果类型为 l的元器件 i在bin z中，则

为1，否则为0；

二进制变量，如果类型为 l的元器件位于bin z中，则

为1，否则为0；

二进制变量，如果元器件 i位于元器件 i'的左侧，则

为1，否则为0；

二进制变量，如果元器件 i位于元器件 i'的下方，则

为1，否则为0；

二进制变量，如果类型为 l的元器件 i的引脚在导

线 j上，则为1，否则为0；

二进制变量，如果元器件 i和元器件 i'组合成新的

元器件，则为1，否则为0；

二进制变量，如果元器件 i的宽度小于wminw，则为

1，否则为0。

w

h

w0

h0

wi

hi

wbin
z

hbin
z

f

(xbin
z ybin

z )

wminw

kij

M

芯片区域的宽度；

芯片区域的高度；

x轴上的单位长度（点位）；

y轴上的单位长度（行高）；

元器件 i的宽度；

元器件 i的高度；

bin z的宽度；

bin z的高度；

切割系数；

bin z的左下角坐标；

所有元器件的统一合法宽度；

导线 j在y轴上的位置，即元器件 i引脚的放置处；

一个足够大的正整数。

C

C s

Cd

C t

C sp

Z

L

J

J 0

J 1

J 2

元器件的集合，索引为 i；

单行高度元器件集合, C sÌC；

双行高度元器件集合, CdÌC；

三行高度元器件集合, C tÌC；

特殊双行高度元器件集合, C spÌC；

bin的集合，索引为 z；

元器件Vth类型集合，索引为 l；

导线集合，索引为 j；

与奇数行高元器件对应的导线集合，J 0Ì J；

与双行高度元器件对应的导线集合，J 1Ì J；

与特殊元器件对应的导线集合，J 2Ì J。
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约束条件为

0 £ xi £w -wi     "iÎC (2)
0 £ yi £ h - hi     "iÎC (3)

∑lÎ L
θzl £

|C|
fw0h0

     "zÎ Z (4)
θzl =∑iÎC

μ izl     "zÎ ZlÎ L (5)
∑lÎ L∑zÎ Z

μ izl = 1     "iÎC (6)
∑lÎ L

ωzl = 1     "zÎ Z (7)
θzl £Mωzl     "zÎ ZlÎ L (8)∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L

μ izl ³∑zÎ Z∑lÎ L
θzlωzl (9)

xbin
z £ xiμ izl + xbin

z (1 - μ izl )£ xbin
z +wbin

z -wi

"iÎCzÎ ZlÎ L
 (10)

ybin
z £ yiμ izl + ybin

z (1 - μ izl )£ ybin
z + hbin

z - hi

"iÎCzÎ ZlÎ L
 (11)

约束（2）~（11）是关于基本布局条件的。约束（2）

和约束（3）确保元器件放置在芯片区域内。约束（4）确

保每个bin z中所有Vth类型的元器件总数不超过由元器件

总数、元器件尺寸和切割系数共同确定的密度阈值，以防

止布局设计过于拥挤或过于稀疏。约束（5）计算bin z中 l

类型的元器件的实际数量，这是关于两个变量 θzl 和 μizl

的连接约束。约束（6）确保元器件 i只能匹配一个类型 l

和 bin z。约束（7）要求 bin z内的元器件类型 l一致。约

束（8）规定了bin中可以放置的元器件类型，而约束（9）

进一步将 bin与元器件关联。约束（10）和约束（11）确

保类型 l的元器件 i的坐标应对应于bin z。

约束（12）~（27）对应现代电路设计技术。

xi'- xi +M (1 - α ii' )³wi     "ii'ÎCi ¹ i' (12)
yi'- yi +M (1 - β ii') ³ hi     "ii'ÎCi ¹ i' (13)
α ii'+ α i'i + β ii'+ β i'i ³ 1      "ii'ÎCi ¹ i' (14)

α ii'+ α i'i £ 1      "ii'ÎCi ¹ i' (15)
β ii'+ β i'i £ 1      "ii'ÎCi ¹ i' (16)

约束（12）~（16）确保元器件 i和 i'在 x或 y坐标上

至少有一个差异，从而保证这两个元器件在二维坐标系中

不重叠。

yi =∑lÎ L∑jÎ J 0
kij ρ ilj       "iÎC s ∪ C d ∪ C t (17)

∑lÎ L∑jÎ J
ρ ilj = 1      "iÎC (18)

∑lÎ L∑jÎ J 0
ρ ilj = 1     "iÎC s ∪ C t (19)

∑lÎ L∑jÎ J 2
ρ ilj = 1     "iÎC d (20)

yi +
1
4

hi =∑lÎ { }12 ∑jÎ J 2
kij ρ ilj       "iÎC sp (21)

∑lÎ L∑jÎ J 2
ρ ilj = 1      "iÎC sp (22)

∑lÎ L∑jÎ J( )∑iÎC s ∪ C t
ρ ilj +∑iÎCd

ρ ilj +∑iÎC sp
ρ ilj = |C | (23)

约束（17）~（23）是关于将元器件上的引脚与VDD

和VSS导轨匹配的。约束（17）规定了非特殊元器件的

纵坐标，并根据其类型将它们分配到相应的导轨。允许的

j值集合（表示导线索引）随元器件类型而变化。对于可

以翻转放置的单行高度和三行高度元器件，允许的kij范围

更广，以适应这种灵活性。约束（18）表示对于一个元器

件，必须有且只有一个Vth类型，并且其引脚只能与一条

导线相关联。约束（19）声明单行、三行高度元器件 i应与

类型 l匹配，并对应于导线 j。约束（20）规定双行高度元

器件 i与类型 l和导线 j之间的关系。约束（21）定义特殊

元器件的纵坐标，建立这些元器件内部引脚与布局区域内

电源导轨的对应关系。约束（22）表示特殊元器件 i的纵坐

标应与类型 l和导线 j对应。约束（23）规定所有类型元器

件在所有可能导线上的总和应等于待放置的元器件数量，

确保没有元器件被遗漏。值得注意的是，由于每个元器件

上的引脚位置是预先确定的，元器件的放置方向（原始或

翻转）可以从其纵坐标和相应的导线分配中推断出来。

wi + τ i ³wminw         "iÎC (24)∑i'ÎCi ¹ i'
γ ii'= τ i       "iÎC (25)

wi +wi'³ γ ii'w
minw     "ii'ÎCi ¹ i' (26)

xi'- xi -M (2 - γ ii'- α ii') £wi     "ii'ÎCi ¹ i' (27)
约束（24）~（27）是关于解决MIA违规的。约束（24）

比较元器件 i 的宽度和 wminw 以确定 MIA 违规。由于

第 4.1小节中的假设（5），确保了约束（24）的有效性。

约束（25）表示如果元器件 i的宽度小于wminw，它将与其

他元器件组合。约束（26）要求组合元器件的宽度超过

wminw。约束（27）表示组合元器件在 x 轴上的坐标是连

续的。

0 £ xi £w     "iÎC (28)
0 £ yi £ h      "iÎC (29)

0 £ θzl £ |C|     "zÎ ZlÎ L (30)
μ izlωzlÎ {01}     "iÎCzÎ ZlÎ L (31)
α ii'β ii'γ ii'τ iÎ{01}      "ii'ÎCi ¹ i' (32)
ρ iljÎ{01}      "iÎClÎ LjÎ J (33)

约束（28）~（33）定义了决策变量的定义域。

4.4. MILP模型的构建

上述模型包含几个难以直接使用求解器求解的部分，

如目标函数中最小化最大值的结构和约束（9）~（11）中

的非线性部分。如果不解决这些问题，模型的计算工作量

将增加，进而导致设计周期延长。
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4.4.1. M0中目标函数的预处理

对 于 目 标 函 数 （1） 中 的 第 一 部 分 ， 即

|C| (1.5|Z| + |L|) max
ii'i″i″′ÎC

i ¹ i'i″ ¹ i″′

(xi + yi'- xi'' - yi''' )，我们定义一个额

外的非负决策变量 δ。随后，公式（1）可以通过添加以

下约束来构建：

δ ³ xi + yi'- xi'' - yi'''     "ii'i″i″′ÎCi ¹ i'i″ ¹ i″′ zÎZlÎ L (34)
使用 δ表示芯片区域内的最大曼哈顿距离，将最小化

最大值的双重目标转化为单目标，允许模型通过CPLEX

（IBM ILOG CPLEX Optimization Studio）求解。修订后的

目标函数见第4.4.3小节。

4.4.2. M0中约束的线性化

约束（9）中的非线性是由决策变量的乘积引起的。

令 πzl 表示 θzlωzl，约束（9）可以修改为方程（35）~

（39）。线性化过程在附录A推导1中描述。

πzl = θzlωzl       "zÎZlÎ L (35)
πzl ³ωzl       "zÎZlÎ L (36)

πzl ³ θzl - |C| + |Z| - 1 + (|C| - |Z| + 1)ωzl       "zÎZlÎ L (37)
πzl £ (|C| - |Z| + 1)ωzl       "zÎZlÎ L (38)
πzl £ θzl +ωzl - 1       "zÎZlÎ L (39)

类似地，我们使用 σizl 和 φizl 替换约束（10）和

约束（11）中的双线性表达式，这两个约束可以分别替换

为方程（40）~（44）和方程（45）~（49）。这两个线性

化过程详细记录在附录A的推导2和推导3中。

σ izl = xiμ izl       "iÎCzÎ ZlÎ L (40)
σ izl ³ 0        "iÎCzÎ ZlÎ L (41)

σ izl ³ xi -w +wi + (w -wi )μ izl       "iÎCzÎ ZlÎ L (42)
σ izl £ (w -wi )μ izl       "iÎCzÎ ZlÎ L (43)

σ izl £ xi        "iÎCzÎ ZlÎ L (44)
φ izl = yiμ izl         "iÎCzÎ ZlÎ L (45)
φ izl ³ 0         "iÎCzÎ ZlÎ L (46)

φ izl ³ yi - h + hi + (h - hi )μ izl       "iÎCzÎ ZlÎ L (47)
φ izl £ (h - hi )μ izl       "iÎCzÎ ZlÎ L (48)

φ izl £ yi       "iÎCzÎ ZlÎ L (49)

这种通过放宽可行域边界的线性化方法使模型能够从

非线性转换为线性，并获得全局最优解的下界。与引入大

M进行线性化相比，这种方法使用的计算空间更少，求解

速度更快。

4.4.3. 混合整数规划模型M1

基于这些新的决策变量和约束，模型M0可以重新表

述为MILP模型M1。

[M1] Minimize  |C| (1.5|Z| + |L|) δ +∑iÎC
(xi + yi ) (50)

约束条件为

式（2）~（8）以及式（12）~（49）。

第 4.4节的核心内容总结在图 6中，描述了线性化过

程。线性化的目的是使模型能够直接由CPLEX求解，并

便于应用精确算法。在初始模型M0中，有两个部分需要

预处理：非凸目标函数和约束（9）~（11）中的非线性表

达式。通过添加新的决策变量 δ，实现从Min-Max问题到

最小化问题的转换。通过引入新的辅助变量来替换原始决

策变量的乘积，并根据决策变量的定义域定义差异变量，

我们可以推导出线性化约束。随后，推导出新的MILP模

型M1，可以轻松求解。对于更实际的中等或大规模实例，

CPLEX无法在指定设计周期内得到解决方案。因此，在

下一节中设计了一种合适的算法来提高求解效率。

5. 精确算法

考虑到现代电路设计技术，布局优化问题面临重大挑

战。在设计周期中，商业求解器（如CPLEX）在数据规

模扩大时几乎无法计算结果，而在实际生产中，元器件数

量极大，需要开发一种为该模型量身定制的算法。BD以

求解大规模优化问题而闻名，广泛应用在供应链[35]、材

料运输[36]等领域。我们将迭代优化的思想融入布局模型

中，寻求解决方案质量和计算速度之间的平衡。

5.1. 经典BD

BD 的主要思想是根据求解难度将决策变量分为两

类，从而将复杂问题分解为主问题（MP）和子问题

图6. 模型预处理的操作。
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（SP）。通过迭代求解这两个小模型，我们可以比直接求

解原始模型更容易地获得结果。

在本研究中，决定元器件、bin、Vth和导轨之间相对

位置关系的决策变量包括 θzl、μizl、ωzl、αii'、βii'、γii'、

τ i以及 ρ ilj。上述间接确定元器件坐标的变量统一放置在

MP中。然而，与元器件坐标直接相关的核心变量 xi和 yi

被分配到SP中以做出最终决策。MP中的二进制和整数变

量被代入SP中，然后从SP中计算最优割，并添加到MP

中，这极大地提高了求解效率。结合两级解耦的思想，我

们迭代优化原始问题的上、下界以获得最优解。

5.1.1. SP的构建

SP根据MP获得的相对位置关系确定元器件的最终坐

标。元器件的纵坐标受VDD/VSS对齐约束的影响，在决

定元器件坐标的过程中可能存在一定的随机性，因此确保

SP有解至关重要。首先，SP为原始问题提供了上界，表

述如下：

[SP] Minimize  |C| (1.5|Z| + |L|) δ +∑iÎC
(xi + yi ) (51)

约束条件为

式（2）、（3）、（28）、（29）、（34）、（41）、（44）、

（46）、（49）；

xbin
z - xbin

z (1 - μ izl )£ xiμ izl        "iÎCzÎ ZlÎ L (52)
xiμ izl £ xbin

z +wbin
z -wi - xbin

z (1 - μ izl )       "iÎCzÎZlÎ L

(53)
ybin

z - ybin
z (1 - μ izl )£ yiμ izl         "iÎCzÎ ZlÎ L (54)

yiμ izl £ ybin
z + hbin

z - hi - ybin
z (1 - μ izl )       "iÎCzÎ ZlÎ L

(55)
xi'- xi +M (1 - α ii')³ 0       "ii'ÎCi ¹ i' (56)

yi'- yi +M (1 - β ii' ) ³ 0       "ii'ÎCi ¹ i' (57)
yi =∑lÎ L∑jÎ J 0

kijρ ilj        "iÎC s ∪ C d ∪ C t (58)
yi +

1
4

hi =∑lÎ { }12 ∑jÎ J 2
kijρ ilj        "iÎC sp (59)

xi'- xi -M (2 - γ ii' - α ii' ) £wi       "ii'ÎCi ¹ i' (60)
σ izl = xiμ izl        "iÎCzÎ ZlÎ L (61)

σ izl ³ xi -w +wi + (w -wi ) μ izl        "iÎCzÎ ZlÎ L (62)
σ izl £ (w -wi ) μ izl        "iÎCzÎ ZlÎ L (63)
φ izl = yiμ izl           "iÎCzÎ ZlÎ L (64)

φ izl ³ yi - h + hi + (h - hi ) μ izl               "iÎCzÎ ZlÎ L (65)
φ izl £ (h - hi ) μ izl          "iÎCzÎ ZlÎ L (66)

SP中的所有变量都是连续的，模型是线性的。带帽的

符号表示MP中的决策变量。为了确保迭代过程的顺利进

行，我们首先设计了一个初始解生成规则。该规则要求按

高度对所有元器件进行排序，然后从底部到顶部将元器件

放置到布局区域中。使用这种方法，获得一个初始布局解，

然后传递到SP中进行进一步优化。SP求解更精细的布局，

并将元器件位置传递到MP中进行全局调整。这个过程在每

次迭代中重复，每轮生成一个新的割。我们基于对偶理论

推断最优割，并用它来收缩可行域，从而提高布局质量。

根据 SP 的约束，我们引入对偶变量 P n
i ，其中

nϵ{1221}。这些对偶变量及其对应的约束通过加权和

被纳入SP的原始目标函数中，生成一个增强的目标函数。

这种表述通过将约束直接集成到目标中简化了问题。所得

拉格朗日松弛表达式如下：

Minimize  δ -∑iÎC
P 1

i xi +∑iÎC
P 2

i (w -wi - xi) -
∑iÎC

P 3
i yi +∑iÎC

P 4
i (h - hi - yi ) +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 5

izl
é
ë

ù
ûxbin

z - xbin
z ( )1 - μ izl - σ izl +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 6

izl
é
ë

ù
ûxbin

z +wbin
z -wi- xbin

z ( )1- μ izl -σ izl +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 7

izl[ ]ybin
z - ybin

z (1 - μ izl )-φ izl +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 8

izl[ ]ybin
z +hbin-hi- ybin

z (1- μ izl)-φ izl +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 9

izl (Mμ izl - σ izl ) -

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 10

izl (xi +σizl )+

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 11

izl M ( )1 - μ izl - σ izl - xi ] +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 12

izl[ ]-M ( )1 - μ izl - σ izl - xi +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 13

izl (Mμ izl -φizl )-

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 14

izl (yi +φizl )+

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 15

izl[ ]M ( )1 - μ izl - φ izl - yi +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 16

izl[ ]-M ( )1 - μ izl - φ izl - yi +

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}

P 17
ii'
é
ë

ù
ûM ( )α ii' - 1 - xi'+ xi +

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}

P 18
ii'
é
ë

ù
ûM ( )β ii' - 1 - yi'+ yi +

∑iÎC s ∪ Cd ∪ C t
P 19

i ( )∑lÎ L∑jÎ J 0
kijρ ilj - yi +

∑iÎC6
P 20

i ( )∑lÎ { }12 ∑jÎ J 2
kljρ ilj -

1
4

hi - yi +

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}

P 21
ii'
é
ë

ù
ûwi +M ( )2 - γ ii' - α ii' - xi'+ xi

(67)
5.1.2. MP的构建

在求解SP后，我们获得一个可行解，并可以基于对
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偶理论推断最优割。我们遵循 Adulyasak 等[37]的思想，

将所有场景合并为一个SP，并在每次迭代中仅添加一个

最优割，以避免求解过多SP。大多数研究首先基于SP获

得对偶子问题（DSP），然后通过最优割法将DSP与MP

连接起来。由于本研究涉及大量决策变量，并且在对偶过

程中max函数和求和的合并具有挑战性，因此我们选择拉

格朗日松弛来确定最优割。根据拉格朗日松弛展开，我们

引入一个新变量 ζ来表示预期成本。与元器件相对位置对

应的MP可以重新表述如下：

[MP] Minimize  ζ (68)
        约束条件为

式 （4） ~ （9），（14） ~ （16），（18） ~ （20），

（22）~（26）和（30）~（33）；

ζ ³∑iÎC
P 2

i (w -wi) +∑iÎC
P 4

i (h - hi) +
∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L

P 5
izl

é
ëxbin

z - xbin
z ( )1 - μ izl + xbin

z +

ù
ûwbin

z -wi- xbin
z ( )1- μ izl +∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L

P 7
izl

é
ëybin

z -
 

ù
ûybin

z ( )1 - μ izl + ybin
z + hbin - hi - ybin

z (1 - μ izl ) +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
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izl Mμ izl +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 11

izl M (1 - μ izl ) +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
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izl[ ]-M (1 - μ izl ) +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 13

izl Mμ izl +                                         (69)

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 15

izl M (1 - μ izl ) +

∑iÎC∑zÎ Z∑lÎ L
P 16

izl[ ]-M (1 - μ izl ) +

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}

P 17
ii'M ( )α ii' - 1 +

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}

P 18
ii'M ( )β ii' - 1 +

∑iÎC s ∪ Cd ∪ C t
P 19

i ∑lÎ L∑jÎ J 0
kijρ ilj +

∑iÎC6
P 20

i (∑lÎ { }12 ∑jÎ J 2
kljρ ilj -

1
4

hi )+

∑iÎC∑i'ÎCleft{i}
P 21

ii'
é
ë

ù
ûwi +M ( )2 - γ ii' - α ii'

约束（68）表示对所有MP解都有效的最优割。

算法的核心在于确保在每次迭代中传递的变量在SP

和MP中都是有效和可行的。具体来说，当MP确定元器

件的相对位置时，约束相对宽松，而SP在可行域内进一

步细化元器件的精确位置坐标。因此，MP用于提供元器

件的相对位置，而SP确保这些位置满足布局约束，最终

提供精确的布局坐标。

在每次迭代中，新产生的最优割是算法进展的关键。

通过求解SP，我们获得一个可行解，并通过对偶理论推

断割的优化性。这个最优割为后续迭代提供了关键指导，

确保每一轮在可行域内提高解决方案质量，从而接近最优

解。基于我们的算法，MP和SP可以高效协作，使每次迭

代都能收缩可行域并逐步优化布局，最终求解元器件的最

优坐标。

5.2. 算法框架

总之，BD迭代地将MP中的变量值传递到SP，然后

SP将最优割返回到MP。这种迭代思想逐渐缩小了解空

间，最终获得最终解。BD的伪代码在附录A的第S5节中

展示，框架如下：

步骤 1：初始化。设置上界 UB =¥，下界 LB =-¥，

迭代次数 In = 0，迭代上限 Inmax = 50，可接受间隙 g =

0.01(w + h)。计算初始指导、SP和MP的目标值，并将它

们分别设为F (o)、F (sp)和F (mp)。
步骤2：初始解设置。根据从高到低的排列顺序和沿

芯片区域边缘放置元器件的思想，我们设计了一组初始可

行解。由于F (o) >LB，更新LB，F (o) ¬LB。

步骤 3：求解 SP。将初始指导的相对位置信息代入

SP以获得元器件的初始可行坐标。如果F (sp) <UB，更

新F (sp) ¬UB，In + 1¬ In。

步骤 4：推断本轮迭代的最优割。如果UB -LB £ g，

停止迭代；否则，转到步骤5。

步骤5：求解MP。将通过拉格朗日松弛获得的最优

割代入MP以获得相对位置信息。如果F (mp) >LB，更

新 LB，F (mp) ¬LB。如果 In ³ 1，转到步骤2。

步骤6：迭代终止。存在以下任何一种情况：① UB -

LB £ g，In = Inmax，算法终止并输出最优解。

5.3. 算法收敛性

在本研究中，我们的算法保证收敛。具体来说，我们

在迭代中获得新的最优割，算法最终将收敛到最优解。

原始的最佳解为(x*y* )，其中x和y分别表示整数向量

和非负的实向量。根据经典BD原理，SP有以下表达式：

g ( y͂) =Minimize  cT x (70)
约束条件为

Ax = b -By͂ (71)
x ³ 0 (72)

其中，A是一个矩阵，代表整数变量线性约束的系统；B

是一个矩阵，对应于涉及实向量 y͂的对偶约束中的系数；

b是一个常数向量；向量c代表SP目标函数中的系数。

由于在第4.3节中对目标和约束的处理，SP的解是单

调的。存在一个足够大的N，使得对于所有 n ³N，SP的
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最优解满足 cT xn £ cT xn - 1。这确保了算法的每次迭代都产

生一个至少与前一个同样好的解。芯片区域限制了SP的

可行解数量，从而限制了SP的解空间。因此，原始问题

的最优解对应于优化SP的解。

总之，由于SP的决策受芯片区域的限制，SP的目标

函数具有上界，使 SP成为一个有界优化问题。由于MP

的约束比SP更宽松，并且MP和SP都受同一芯片区域的

限制，因此MP也是有界的。由于MP和SP都是有界的，

根据优化理论，原始问题有最优解。如果一个有界优化问

题没有最优解，那么该问题的求解空间将是无限的，这与

有界的定义相矛盾。综上所述，由于本研究中的MP和SP

都受芯片区域的限制，原始问题的最优解可以通过我们的

算法有效确定。

6. 数值实验

在以下实验中，我们使用来自布局竞赛“2014年国

际物理设计研讨会（ISPD）详细布线驱动布局”的真实

数据来测试所提出的BD算法的性能[38]。我们的真实数

据也被 Zhu 等[5]、Chen 等[32]和 Chen 等[10]相关研究广

泛使用。本研究首先设置了各种规模的实例组，然后通过

与CPLEX的比较进行一些对比分析，以验证BD算法的

有效性，并进行一些敏感性分析，以提供布局优化的一些

潜在有用的见解。每个实例在一台配备 128 GB RAM和

3.40 GHz Intel Xeon E5-2643 v3 CPU的工作站上求解。算

法在Visual Studio 2020中使用C#编程语言实现，CPLEX

版本为12.6.1。

6.1. 参数设置

为确保实验的有效性，我们使用竞赛数据作为基准，

这些数据具有权威性。我们采用Chen等[32]的方法来划分

各种元器件的数量，以形成一个MCH布局实例。在此基

础上，我们考虑了内部有导线的特殊元器件，并将其比例

设置为双行高度元器件的 30% [5]。由于部分元器件高度

的调整，芯片区域可能无法容纳所有元器件，因此应相应

调整这些元器件的宽度，以确保元器件的面积保持不变。

修改后的实例组在最大限度上保留了基准本身的特征，确

保了布局的合理性[7]。实例的特征已在表3中列出，以供

参考。

6.2. 算法性能

对于小规模实例，我们使用三种方法进行实验：

第一种方法是直接使用CPLEX求解模型M1，这为后两种

方法提供了最优解作为基准；第二种方法是通过删除

约束（2）、约束（3）和约束（12）~（16)并放宽模型M1

中的二进制变量 ωzl 使其连续，获得最优解值的下界；

第三种方法是使用所提出的BD算法迭代求解MP和 SP。

这些方法获得的计算时间和目标值用于评估算法的性能。

我们将每个实例的最大求解时间设置为1 h。

根据表 4，BD算法计算的小规模实例的最小布局成

本与CPLEX相同。这一比较表明，BD算法是模型求解的

可靠方法，它可以获得布局优化问题的最优解。在 ISG1

和 ISG2中，BD算法的求解时间长于CPLEX，但随着实

例组规模的增加，BD算法在求解速度上的优势变得更加

明显。在 ISG3中，BD算法能够在81 s内给出布局解，而

CPLEX需要约 15 min。由于放宽了一些变量和约束，LB

获得的结果是CPLEX目标值的下界，与最优解的最大差

距为 3.52%。虽然CPLEX在小规模实例上表现尚可，但

随着实例组规模的增加，它无法在有效时间内提供芯片布

局解。我们得出结论，BD算法对于求解大规模实例是有

用的，因为该算法在小规模实例上的准确性已得到确认。

为了进一步评估算法在不同规模实例上的性能。我们

设计了三组大规模实验，每组包括五个代表性实例。BD

算法、LB方法和CPLEX的详细计算结果总结在表 5中。

值得注意的是，在 ISG4实验中，虽然CPLEX偶尔能够在

预定义的时间限制内解决问题，但我们的BD算法显示出

高的效率，所有求解时间均保持在270 s以下。随着实例规

模的进一步增加，BD算法始终在16 min内提供可行的布

局解，凸显了其卓越的求解速度和适应性。此外，在小规

模实验中，我们观察到随着实例复杂性的增加，LB解与最

优解之间的差距扩大。然而，BD算法与LB方法之间的最

大差距控制在13.96%以内，这不仅验证了BD算法在保持

解决方案质量方面的稳健性，还间接强调了其在更大规模

问题上优于LB方法的优势。基于上述分析，我们得出结

表3　实例数据

Group ID

ISG1

ISG2

ISG3

ISG4

ISG5

ISG6

No. of cells

4

10

20

35

55

70

Proportion of 

various cells

1:1:1:1

6:2:1:1

12:5:1:2

23:7:2:3

40:9:2:4

46:14:4:6

No. of bins

2

4

8

12

16

20

No. of wires

5

10

30

50

65

80

No. of Vth

0:4:0

1:8:1

2:16:2

3:28:4

5:44:6

6:56:8

The order in proportion of various cells is single-row-height cells: double-
row-height cells: triple-row-height cells: special cells. The order in the col‐
umn of “No. of Vth” is high voltage threshold: standard voltage threshold: 
low voltage threshold.
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表4　算法在小规模实例下的表现

Instances

(group and ID)

ISG1

1-1

1-2

1-3

1-4

1-5

        Average

ISG2

2-1

2-2

2-3

2-4

2-5

         Average

ISG3

3-1

3-2

3-3

3-4

3-5

        Average

CPLEX

FCPLEX

6.00

6.00

6.00

6.00

6.00

—

21.48

23.16

23.07

22.43

23.38

—

232.08

202.94

219.36

221.57

243.41

—

tCPLEX

0.51

0.49

0.58

0.53

0.34

—

4.35

2.49

2.08

3.63

3.41

—

890.62

828.17

847.65

853.23

901.84

—

LB

FLB

5.98

5.99

5.98

5.97

5.99

—

20.86

132.87

113.84

107.88

121.86

—

226.54

193.52

212.75

213.69

235.18

—

GAP1

0.33%

0.17%

0.17%

0.34%

0.17%

0.30%

2.97%

0.65%

1.36%

2.23%

1.08%

1.66%

2.65%

4.87%

4.14%

2.65%

3.50%

3.52%

BD algorithm

FBD

6.00

6.00

6.00

6.00

6.00

—

21.48

23.16

23.07

22.43

23.38

—

232.08

202.94

219.36

221.57

243.41

—

tBD

2.14

1.63

1.84

1.81

1.35

—

11.95

10.14

10.02

11.39

11.25

—

78.34

72.49

73.98

75.62

80.03

—

GAP2

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

FCPLEX, FLB, and FBD represent the objective value of solution obtained by CPLEX, LB, and the BD algorithm, respectively. tCPLEX and tBD are the calculation time 
of CPLEX and the BD algorithm in seconds, respectively. GAP1 = (FCPLEX -FLB )/FLB; GAP2 = (FBD -FCPLEX )/FCPLEX.

表5　算法在大规模实例下的表现

Instances

(group and ID)

ISG4

4-1

4-2

4-3

4-4

4-5

        Average

ISG5

5-1

5-2

5-3

5-4

5-5

        Average

ISG6

6-1

6-2

6-3

6-4

6-5

        Average

CPLEX

FCPLEX

612.21

567.37

622.33

607.85

522.17

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

tCPLEX

—

3509.79

—

—

3382.05

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

LB

FLB

584.20

523.81

595.78

572.92

485.14

—

1084.35

995.47

1126.14

1219.07

1158.62

—

1561.57

1509.65

1420.29

1540.93

1402.21

—

GAP1

4.79%

8.32%

4.46%

6.10%

7.63%

6.26%

11.09%

13.44%

10.88%

9.03%

9.10%

10.71%

15.26%

12.26%

11.23%

14.49%

16.59%

13.96%

BD algorithm

FBD

612.21

567.37

622.33

607.85

522.17

—

1204.56

1129.31

1248.63

1329.13

1264.01

—

1799.84

1694.66

1579.72

1764.18

1634.90

tBD

259.48

228.95

268.31

237.60

203.20

—

457.02

410.39

463.76

517.13

470.50

—

909.60

840.25

797.09

901.55

832.20

GAP2

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

0.00%

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

FCPLEX, FLB, and FBD represent the objective value of solution obtained by CPLEX, LB and the BD algorithm, respectively. tCPLEX and tBD are the calculation time 
of CPLEX and the BD algorithm in seconds, respectively. GAP1 = (FBD -FLB )/FLB; GAP2 = (FBD -FCPLEX )/FCPLEX. CPLEX cannot solve the instances within 3600 
seconds except ISG4-2 and 4-5.
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论，所提出的BD算法在大规模实例中表现出卓越的效率

和精度，为复杂优化问题提供了有效且可靠的解决方案。

6.3. 敏感性分析

在本节中，我们考察了几个重要参数的影响：芯片区

域的纵横比、不同高度元器件的数量比、元器件总数和

bin总数。根据敏感性分析，我们得出了一些可能有用的

设计见解，以指导芯片布局优化。

6.3.1. 实验设计

本节的敏感性分析涉及表6中列出的指标，以理解后

续实验。我们将从三个方面描述这些指标：指标对应的主

题、属性和具体内容。芯片区域的形状受其纵横比影响，

这也在实验中考虑。元器件可以根据高度进行划分，实验

中变化的是各种元器件之间的比例和数量。芯片区域与

bin数量之间的关系取决于切割系数：切割次数越多，芯

片区域划分越细，bin数量越多。

我们设计了六组实验来讨论每个指标对布局成本的影

响。表7列出了非实验因素、因变量和自变量。非实验因

素与自变量相关，但在每个实例中保持不变。自变量对应

表6中的指标，敏感性实验的目的是探索它们对成本的影

响。因变量与本研究的优化目标一致。除了第三组额外考

虑了最大空间利用率外，其他组都关注布局成本。每组实

验涵盖了六个不同规模的实例，可以全面探索变量之间的

关系。

6.3.2. 芯片区域纵横比的影响

为便于建模，我们将元器件、bin和芯片区域的形状

设置为矩形。元器件的宽度和高度根据其功能和其他属性

设置，bin和芯片区域的纵横比(w:h)与芯片本身相关。虽

然芯片的形状是固定的，但布局过程中bin的确定大多是

经验性的，没有明确的规则。因此，以下实验探讨了芯片

区域纵横比对布局成本的影响，旨在为bin的划分提供有

参考价值的建议。

附录A中的表 S1提供了六组实例（G1~G6）的芯片

区域宽度和高度的实验数据。为使表格清晰，宽度和高度

分别用w和h表示。在相同规模的实例组下进行了五次不

同纵横比的实验，以全面探索芯片区域纵横比对布局成本

的影响。以G1为例，如果将芯片区域固定为36，我们可

以获得一个宽和高均为6的正方形区域，以及(w:h) = (12:

3)、(9:4)、(4:9)和(3:12)的矩形区域。元器件总数随芯片

区域的扩大而增加，各种高度的元器件平均分配以确保实

验的有效性。

图 7展示了芯片区域纵横比对不同实例组成本的影

响。在面积固定的同一组中，当(w:h) = (3:12)时，布局成

本最低，成本随着(w:h)的减小而增加。当芯片区域的宽

度和高度相差较大时，线性阵列意味着更确定的设计方

案。然而，随着芯片区域的宽度和高度更加接近，区域更

接近正方形，提供了更多的设计选择。由于元器件的宽度

都设置在较小范围内，高度固定为行高的倍数，因此元器

件宽度的差异小于高度。这使得元器件的垂直排列比水平

排列更紧凑，浪费的空间更少。随着组规模的增加，(w:

h)较高的芯片区域的成本增加缓慢。

总之，(w:h)较高的芯片区域对布局成本更有效。在

实际芯片设计中，建议在布局分区中增加 bin的纵横比，

以便布局能够实现更高的质量。

6.3.3. 不同高度元器件数量比的影响

在意识到芯片区域纵横比与布局成本之间的关系后，

我们继续调查成本是否受不同高度元器件数量比的影响。

表6　敏感性实验中的指标

Subject

Chip

Cell

Bin

Property

Shape of chip region

Types of height

Degree of cutting

Concrete content

Proportion of height to width

Single-row-height

Double-row-height

Triple-row-height

Special

The number of bins

表7　敏感性实验考虑的因素和变量

Group

1

2

3

4

Non-experimental factors

Area of chip region, the total number of cells and the proportion of cells 

with various heights

Total height of cells and combination of cells with various heights

Area of chip region, the types of cells and their respective proportions

Area of chip region, the total number of cells and the proportion of cells 

with various heights

Independent variables

Aspect ratio of chip region

Quantity ratio of cells with 

varying heights

Total number of cells

Total number of bins

Dependent variables

Placement cost

Placement cost

Placement cost and the maximum 

space utilization rate

Placement cost
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直接在实验中调整各种元器件的数量是没有意义的，因为

这忽略了元器件的总高度，并且不同高度的元器件需要不

同的布线方式。

我们设置了六组实例，并在同一组中保持元器件的总

高度不变。为保证实验的可行性，确定能够容纳元器件自

身的芯片区域面积的下限至关重要。以G1为例，10个元

器件的总面积应小于给定的芯片区域。固定元器件的总高

度后，可以根据其高度安排元器件，并相应分配各种元器

件的数量。每组包括七个实验，具体实验数据如附录A中

的表S2所示。

图8展示了不同高度元器件数量比对不同实例组布局

成本的影响。在总元器件高度固定的同一组中，当元器件

总数最少时，成本最低，成本与元器件总数成正相关。这

是由于元器件数量较少意味着三行高度元器件的比例较

高，这削弱了其他元器件对布局的影响。当元器件总数适

中时，双行高度元器件往往产生最佳的布局质量。高度类

型更均匀的元器件意味着元器件之间的兼容性更高，从而

提高了芯片区域的利用率。受特殊元器件对齐规则的影

响，存在两个半行残余空间，使得结果不够紧凑。

成本与芯片面积和元器件总高度成正比。不同高度元

器件的数量比影响成本，当较高元器件的比例较高时，成

本较低。对于芯片设计公司，安排高度类型统一的元器件

更具经济意义。控制元器件的高度类型也可以有效提高布

局的利用率。

6.3.4. 元器件总数的影响

在芯片区域足够大时，添加更多元器件会增加布局成

本。在研究元器件数量与布局成本之间的关系时，固定芯

片区域面积的实例是重要的，因为芯片布局的目标是在有

限的区域内放置尽可能多的元器件。

对于相同规模的实例，我们保持芯片区域的面积不

变。在本实验中，仅考虑单行和双行高度元器件，每种元

器件的比例相等，以简化各种元器件的分配。我们确定了

芯片区域可以容纳的最大元器件数量，确保每个实验都是

合理的。每组中最大规模的元器件总数是给定芯片区域内

可以容纳的最高值。关于芯片区域和不同类型元器件数量

的实验数据在附录A的表S3中提供。在同一组中，元器

件数量均匀增加。为保持表格简洁，两种高度的元器件数

量分别用 s和d表示。

图9展示了元器件总数对布局成本和最大空间利用率

的影响。在芯片区域相同的同一组中，布局成本随着元器

件总数的增加而增加。尽管在设置中考虑的实例组是可行

的，但仍有一些情况无法求解。这表明考虑现代设计规则

的布局比仅考虑排列可行性的布局更复杂，空间利用率更

低。尽管元器件总数均匀增加，但成本的上升是不均

匀的。

由于本实验包括无法求解的实例，我们还比较了组之

间的最大空间利用率。通过将可能容纳元器件的最大面积

除以芯片区域的面积，得出最大空间利用率。如图9右上

角的子图所示，最大空间利用率随着实例规模的增长呈现

快速上升的趋势，在G3达到局部峰值，随后短暂下降后

再次上升。这种波动的趋势源于MIA约束与布局面积变

化之间的平衡。初始的上升趋势可归因于在较小面积中图8. 元器件数量比的敏感性分析。

图7. 芯片区域纵横比(w:h)的敏感性分析。
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MIA约束对元器件布局的影响更为显著，这些约束促进

了小面积元器件的聚集，使有限空间内能够容纳更多元器

件，从而提高空间利用率。然而，随着布局面积的扩大，

元器件的布局选择变得更加灵活。这种更大的自由度有利

于早期元器件的布局，但使后续元器件的布局变得复杂，

导致最大空间利用率暂时下降。对于大规模芯片布局问

题，MIA约束值保持不变，元器件聚集往往在多个局部

空间中发生。在这种情况下，布局顺序对自由度的影响逐

渐减小，整体空间利用率得以进一步提高。然而，由于元

器件之间的不重叠约束，在实例规模的增加超过一定阈值

后，空间利用率最终趋于饱和。

总体而言，布局成本随着元器件总数的增加而增加，

且增加幅度会有所波动。能够容纳的元器件数量不仅与芯

片区域的面积有关，还与设计技术有关。此外，元器件总

数与空间利用率之间存在正相关关系，凸显了如何从另一

个角度审视布局优化。对于芯片设计公司，通过提高单个

元器件的性能并减少元器件总数，可以在保持或提高芯片

功能的同时显著节省成本。除了根据功能需求规划元器件

总数外，公司还可以通过考虑布局成本、空间利用率以及

设计约束与芯片性能之间的平衡来战略性地确定元器件配

置。通过采用先进策略和优化布局区域，公司可以实现更

高的效率和更低的成本，特别是在大规模芯片设计中，布

局约束和资源利用发挥着关键作用。

6.3.5. bin总数的影响

将芯片区域划分为bin的目的是细化芯片区域，以解

决元器件与其各种类型匹配的复杂问题。bin的数量与芯

片区域的面积成正比，还与元器件的数量和类型有关。

bin的划分在布局优化中起着至关重要的作用，其数量可

能会影响成本。

为此，我们构建了六组实例（G1~G6），除了第一组

（G1）只有四种情况外，其余每组各有五种情况。由于

G1中的元器件总数相对较少，第五种情况缺乏数据。每

组的初始两个bin均匀分配为一个和两个。G1和G6的bin

划分相当，中间四组（G2~G5）的 bin划分相同。元器件

的类型均为单行高度，芯片区域的面积和元器件总数在同

一组内保持不变，以防止其他因素对布局优化的影响。附

录A中的表S4提供了bin划分的全面信息。

图 10展示了 bin数量对所有实例组布局成本的影响。

在芯片区域和元器件总数固定的同一组中，成本随着 bin

数量的增加而增加，且增加逐渐放缓。这是由于随着 bin

数量的增加，元器件排列变得不那么紧凑。每个bin的边

缘都有空白区域以防止元器件重叠，但也降低了空间利用

率。这个结果与第6.3.3节中的发现相似，即减少bin内元

器件的数量可以节省成本。由于芯片区域是固定的，bin

的划分也有限，空白区域存在上限，因此成本的增加率也

呈现放缓趋势。

总体而言，布局成本与bin数量成正相关。对于芯片

设计公司，减少bin的划分可以有效节省成本。为了满足

客户需求并保持竞争优势，建议公司掌握bin划分的技术

并将其与对齐技术相结合，这对公司的业务发展和市场地

位至关重要。

6.3.6. 芯片设计公司成本优化的管理见解

基于所提供的内容，以下是一些管理见解。

图10. bin总数的敏感性分析。

图9. 元器件总数的敏感性分析。
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（1）纵横比优化：管理者在规划布局时应考虑设计空

间的纵横比。优化的纵横比（如3∶12）可以降低成本并

提升设计灵活性。在宽度和高度之间取得平衡可实现更高

效的空间利用。

（2）元器件数量和成本管理：减少设计中的元器件总

数可以显著降低布局成本。使用较少、较高的元器件（如

三行高度元器件）可提高整体布局效率。这表明管理层应

专注于优化元器件高度和数量，以增强兼容性和空间

利用。

（3）复杂性和可行性：随着元器件数量的增加，布局

成本不成比例地增加，凸显了需要仔细规划以避免阻碍有

效空间利用的复杂性。管理者应在元器件数量与设计可行

性之间取得平衡，以保持效率并最小化成本。

（4）bin管理：bin的数量会影响成本和空间利用率。

管理者应优化bin划分以减少降低利用率的过多间距。减

少每个bin中的元器件数量也可以是控制成本的策略。了

解bin大小和排列之间的权衡可以实现更好的资源分配和

成本管理。

通过应用这些见解，管理者可以做出更明智的决策，

提高效率、降低成本并改善芯片的整体设计效果。

7. 结语

我们研究了在芯片制造中使用一些现代布局技术的背

景下，芯片布局的优化问题，并提出了一种支持元器件分

配、bin划分、bin与元器件类型匹配以及元器件合法化决

策过程的方法论。本文构建的模型可以满足芯片布局工程

师对各种功能元器件的设计要求，并从节省成本和提高空

间利用率的角度优化设计。我们提出了一种综合优化模

型，考虑了设计细节，设计了一种精确算法以提供合理的

解决方案，并基于敏感性分析的结果得出了一些潜在有用

的管理见解。以下是本文的核心成就总结。

从问题建模的角度来看，我们制定了一个MILP模型

用于布局，并处理了布局决策中的复杂非线性部分。在开

发模型时，我们旨在最小化布局成本，同时满足不同类型

元器件的实际设计要求。除了满足二维布局不重叠的基本

需求外，模型还纳入了技术设计中的三个实际约束。本文

可能是第一个在芯片制造中使用一些现代电路设计技术的

背景下，为布局问题提出数学规划模型的研究。

从算法设计的角度来看，我们设计并实现了一种基于

Benders分解的精确算法，在求解阶段将上述芯片布局问

题分解为MP和 SP。MP中的决策涉及元器件和 bin之间

的位置关系、按类型分类的元器件数量以及非法元器件的

合并。SP使用从MP传输的数据来确定元器件布局坐标。

此外，我们使用对偶理论获得最优割，实现了基于MP和

SP之间交互的迭代求解过程。解决方案的最优性通过数

值实验得到了验证。

从设计见解的角度来看，我们利用布局优化的真实数

据并进行敏感性分析，得出了芯片区域形状和元器件类型

对布局设计成本的影响等潜在有用的设计见解。基于实验

结论，我们进一步分析了元器件性能改进的方向以及对齐

技术对区域划分的影响，提供了实用的设计见解。

本研究也存在局限性。本研究中提出的模型仅使用

了部分已发布的现代设计技术，未使用一些高科技企业

开发的最新技术。如果熟悉最前沿相关技术的相关从业

者能够提炼一些新技术并进一步改进本研究提出的模型，

我们的研究将更加深入。以上都可以是未来可能的研究

方向。
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