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量子Loop代数Uq(L(sl2))的单权模

吴青云,谭易兰,夏利猛
(江苏大学 数学科学学院,江苏 镇江212013)

摘要:用构造的方法解决量子Loop代数Uq(L(sl2))具有一个一维权空间的单权模的结构

问题,得到了任意一个具有一维权空间的单权模必同构于Uq(L(sl2))的四类单权模之一.
此外,还构造了一类权空间维数为2的既非最高权也非最低权的量子Loop代数Uq(L(sl2))
的单权模.
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Abstract:Thestructuralproblemofsimpleweightmoduleswithaone-dimensionalweightspacein
thequantumLoopalgebraUq(L(sl2))wassolvedbyusingaconstructionmethod,anditwasobtained
thatanysimpleweightmodulewithaone-dimensionalweightspacemustbeisomorphictooneofthe
fourclassesofsimpleweightmodulesofUq(L(sl2)).Inaddition,aclassofsimpleweightmodulesof
thequantumLoopalgebraUq(L(sl2))withweightspacedimensionof2,whichwasneitherthe
highestweightnorthelowestweight,wasconstructed.
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1 引言与主要结果

设g是复数域上的有限维单李代数,Yangian代数Y(g)和量子仿射代数Uq(g)̂组成了两族重要的

仿射型量子群.Uq(g)̂是由一族生成元和一系列生成关系构成的具有单位元的结合代数,Uq(g)̂商去由

中心元C生成的双边理想后得到的商代数记为Uq(L(g)).其代数结构和表示理论在数学和物理中都

有重要的理论意义和应用价值.例如,Uq(L(g))模可用于构造量子Yang-Baxter方程的三角解[1].
关于Uq(L(g))模的研究是量子群表示理论的重要问题之一[2-3].目前,Uq(L(g))模的研究主要集

中在最高权模,包括有限维不可约模、局部 Weyl模、KR(Kirillow-Reshetikhin)模和素表示(Prime
representations)[4-8].而Uq(L(sl2))的表示理论在Uq(L(g))的研究中具有重要作用.

本文目标是分类Uq(L(sl2))的一类单权模.从Uq(sl2)的Dense模出发[9],构造一类既不是最高

权也不是最低权的无限维Uq(L(sl2))单权模,然后分类具有一个一维权空间的Uq(L(sl2))单权模.本

文主要结果如下:



定理1 设V 是Uq(L(sl2))存在一个一维权空间的单权模,则V 必与下列模中的某个模同构:

1)有限维单模;

2)无限维最高权单模;

3)无限维最低权单模;

4)Dense模V(μ,τ,bμ).
此外,本文还通过构造一个权空间均为二维的Uq(L(sl2))模,给出该模不可约的充分条件,以

说明本文主要结果中一维权空间的限定条件必不可少.

2 预备知识

首先给出量子Loop代数Uq(L(sl2))的定义.
定义1[10] 设q不是单位根,量子Loop代数Uq(L(sl2))是一个有单位元1的结合代数,它的生

成元为x±
k (k∈ℤ),h±

k (k∈ℤ-{0})和K±1,且满足生成关系:

KK-1=K-1K=1,  Khk=hkK,

Kx±
kK-1=q±2x±

k,  [hk,hl]=0,

[hk,x±
l]=±1k

[2k]qx±
k+l, (1)

[x+
k,x-

l]= 1
q-q-1

(ψk+l-ϕk+l). (2)

x±
k+1x±

l -q±2x±
lx±

k+1=q±2x±
kx±

l+1-x±
l+1x±

k, (3)

这里 [m]q =qm-q-m

q-q-1 ,且 ψk+l 和 ϕk+l 满 足 ∑
∞

k=0
ψkuk = Kexp (q-q-1)∑

∞

k=1
hku{ }k ,∑

∞

k=0
ϕ-ku-k =

K-1exp (q-q-1)∑
∞

k=1
h-ku-{ }k .

由定义1和数学归纳法,易证如下引理.
引理1 Uq(L(sl2))可由K±1,h±1和x±

0 生成.
命题1[10] 1)由K,x+

0 和x-
0 生成的子代数与Uq(sl2)同构;

2)映射

ρN:Uq(L(sl2))→Uq(sl2), x+
k q-kakKke+, xk

- q-kake-Kk

是一个满同态.
引理2[10] Uq(L(sl2))作为Hopf代数,满足余乘关系:

Δ(x+
0)=x+

0 췍K+1췍x+
0,  Δ(x-

0)=x-
0 췍1+K-1 췍x-

0,

Δ(x-
1)=x-

1 췍1+K 췍x-
1,  Δ(x+

-1)=x+
-1 췍K-1+1췍x+

-1,

Δ(K)=K 췍K,  Δ(h1)=h1 췍1+1췍h1-(q2-q-2)x+
0 췍x-

1,

Δ(K-1)=K-1 췍K-1,  Δ(h-1)=h-1 췍1+1췍h-1-(q2-q-2)x+
-1 췍x-

0.
  下面介绍Uq(L(sl2))的表示理论,首先介绍Uq(L(sl2))的最高权模.本文记Uq(L(sl2))的元素x
在其模V 上的作用为x.v,这里v∈V.

定义2[10] 设V 是Uq(L(sl2))的一个模.如果存在非零向量w∈V,使得Uq(L(sl2)).w=V,且

满足:

x+
k .w=0, ψk.w=d+

kw(k∈ ℕ), ϕk.w=d-
kw (k∈ ℕ-), d+

0d-
0 =1,

则称V 是Uq(L(sl2))的最高权模,d={d±
k k∈ℤ}为V 的最高权.

最低权模的定义可类似给出,只需将x+
k .w=0改为x-

k .w=0.
定义3[10] 定 义 Uq(L(sl2))的 Verma模 M(d)为 Uq(L(sl2))模 商 去 由 x+

k (k∈ ℤ),

ψk-d+
k ·1(k≥0),ϕk-d+

k ·1(k≤0)所有系数生成的左理想.
下面给出刻画Uq(L(sl2))有限维单模的结构.
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命题2[10] Uq(L(sl2))的有限维单模是最高权模,Uq(L(sl2))的最高单权模是有限维的当且仅当

存在常系数非零的多项式P,且满足:

∑
∞

k=0
d+

kuk=qdegPP(q-2u)
P(u)

,  ∑
∞

k=0
d-

-ku-k=qdegPP(q-2u)
P(u) .

  定义4[10] 对任意的a∈ℂ,W1(a)=span{w0,w1}是Uq(L(sl2))的二维单权模,这里w0 是最高

权向量.有限生成元在W1(a)上的作用下有

x+
0.w0=0, x+

-1.w0=0, x-
1.w0=aw1, x-

0.w0=w1,

x+
0.w1=w0, x+

-1.w1=a-1w0, x-
1.w1=0, x-

0.w1=0,

K.w0=qw0, h1.w0=q-1aw0, h-1.w0=-qa-1w0,

K.w1=q-1w1, h1.w1=-qaw1, h-1.w1=q-1a-1w1.
  定义5[11] 设V 是一个Uq(L(sl2))模,若Vμ={v∈V K.v=μ.v},V=췍Vμ,其中μ∈ℂ,则称V
是Uq(L(sl2))的权模.

由Uq(L(sl2))生成元间的定义关系,易得如下引理.
引理3 设V 是Uq(L(sl2))的权模,若v∈Vμ,则由定义关系可得hk.v∈Vμ,x+

k .v∈Vμ+2

和x-
k .v∈Vμ-2.
由文献[9]中定义3.1.3和命题3.1.7,通过同构易得如下命题.
命题3 对任意的μ,τ∈ℂ,n∈ℕ,Uq(sl2)在向量空间W(μ,τ)=spanℂ{vμ+2k,k∈ℤ}上的作用

K.vμ+2k=μq2kvμ+2k, x+
0.vμ+2k=aμ+2kvμ+2k+2, x-

0.vμ+2k=vμ+2k-2,

定义了Uq(sl2)的Dense模结构,其中aμ+2k=
1

(q-q-1)2(τ-(μq
2k+1+μ-1q-2k-1)).当μ≠qn,n∈ℕ

时,W(μ,τ)不可约.

3 Uq(L(sl2))的Dense模

由命题1可知,Uq(sl2)的Dense模W 是一个Uq(L(sl2))模.由引理1可知,Uq(L(sl2))由K±1,

h±1和x±
0 生成.因此只要再确定h±1在vμ+2k上的作用,即可确定Uq(L(sl2))-模W 的结构.因为W 权

空间均为1维,所以不妨设

h1.vμ+2k=bμ+2kvμ+2k, h-1.vμ+2k=cμ+2kvμ+2k.
  定理2 h±1作用的系数均可由bμ 确定.

证明:在式(1)中k分别取1和-1,并将等式两边分别作用在权向量vμ+2k上,得

[2]qx+
1.vμ+2k=aμ+2k(bμ+2k+2-bμ+2k)vμ+2k+2,

[2]qx-
1.vμ+2k=(bμ+2k-bμ+2k-2)vμ+2k-2,

[2]qx+
-1.vμ+2k=aμ+2k(cμ+2k+2-cμ+2k)vμ+2k+2,

[2]qx-
-1.vμ+2k=(cμ+2k-cμ+2k-2)vμ+2k-2.

在式(2)中k,l分别取-1和1,并将等式两边分别作用在权向量vμ+2k上,比较vμ+2k的系数,可得

(bμ+2k-bμ+2k-2)(cμ+2k-cμ+2k-2)=(q+q-1)2. (4)
类似地,在式(3)中k分别取0和-2,l取0,可得

(bμ+2k+4-bμ+2k+2)=q2(bμ+2k+2-bμ+2k), (5)
(cμ+2k+4-cμ+2k+2)=q-2(cμ+2k+2-cμ+2k). (6)

在式(2)中k,l分别取0和1,再结合式(5),可得

(aμ+2k-2-q2aμ+2k)(bμ+2k-bμ+2k-2)=[2]qμq2kbμ+2k. (7)
在式(2)中k,l分别取0和1,再结合式(6),可得

(aμ+2k-2-q-2aμ+2k)(cμ+2k-cμ+2k-2)=-[2]qμ-1q-2kcμ+2k. (8)
由命题3,易见

aμ+2k-2-q2aμ+2k-[2]qμq2k=aμ+2k-4-q2aμ+2k-2.
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结合式(7),即可得

(aμ+2k-4-q2aμ+2k-2)bμ+2k=(aμ+4k-4-q2aμ+4k-2)bμ.
利用式(4),不难证明aμ+2k-4-q2aμ+2k-2≠0.由此可得

bμ+2k=aμ+4k-4-q2aμ+4k-2

aμ+2k-4-q2aμ+2k-2
bμ = 1+ q(q+q-1)μ(1-q2k)

(q-q-1)(aμ+2k-4-q2aμ+2k-2

æ

è
ç

ö

ø
÷

)bμ.

最后,结合式(4),(8),得

cμ+2k=-
(aμ+2k-2-q2aμ+2k)(aμ+2k-2-q-2aμ+2k)

bμ+2k
.

结论得证.
注1 Uq(L(sl2))的Dense模由3个元素μ,τ,bμ∈ℂ且μ≠qn,n∈ℕ确定,记为V(μ,τ,bμ).

4 主要结果的证明

设V 是Uq(L(sl2))的单权模,且存在Vμ 满足Vμ=span{w0}.由于Uq(L(sl2))的有限维单模、最

高权单模和最低权单模均具有一维权空间,因此不妨设V 不属于上述三类.于是有dim(Vμ-2)>0和

dim(Vμ+2)>0.
引理4 存在u∈Vμ-2,使得x+

0 .u=w0.
证明:反证法.假设对任意u∈Vμ-2,都有x+

0 .u≠w0.因为dim(Vμ)=1,所以对任意u∈Vμ-2,有

x+
0 .u=0.通过数学归纳法易证得 对 任 意k∈ℤ,x+

k .u=0.因 此 对 任 意 0≠u∈Vμ-2,都 有

w0∉Uq(L(sl2)).u≠0,则Uq(L(sl2)).u是V 的一个真子模,与V 是单模矛盾.故假设不真,结论

得证.
由x+

k .Vμ-2⊆Vμ,hm.Vμ⊆Vμ,K.Vμ⊆Vμ 并结合dim(Vμ)=1,可得以下推论.
推论1 对任意k∈ℤ,m∈ℤ-{0},都有x+

k .u=akw0,x+
0hm.u=bmw0 和x+

0K.u=b0w0,其中

ak,bm,b0∈ℂ,u满足引理4.
为证w1 是K 和hk 的公共权向量,先证以下引理.
引理5 对任意k∈ℤ,都有x+

k .w0=ckw1,其中ck∈ℂ.
证明:首先用数学归纳法对k≥0的情形进行证明.
1)当k=0时,显然有x+

0 .w0=w1.
2)当k=1时,

x+
1.w0=x+

1x+
0.u=q2x+

0x+
1.u=q2a1x+

0.w0=q2a1w1=c1w1.
  3)假设当0≤n≤k,n∈ℤ时,均有x+

n .w0=cnw1,则

x+
k+1.w0=x+

k+1x+
0.u=(q2x+

0x+
k+1+q2x+

kx+
1 -x+

1x+
k).u.

利用推论1,得

x+
k+1.w0=q2ak+1x+

0.w0+q2a1x+
k .w0-akx+

1.w0,
结合上述1),2)和假设条件,得x+

k+1.w0=ck+1w1.
同理可证k≤0时,也满足x+

k .w0=ckw1.证毕.
命题4 对任意k∈ℤ-{0},都有hk.w1=dkw1,其中dk∈ℂ.
证明:首先由定义关系,计算得

hk.w1=hk(x0)2.u=[hk,(x0)2].u+(x0)2hk.u=
1
k
[2k]qx+

k .w0+1k
[2k]qx+

0x+
k .u+x+

0(x+
0hk.u).

利用推论1,得

hk.w1=1k
[2k]qx+

k .w0+1k
[2k]qakx+

0.w0+bkx+
0.w0.

结合引理5,结论得证.
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同理于上述结果,存在非零向量v∈Vμ+2满足w0=x-
0 .v.取w-1=x-

0 .w0=(x-
0 )2.v≠0.可得如

下结论,证明略.
命题5 1)对任意k∈ℤ,都有x-

k .w0=ekw-1,其中ek∈ℂ;

2)对任意k∈ℤ-{0},都有hk.w-1=fkw-1,其中fk∈ℂ.
取w2=x+

0 .w1=(x+
0 )2.w0≠0,用w0 替换引理5和命题4中的u,即可得如下结论.

引理6 1)对任意k∈ℤ,都有x+
k .w1=fkw2,其中fk∈ℂ;

2)对任意k∈ℤ-{0},都有hk.w2=gkw2,其中gk∈ℂ.
取w-2=x-

0 .w-1=(x-
0 )2.w0≠0,用w0 替换命题5中的v,即可得如下结论.

引理7 1)对任意k∈ℤ,都有x-
k .w-1=pkw-2,其中pk∈ℂ;

2)对任意k∈ℤ-{0},都有hk.w-2=qkw-2,其中qk∈ℂ.
依此类推,可得以下命题.
命题6 对任意k∈ℤ-{0},n∈ℤ,都有hk.wn=lkwn,其中lk∈ℂ.
下面证明定理1.设V 是Uq(L(sl2))的具有一个一维权空间的单权模.因为Uq(L(sl2))的最高

(低)权单模的最高(低)权空间是一维的,所以Uq(L(sl2))的有限维单模、最高权单模或最低权单模都

是具有一个一维权空间的单权模.不妨设V 不属于这三类中的任意一类.设Vμ=spanℂ{w0},记

w-n=(x-
0 )n.w0,wn=(x+

0 )n.w0,设

W =spanℂ{…,w-2,w-1,w0,w1,w2,…}.
显然有W⊆V.下证W 是Uq(L(sl2))模.因为Uq(L(sl2))可由K±1,h±1和x±

0 生成,所以只需证W 在

K±1,h±1和x±
0 的作用下稳定即可.

1)W 在K±1的作用下稳定.显然有K.wk=μq2kwk,K-1.wk=μ-1q-2kwk.
2)W 在h±1的作用下稳定.由命题6可得h1.wk=l1wk,h-1.wk=l-1wk.
3)W 在x±

0 的作用下稳定.在x+
0 的作用下,对wk(k∈ℕ+)已经满足稳定,故证w-k(k∈ℕ+)在

x+
0 作用下稳定即可.
① 当k=1时,

x+
0.w-1=x+

0x-
0.w0=[x+

0,x-
0].w0+x-

0x+
0.w0=[x+

0,x-
0].w0+x-

0.w1,

结合式(2)中k,l均取0的情况,计算得[x+
0 ,x-

0 ].w0=μ-μ
-1

q-q-1w0.由dim(Vμ)=1易得x-
0 .w1=tw0,

t∈ℂ.因此x+
0 .w-1= μ-μ-1

q-q-1+
æ

è
ç

ö

ø
÷tw0.

② 假设当1≤n≤k时,均有x+
0 .w-n=tnw-n+1,

x+
0.w-k-1=x+

0x-
0.w-k=[x+

0,x-
0].w-k+x-

0x+
0.w-k= μq-2k-μ-1q-2k

q-q-1 +tæ

è
ç

ö

ø
÷k w-k,

因此通过数学归纳法可证w-k(k∈ℕ+)在x+
0 作用下稳定.

同理,可证W 在x-
0 的作用下稳定.

综上可知W 是Uq(L(sl2))模,则W 是V 的子模.因为V 是单模,所以

V=W =spanℂ{…,w-2,w-1,w0,w1,w2,…}.
由假设知V 不是最高权单模或最低权单模.由上述证明可知,对任意的k∈ℤ,wk≠0.因此作为子代

数Uq(sl2)的模,V 是Dense单权模,故V≅V(μ,τ,bμ).定理1得证.

5 Uq(L(sl2))一类权空间维数为2的权模

下面构造Uq(L(sl2))的一类权空间维数均为2的单权模U,并给出模U 不可约的充分条件,从而

说明定理1中的限定条件是不可缺的.
设U=V(μ,τ,bμ)췍W1(a),其中μ,τ∈ℂ且μ≠qn,n∈ℕ,则U 是Uq(L(sl2))权模,权空间为

Uμ+2k+1=span{vμ+2k+2췍w1,vμ+2k췍w0}.
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引理8 设V 是U 的非零子模,若Uμ+2k+1⊆V,则V=U.
证明:由Uμ+2k+1⊆V,V 是U 的非零子模,可得x+

0Uμ+2k+1,x-
0Uμ+2k+1⊆V,

x+
0.(vμ+2k+2 췍w1)=x+

0.vμ+2k+2 췍K.w1+vμ+2k+2 췍x+
0.w1=

aμ+2k+2q-1(vμ+2k+4 췍w1)+vμ+2k+2 췍w0,

x+
0.(vμ+2k 췍w0)=x+

0.vμ+2k 췍K.w0+vμ+2k 췍x+
0.w0=

aμ+2kq(vμ+2k+2 췍w0),

x-
0.(vμ+2k+2 췍w1)=x-

0.vμ+2k+2 췍w1+K-1.vμ+2k+2 췍x-
0.w1=vμ+2k 췍w1,

x-
0.(vμ+2k 췍w0)=x-

0.vμ+2k 췍w0+K-1.vμ+2k 췍x-
0.w0=

vμ+2k-2 췍w0+q-μ-2kvμ+2k 췍w1,
由上述计算可得Uμ+2k+3⊆V 和Uμ+2k-1⊆V,即U ⊆V.由V 是U 的非零子模,得V⊆U.因此V=U,
证毕.

定理3 若bμ≠
q-1a
2
(aμ-2-q2aμ)(τ- τ2-4),则U=V(μ,τ,bμ)췍W1(a)不可约.

证明:反证法.假设U 是可约的,则U 存在真子模V,V 的权空间Vμ+2k+1=V∩Uμ+2k+1.由引理8
可得dim(Vμ+2k+1)≤1,且存在k∈ℤ,使得dim(Vμ+2k+1)=1.因此,不妨设k=0.

设v=mvμ+2췍w1+nvμ췍w0∈Vμ+1,计算得

h1.v=(m(bμ+2-qa)-n(q2-q-2)aaμ)vμ+2 췍w1+n(bμ +q-1a)vμ 췍w0.
由dim(vμ+1)=1得

m(bμ+2-bμ -qa-q-1a)=n(q2-q-2)aaμ, (9)
由定义简单计算得

x-
0.v=(m+nμ-1)(vμ 췍w1)+nvμ-2 췍w0,

h1.(x-
0.v)=((m+nμ-1)(bμ -qa)-n(q2-q-2)aaμ-2)vμ 췍w1+n(bμ-2+q-1a)vμ-2 췍w0.

由dim(vμ-1)≤1得

(m+nμ-1)(bμ -bμ-2-qa-q-1a)=n(q2-q-2)aaμ-2. (10)

设bμ-bμ-2-qa-q-1a
(q2-q-2)aaμ-2

=t,则式(9),(10)可以分别改写为

m(q2aμ-2t+q)=naμ,  (m+nμ-1)t=n.

利用消元法得 aμ

q2aμ-2t+q
=1t-μ

-1,通分化简得

q2aμ-2t2+(q+μaμ -q2μaμ-2)t-μq=0.
利用求根公式,计算得

t=μτ±μ τ2-4
2q(q-q-1)aμ-2

- 1
(q-q-1)aμ-2

.

再代回计算得

bμ+2-bμ =q2(q2-q-2)aaμ-2t+q2(q+q-1)a=q(q+q-1)aμ
2

(τ± τ2-4).

结合式(7),易得

bμ =q-1a
2
(aμ-2-q2aμ)(τ- τ2-4).

与条件矛盾,故假设不真.结论得证.
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