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摘 要:均值偏移算法广泛应用于模式识别、图像处理和计算机视觉等领域。对采用具有一般形式的完整型带宽矩阵均值偏移算法进

行推导,证明当且仅当带宽矩阵是对称正定矩阵时,均值偏移向量指向密度增加最大的方向。完整型带宽矩阵在数据空间的任

意方向具有任意的平滑尺度。模拟实验结果表明,当数据密度在不同于坐标轴方向具有高曲率时,完整型带宽矩阵核密度估计

相比于对角型带宽矩阵核密度估计可以获得显著的性能改进。针对目前均值偏移算法收敛性证明存在的问题,依据实数数

列有界收敛定理和泛函分析赋范空间柯西数列收敛定理,分别对采用一般化形式完整型带宽矩阵核密度估计数列和位置向

量数列的收敛性进行严格的数学证明,论据充分,判定方便,具有一般化普遍意义,为均值偏移算法的研究和应用提供理论基础。
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Abstract: Mean shift algorithm is widely used is pattern recognition, image processing and computer vision etc. Mean shift algorithm with

general full bandwidth matrix is deduced. That the mean shift vector aligns with the direction of density increasing maximally if

and only if the bandwidth matrix is symmetric positive definite matrix is proved. Full bandwidth matrix has the flexibility to

smooth by different amounts in any directions in the data space. Simulated experiments indicate that, for densities with high

amounts of curvature in directions different to those of the coordinate axes, substantial gains can be made by the full bandwidth

matrix compared to diagonal bandwidth matrix. Because of the problems in the convergence proof of mean shift algorithm, the

convergence of the kernel density estimation series with general full bandwidth matrix and location vectors are proved rigorously

in accordance with real sequences bounded convergence theorem and Cauchy's convergence theorem in normed space of function-

al analysis, the evidences are sufficient, the deductions are easy to understand, it is easy to judge, possessing general significance,

and these results contribute substantial theoretical foundation for this algorithm's further research and applications.
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0 引言

均值偏移算法是一种迭代非参数概率密度估计方

法,用于复杂多模态特征空间分析和特征聚类识别,由

Fukunaga等[1]于 1975年首次提出。在被忽略20年后,

Cheng对均值偏移算法的基本概念重新进行了定义[2],提

出一种更加一般化的表达形式,指出该算法可用于聚类

分析和全局优化,为该算法的推广应用和深入研究奠定

基础。Comaniciu等将均值偏移算法引入图像处理和计

算机视觉任务,并做了大量开创性基础工作[3-6]。目前,均

值偏移算法在图像处理、计算机视觉和模式识别等领域

的应用主要包括:图像滤波[3]、图像分割[3]、目标跟踪[4]、目

标检测[7]、语音检测[8]和聚类分析[9]等。

虽然均值偏移算法在工程项目中获得广泛应用,但

是针对该算法本质特性的理论研究工作很少,本文主要

针对采用一般化形式完整型带宽矩阵的均值偏移算法收

敛性进行分析。
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Cheng在严格限定条件下,针对模糊过程均值偏移

算法的收敛速率、收敛条件以及局部最大值点进行讨论,

不具有普遍意义[2]。Comaniciu等[3]证明当核函数的剖面

函数是凸的、单调减函数时,基于均值偏移算法得到的核

密度估计数列收敛。针对Comaniciu等[3,5]证明位置向量

收敛性存在的问题,李乡儒等[10]基于模式分类

理论,判定当核密度估计数列 的稳定点数

量有限时,位置向量数列 收敛,但是没有证明

怎样的核函数形式能够使核密度估计数列在数据空间中

的局部极值点数量有限,没有给出收敛的最终依据,在实

际应用中,依据给定的数据集和核函数,难以直接判定是

否满足收敛条件。另外,上述学者均是针对采用形式最

简单的单参数型带宽矩阵均值偏移算法的收敛性进行证

明,并且忽略了关于位置向量数列 的收敛性证

明应当依据泛函分析赋范空间数列收敛理论。如果针对

采用一般化形式完整型带宽矩阵的均值偏移算法的收敛

性进行证明分析,虽然面临许多新的问题,但是具有更加

一般化的意义。

本文重新梳理了Comaniciu等[3]给出的核密度估计

数列 的收敛性证明和Guo等[11]给出的位置

向量数列 的收敛性证明,分别依据实数数列有

界收敛定理和泛函分析赋范空间柯西数列收敛定理,对

采用一般化形式完整型带宽矩阵的核密度估计数列

和位置向量数列 的收敛性进行

严格的数学证明,论据充分,判定方便,具有一般化普遍

意义,为均值偏移算法的研究和应用提供理论基础。

1 均值偏移算法

1.1 多变量核密度估计

核密度估计是目前最常用的非参数密度估计方法之

一。假定xi,i=1,2,…,n是d维空间R d中的n个数据点,

即 xi=(xi1,…,xid)
T,点 x=(x1,…,xd)

T处基于核函数KH(x)
的加权多变量核密度估计 的表达式为[12]

(1)

式中,KH(x)为 d维变量球状对称核函数,KH(x)=|H|-1/2

K(H-1/2x),在图像处理和计算机视觉应用中,通常d=2,并
采用放射对称状多变量核函数,即K(x)=ck,dk(||x||2),常量

ck,d满足ck,d
-1= k(||x||2)dx,确保K(x)的积分为1。单变量

核函数k(x)称为多变量核函数K(x)的剖面函数或轮廓函

数,并满足以下性质[2]:

(1) 定义域x [0,∞),值域是实数集R;

(2) k(x)是非负的;

(3) k(x)是非增的,即如果a<b,则k(a)≥k(b);

(4) k(x)是分段连续的,且 k(x)dx<∞。

H是d维对称正定带宽矩阵,定义了用于估计概率密

度的核函数的方向和尺度;权值ωi控制数据点 xi的重要

性。基于核函数K(x)的加权核密度估计 (x)的完整表

达式如下:

(2)

1.2 均值偏移算法

核密度估计 (x)表示数据集在x点的概率密度值,

同时也可以认为是以x点作为核函数中心时,其他数据采

样点与核函数中心属于同类区域的似然度之和。其他数

据采样点与核函数中心的距离越小,它们与核函数中心属

于同类区域的可能性越大[13-14]。采样数据集概率密度的

局部最大值,即特征空间中的模态位于密度梯度为0的数

据点处。与极大似然估计类似,通过求取核密度估计 (x)
关于位置向量 x的偏导数,作为概率密度梯度估计,由此

得到采样数据集局部最大分布密度的位置向量,此即为

均值偏移算法获得特征空间模态分布位置的本质原理。

假定除有限个点外,核函数剖面函数k(x)的导数

k'(x)在整个定义域x [0,∞)上都存在。带宽矩阵H是对

称正定矩阵,H-1亦是对称正定矩阵[15],H -1/2同样是对称

正定矩阵[16],根据向量 l2范数的定义,得到:

(3)

根据向量求导公式 (其中A是对称正定

矩阵)[15],得到:

(4)

由此可以得到核密度估计梯度的表达式

(5)

假定g(x)=-k'(x),并将其作为核函数G(x)的剖面函

数,则核函数K(x)称为核函数G(x)的阴影函数[2]。
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(6)

式中,cg,d是核函数G(x)相应的归一化常量。将g(x)=-k'(x)
代入式(5)中,依据ck,d,n,ωi,|H |-1/2,k'{(x-xi)

TH -1(x-xi)}

均为标量,H-1是d维对称正定矩阵,并进行变换得到:

(7)

式(7)等于右侧的第一项与基于核函数G(x)的密度估

计 (x)成比例, (x)表达式如下:

(8)

式(7)等于右侧的第二项即是Comaniciu等定义的均

值偏移向量[17],假定表示为mh,G(x):

(9)

从形式上看,均值偏移向量mh,G(x)是采样数据点的

加权平均与核函数中心 x之间的差值,核函数G(x)的剖

面函数g(x)是权值函数。将式(8)-式(9)代入式(7)得到:

(10)

式(10)表明,在位置 x处,基于核函数G(x)计算得到

的均值偏移向量与基于核函数K(x)计算得到规格化密

度梯度估计成比例,规格化因子是在位置x处基于核函数

G(x)计算得到的密度估计 (x)。
当d=2时,H是2×2对称正定矩阵,x和 xi均是2×1

列向量, (x)和mh,G(x)的计算结果是2×1列向量,

(x)的计算结果是标量,根据向量夹角余弦公式,均值

偏移向量mh,G(x)与核密度估计梯度 (x)之间的夹角

余弦为

(11)

根据对称正定矩阵的定义[15],当且仅当带宽矩阵H是

对称正定矩阵时,均值偏移向量mh,G(x)与核密度估计梯

度 (x)之间的夹角余弦大于0,此时均值偏移向量指

向密度增加最大的方向。由于均值偏移向量与局部密度

梯度估计的方向一致,因此确定一条通向估计密度静态

点的路径[3]。

当核密度估计梯度 (x)=0,即均值偏移向量

mh,G(x)=0时,得到位置向量x的计算公式:

(12)

由于位置向量x的计算公式是隐式表达式,采用数值

计算中常用的非线性方程组不动点迭代法[18],得到位置向

量x的迭代求解公式:

(13)

式中,m是当前迭代次数。位置向量x的迭代更新公式可

以看作是自适应加权采样均值,权值依赖于数据点 xi和

当前数据中心xm之间的Mahalanobis距离。

2 核函数带宽矩阵形式的选择

带宽矩阵控制着核平滑的尺度和方向,是影响核密

度估计精密程度最重要的因素[19]。带宽矩阵的形式分为

3种:单参数型HS、对角型HD和完整型HF。单参数带宽

矩阵H S={H=h2I,h＞0},仅需确定1个平滑参数,缺点是

在每个坐标轴方向具有相同的平滑尺度;对角型带宽矩

阵,HD={H=diag[h1
2,…,h d

2 ]},h1
2,…,h d

2＞0,需要确定 d
个平滑参数,但是具有更多灵活性,在d维空间的每个坐

标轴方向具有不同的平滑尺度;完整型带宽矩阵HF是

d×d维对称正定矩阵,需要确定d(d+1)/2个平滑参数,

相比于前两种形式带宽矩阵,具有一般化形式,计算较复

杂,但是具有更好的适应性,在d维空间的每个坐标轴方

向以及不同于坐标轴方向的任意方向都具有任意的平滑

尺度,可以获得更高的核密度估计精度[12]。通过3种形式

带宽矩阵的定义可以看出,单参数型HS、对角型HD和完

整型HF带宽矩阵集具有以下隶属关系:HS HD HF。

如果限定带宽矩阵的形式是单参数型或者对角型,

会导致多变量核密度估计的性能明显下降。下面以二维

空间为例对比3种形式带宽矩阵对核密度估计的影响。

图1所示为高斯核函数分别采用3种不同形式带宽

矩阵的轮廓示意图[12]。在3种情况下,核函数轮廓都是椭

圆形;然而,当带宽矩阵是单参数型HS 时,这些椭圆被限

定为圆形;对于对角型带宽矩阵HD,椭圆的轴对应于坐

标方向;只有在完整型带宽矩阵HF 的情况下,才能获得
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具有任意方向的椭圆。Wand等[17]针对不同形式带宽矩

阵导致双变量核密度估计的性能差异进行研究,结果表

明在每个坐标轴方向具有独立平滑参数的密度估计效果

较好,对于密度估计的许多情况已经足够,然而,当数据

密度在不同于坐标轴方向具有高曲率时,采用完整型带

宽矩阵核密度估计可以获得显著的性能改进。

下面采用模拟“哑铃”状密度数据对比分别采用完整

型和对角型带宽矩阵时多变量核密度估计的性能差

异[20-21]。采用高斯混合函数模拟“哑铃”状密度函数,表达

式如下:

(14)

根据式(14)绘制的模拟“哑铃”状密度如图2所示,

“哑铃”状密度具有以下特点:唯一的模态位于“哑铃”握

杆处,“哑铃”两端的数据密度较小。

图2 “哑铃”状密度轮廓

依据模拟“哑铃”状密度函数产生300个随机采样数

据,分别利用渐进平均积分平方误差法获得对角型带宽

矩阵[0.447 7 0;0 0.561 2],利用积分平方偏差和渐进积分

方差法获得完整型带宽矩阵[0.564 6 -0.404 3;-0.404 3

0.493 4],并采用高斯核函数估计采样数据密度,结果分

别如图3(a)-图3(b)所示。计算得到的对角型和完整型带

宽矩阵的对角元素大约都在0.45～0.56之间,因此两者

在坐标轴方向的平滑度相当。两者的主要差异在于完整

型带宽矩阵远离对角的元素几乎与对角元素的幅值相

等,因此在倾斜方向引起大幅平滑。分析图3(a),3(b)分

别采用对角型和完整型带宽矩阵高斯核函数密度估计的

结果,可以看出,对角型带宽矩阵高斯核函数能够在平行

于坐标轴方向产生平滑,但是在中间倾斜部分不能产生

适度平滑,导致估计的“哑铃”密度在握杆处过于宽阔平

坦,产生双模态;完整型带宽矩阵高斯核函数估计的“哑

铃”密度能够适度地平滑中央、有角度的区域,因此能够

再现目标密度的单模态。

(a) 对角型带宽矩阵密度估计

(b) 完整型带宽矩阵密度估计

图3 采用不同形式带宽矩阵高斯核函数密度估计结果

3 收敛性分析

本节重新梳理Comaniciu等[3]给出的核密度估计数

列 收敛性证明和Guo等[11]给出的位置向量

数列 收敛性证明,分别依据实数数列有界收敛

定理和泛函分析赋范空间柯西数列收敛定理,对采用一般

化形式完整型带宽矩阵的核密度估计数列

和位置向量数列 的收敛性进行严格的数学证明。

(c) 完整型HF(b) 对角型HD(a) 单参数型HS

图1 基于3种不同形式带宽矩阵高斯核函数的轮廓示意图
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定理定理11.如果核函数的剖面函数是凸的、单调减函数,那

么通过均值偏移算法得到的密度估计数列

收敛,且密度估计数列 单调递增。

证明:由于样本空间数据点集 的数量有限,

那么密度估计数列 有界,根据实数数列收

敛定理[22],只要证明 严格单调递增,就可以

判断密度估计数列 收敛。

根据式(2),加权核密度估计 (x)的计算公式为

(15)

因此可以得到:

(16)

由于核函数的剖面函数k(x)是凸函数,根据凸函数

的基本性质[21],对于 x1，x2 [0,∞),x1≠x2,存在:

(17)

假设k'(x)=-g(x),则:

(18)

将式(18)代入式(16)中得到:

(19)

由于H -1/2是2×2对称正定矩阵,x和 xi均是2×1列

向量,g(x)的计算结果是标量,并且根据向量范数计算公

式[15]:||x-y||2=||x||2-2 x,y +||y||2，公式(19)变形为:

(20)

根据式(13),位置向量 的迭代更新公式为q

(21)

将其代入式(20)中,得到:

(22)

由于剖面函数k(x)是单调减函数,对于所有 x≥0,

k'(x)＜0,g(x)=-k'(x)＞0,因此 ,

由此可以得到 (xm+1)- (xm)≥0,即 (xm+1)≥ (xm),当

且仅当 xm=xm+1时, (xm+1)= (xm)。又 有

界,根据实数数列收敛定理[20]:单调有界数列必然收敛,因

此核密度估计数列 收敛。

定理定理22..根据泛函分析赋范空间柯西数列收敛理论,

如果核密度估计数列 收敛,则可以判断位

置向量数列 收敛,并且是 l2范数定义的赋范空

间中的柯西数列。

证明:由于收敛数列都是柯西数列[20],因此核密度估计

数列 也是一个柯西数列,对于任何正无穷小

数εm,存在正整数N,对于m>N的一切 ,

满足不等式0≤ (xm+1)- (xm)≤εm。

根据:

得到:

(23)

假定 。

于常数与无穷小的数积是无穷小[23],因此ηm依然是正无穷

小,则0＜||H -1/2(xm+1-xm)||
2＜ηm,根据不等式开方公式[24],

得到:0＜||H -1/2(xm+1-xm)||
2＜ 。正无穷小ηm的平方根

依然是正无穷小。依据上述分析,对于{||H -1/2(xm+1-

xm)||} ,分别存在以下不等式:{0＜||H -1/2(xm+1-xm)||<

m} ,其中 m= ,{ m} 均为正无穷小。根据

不等式求和公式[23],得到:0＜ ||H -1/2(xm+1-xm)||＜ ,

其中 = m,由于有限个无穷小的和也是无穷小[24],
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依然是正无穷小。由于

，根据向

量范数的三角不等式[20]:||z-y||≥||z||-||y||,可以得到:

(24)

同理可以得到:

(25)

依次类推,可以得到:

(26)

将式(26)代入 ||H-1/2(x (m+1)-x (m))||}中得到:

(27)

根据前述推导:0＜ ||H -1/2(xm+1-xm)||}＜ ,其中

是任意给定的无穷小正数。因此,存在正整数N和M,

对于M>m>N的一切||H-1/2(x (M)-x (N+1))||,存在不等式0＜

||H -1/2(x (M)-x (N+1))||＜ 。由于向量H-1/2x (M)和H-1/2x (N+1)之

间的距离依据 l2范数定义,根据赋范空间柯西数列定义

[24],向量数列 是柯西序列。根据 l2范数定

义的赋范空间是Banach空间,柯西数列在Banach空间

中都收敛[24],因此向量数列 收敛,可以假

定 H -1/2x (m)=H -1/2x。根据前文所述,H -1/2是对称正定

矩阵,因此是可逆矩阵,得到 x (m) =x,即位置向量

收敛。同理,根据赋范空间柯西数列的性质[20],

位置向量数列 是由 l2范数定义的赋范空间中的

柯西数列。

4 结束语

均值偏移算法是一种在模式识别、图像处理和计算

机视觉等领域广泛应用的聚类算法。本文对采用具有一

般形式的完整型带宽矩阵均值偏移算法进行推导,证明

当且仅当带宽矩阵是对称正定矩阵时,均值偏移向量指

向密度增加最大的方向。带宽矩阵控制着核平滑的尺度

和方向,是最重要的影响核密度估计精度的因素。完整

型带宽矩阵具有最大的适应性,在数据空间的任意方向

具有任意的平滑尺度。模拟实验表明,当数据密度在不

同于坐标轴方向具有高曲率时,完整型带宽矩阵核密度

估计相比于对角型带宽矩阵核密度估计可以获得显著的

性能改进。针对目前均值偏移算法收敛性证明存在的问

题,依据实数数列有界收敛定理和泛函分析赋范空间柯

西数列收敛定理,分别对采用一般化形式完整型带宽矩

阵的核密度估计数列和位置向量数列的收敛性进行严格

的数学证明,论据充分,判定方便,具有一般化普遍意义,

为均值偏移算法的研究和应用提供理论基础。
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