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  摘 要:根据JPL/NASA发布的月球行星历表DE430/LE430提供的月球物理参数,计算了月球主转动惯量;

使用刚体月球转动微分方程获得的月球物理天平动解析关系式,计算了不同分层模型的月球自由天平动三个模式

的频率及周期,比较并讨论了不同的解析结果;在此基础上,评估了月球受迫天平动一个模式的幅度。
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Abstract:BasedonthelunarphysicalparametersinephemerisDE430/LE430ofJPL/NASA,weestimatedthe
momentsofinertiaoftheMoon.Usingthesevaluesofmomentofinertia,thefrequenciesandperiodsoflunarfree
librationsindifferentmodeshavebeencalculatedbysolvingtherotationaldifferentialequationsofrigidMoon.We
comparedtheresultsanddiscussedtheanalyticresultsoflunarlibrations.Meanwhile,wealsoestimatedtheforced
librationsbymeansoftheamplitudeoflongitudinalpart.Forthefurtherresearch,moreanalyticmethodsshouldbe
mixedintonumericalresults,andtheinteractionsbetweentwolayerswouldbenextobjective.
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0 引 言

月球天平动是对月球运动在空间摆动的描述。
它是月球自转、公转轨道以及周围天体对月球的力

的作用的综合表现。根据月球激光测距和月震观

测,目前推测月球有多层结构,包括壳、幔、外核、内
核等。本文涉及的层次结构只包含核、幔两层模型。
依据卡西尼定则,月球自转周期等于其公转周期;月
球赤道与黄道相交成1°32′角;月球自转轴、月球轨

道平面的法线以及黄道面的法线三者共面,且第三

者处于前两者之间。
物理天平动的理论基础,主要是刚体转动微分

方程,此处方程由卡西尼第一定律简化得到,并进行

小量线性近似。对刚体月球,转动微分方程为经典

的欧拉 刘维尔方程[1]

d(I췍ω)
dt +췍ω×I췍ω=췍T(t) (1)

其中,췍ω为月球轨道转动向量,描述转动角速度;췍T
(t)为作用在月球上的外部总力矩,主要来自太阳系

内大天体对月球的引力作用;I为刚体月球转动惯



量,只有X,Y 及Z 方向上的对角分量A、B 及C 不

为零。

1 自由天平动

1.1 自由天平动解析理论

对刚体月球,不考虑液态核、潮汐变形以及潮汐

耗散的影响,满足自转公转共振的一阶线性转动微

分方程组为[1]

p̈1-(1-β)ṅp2+4βn2p1=f1
p̈2+(1-α)ṅp1+αn2p2=f2
τ̈+3γn2τ=f3

(2)

式中:p1,p2 表示月球参考系中椭圆轨道面的法向

极轴位置;f1,f2,f3 为独立于旋转参量的表达,与
外部力矩有关;n为月球平均角速度;α,β,γ为动力

学椭率,由月球(此处将月球看作惯性椭球)转动惯

量(A<B<C)得来,其表达形式为

α=C-B
A

,β=C-A
B

,γ=B-A
C

(3)

其中,α,β,γ的取值选用JPLDE430历表中给出的

值,分别为[3]:β=6.310213×10-4,γ=2.277317×
10-4,α的值可由β和γ 获得,α=4.032897×10-4。

1.2 自由天平动特征频率与周期解析式

Rambaux和 Williams(2011)[1]给出了自由天

平动转动微分方程组的特征频率的解析式。对经度

天平动

ωlon = 3γn (4)

  对纬度天平动,其特征频率不同,在月固坐标系

内和空间坐标系内分别为

ωlat= 1+32
æ

è
ç

ö

ø
÷βn;ωlat=32βn

(5)

  对极轴天平动

ωwob =2 αβn (6)

  对刚体月球整体,通过全月观测,可获得全月动

力学椭率值,而其3个关系式决定的值只有两个是

独立的,第3个可由其他两个推得。同时,若之后考

虑月球内部分层结构的天平动频率、周期,则需要获

得月球内部对应层次的动力学椭率,即通过全月与

月核的转动惯量关系,得到月核转动惯量,进而获得

月核动力学椭率,方便讨论月核的天平动状态。
关于月球平均运动的情况,可在网址http://

hea.iki.rssi.ru/~nik/astro/links.htm获得,Torbit=
27.321661d,e=0.0549,恒 星 年 天 数 1a=
365.25636d,而月球公转平均角速度有(单位:rad/s)

n= 2π
Torbit×86400.0

(7)

1.3 刚体月球(全月)的自由天平动

基于文献[2]中的月球物理参数,我们可以得到

刚体月球转动惯量的3个分量。在对刚体月球转动

耗散的讨论中,Williams给出了如下关系[3]

C22rigid= J2rigidγ(1+β)
2(2β-γ+βγ)

(8)

C
mR2=4C22rigidγ

(9)

  将C/mR2 归一化,使 mR2 内含在转动惯量的

C部分。比较动力学椭率的定义式可得

4C22rigid=B-A (10)

J2rigid=12
(2C-A-B) (11)

  进一步可得刚体月球转动惯量各分量的归一化

平均值,分别为

C=J2+2C22
1-1-γβ

1+β

(或C=4C22γ
) (12)

B=4C22+1-γβ
1+β

C (13)

A=1-γβ
1+β

C (14)

  代入所需量,得到结果。将以上所得结果整理

为表1,并且进一步可得自由天平动不同模式的特

征频率,及其对应周期,所得结果整理入表2。

表1 基本参量计算结果

Table1 Valuesofbasicparameters
参量 来源类型 单位 值

月球平均角速度 Fixed rad/s 2.66170722×10-6

(C-B)/A Fit 1 4.032897×10-4

A Fit 1 0.392894
B Fit 1 0.392984
C Fit 1 0.393142

表2包含了自由天平动的频率和周期。通过比

较可以发现,数值结果无法定位到不同参考系下的

纬天平动;数值解和解析解的结果不同。数值解与

解析解之间的差别,可能由几种原因带来,一为使用

数据的测量误差,二为微分转动微分方程的近似,三
为微分方程特征解的近似。具体原因,有待进一步

对模型进行深入研究与讨论,确定差别来源。解析

分析的好处在于,其物理模型建立合理,对研究理解

物理天平动的物理机制,有重要意义。数值分析的

好处在于,短周期天平动结果,可由月球历表提取获

得,其周期和幅值可靠度高,但长周期的历表数据,
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为观测历表拟合延伸获得,长周期(低频)项可能由 拟合过程产生。

表2 刚体月球自由天平动频率及周期

Table2 FrequenciesandperiodsoffreelibrationsforrigidMoon
名称 ω/(rad·s-1) T/s T/d T/a Rambaux[1]/d

经天平动 6.9572×10-8 9.0313×107 1.04529×103 2.8618 1056.13
纬天平动(MR) 2.6642×10-6 2.3584×106 27.2958 0.0747 —
纬天平动(SR) 2.5194×10-9 2.4939×109 2.886502×104 79.0267 —

极天平动 2.6855×10-9 2.3397×109 2.707987×104 74.1393 27257.27

  注:其中 MR表示月固参考(Moonreference),SR表示空间参考(spacereference)。

1.4 月球流体核的自由天平动

在对刚体月球的转动惯量、动力学椭率以及自

由天平动频率周期讨论的基础上,依据月球整体与

核的关系,可对月核的自由天平动做简单讨论。
月球从表面到核,根据不同判断标准以及测量

方式,可以分为多个层次,如壳、幔、核幔边界、外核

及内核。动力学研究中,我们没法分辨这么多层次,
尤其是最初的研究讨论,只能从最简单的模型入手,
故我们讨论的为将月球分为幔、核的两层结构,同时

认为月幔为刚体状态(固态),月核为液态(或称为流

体态)。

Williams等[2]根据 GRAIL和LLR提供的月

球重力场解,给出了核幔边界扁率f,流体核与全月

的Z 轴 转 动 惯 量 比Cf/C,以 及 关 系 式 [Cf -
(Af+Bf)/2]/C 的 值。 由 于 Cf/C 与 [Cf -
(Af+Bf)/2]/C相关,不独立,且f为拟合得来,其
不确定度来自月球内部,更难确定,所以月核转动惯

量的讨论,使用这两个关系式更合理[2]

Cf

C =7×10-4 (15)

[Cf -(Af +Bf)/2]/C=(1.73±0.20)×10-7

(16)

  但式(3)只有2个关于独立月核转动惯量的关

系式,无法确定其3个部分的值,故还需进一步假设

月核转动惯量的情况,以期得到转动惯量的3个部

分的值。月核转动惯量的确定,有赖于月核转动状

态的假设。简单假设月核绕其转动惯量主轴Z分

量方向转动,故可分为主轴固定的旋转与主轴绕某

一固定轴转动的转动,即月核关于转动轴动力学对

称与动力学非对称两种的简单假设。

1)动力学对称流体核

假设月球流体核是关于转轴Z 动力学对称的,
即月核为关于惯量主轴Z 的旋转椭球,如此便有

Ac=Bc,于是

αcore=Cc-Bc

Ac
=Cc-Ac

Bc
=βcore=

Cc-Ac

Ac
(17)

γcore=0 (18)
其中各量下角标core和c,表示月核,与式(15)、
(16)中下角标f含义一致。

由式(15)、(16)可得月核转动惯量分量的值,结
果见表3;将此3个值代入式(17)便可获得月核动

力学椭率在假设一条件下的情况,所得结果整理在

表3中;这样便可使用式(4)、(5)、(6)和(7)获得月

核自由天平动频率及周期,所得结果整理在表4中。

2)非动力学对称的流体核

假设月球流体核是关于转轴Z 非动力学对称

的,能得到的为Ac≠Bc。此为不等式,不满足求解

月核转动惯量分量条件的需求,故需要进一步合理

假设月核转动惯量X、Y 轴部分所满足的条件。

Noyelles等在土卫一的动力学研究[4]中,也讨

论到非动力学对称的转动惯量问题,他假设土卫一

核的大小与土卫一整体大小成比例,即有[5]

ac
a =bc

b =cc
c =Rc

R
(19)

进而得到土卫一转动惯量各分量。
借鉴以上方法,直接假设月核的转动惯量X、Y

分量与月球整体情况成比例,即

Ac

A =Bc

B
(20)

  由式(15)、(16)及(20)可得非动力学对称的月

核转动惯量分量值,同样可通过定义式得到月核动

力学椭率值,结果见表3;最后获得在此假设下的月

核自由天平动频率及周期,结果见表4。

3)月球流体核与刚体月球的比较

由表3可知,月核转动惯量对月球转动惯量贡

献很小,月球转动惯量主要部分为月幔,而不同的月

核动力学模型对月核转动惯量X、Y分量有小量区

别。同时,月球和月核的动力学椭率处于同一数

量级。
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表3 不同月球结构模型的转动惯量和动力学椭率

Table3 Momentofinertiaanddynamicalellipticityfordifferentlunarlayermodels

参量 刚体月球
月核

(动力学对称)
月核

(非动力学对称) 单位

A 0.39289428 2.75131883×10-4 2.75100224×10-4 1

B 0.39298381 2.75131883×10-4 2.75162912×10-4 1

C 0.39314226 2.75199582×10-4 2.75199582×10-4 1

(C-B)/A 4.032897×10-4 2.460605×10-4 1.332956×10-4 1
(C-A)/B 6.310213×10-4 2.460605×10-4 3.610863×10-4 1

(B-A)/C 2.277317×10-4 0.0 2.277907×10-4 1

表4 不同月球结构模型的自由天平动频率及周期

Table4 Frequenciesandperiodsoflunarlibrationsfordifferentlunarlayermodels

名称 刚体月球
月核

(动力学对称)
月核

(非动力学对称)

经天平动频率/(rad·s-1) 6.95717×10-8 0.0 6.95805×10-8

纬天平动频率(MR)/(rad·s-1) 2.66423×10-6 2.66269×10-6 2.66314×10-6

纬天平动频率(SR)/(rad·s-1) 25.1939×10-10 9.82409×10-10 14.41655×10-10

极天平动频率/(rad·s-1) 2.68547×10-9 1.30988×10-9 1.16789×10-9

经天平动周期/d 1.04529×103 — 1.04515×103

纬天平动周期(MR)/d 27.2958 27.31158 27.30687

纬天平动周期(SR)/d 2.886502×104 7.40242×104 5.04435×104

极天平动周期/d 2.707987×104 5.55182×104 6.22678×104

经天平动周期/a 2.86178 — 2.86141

纬天平动周期(MR)/a 0.07473 0.07477 0.07476

纬天平动周期(SR)/a 79.02651 202.66376 138.10423

极天平动周期/a 74.13913 151.99782 170.4770

  由表4可知,月核自由天平动的纬天平动和极

轴天平动的周期比月球整体部分的周期长,初步说

明月核在纬天平动和极轴天平动上的情况比月球整

体复杂,同时耗散更小,阻尼时间更长,而月核的经

天平动和月固纬天平动,在外力作用平面内,受外力

影响大,耗散大,且基本与月球整体情况一致,所以

此部分天平动相对一致。

4)动力学对称核与非动力学核的比较

月核的两种假设,从结果上,无法进行直接比较

其好坏,因为月核动力学情况没有对应观测结果。
但月核模型的假设,对初步认识月核层次结构及其

动力学影响,有重要意义。
由表3和表4可知,两种月核假设,获得的月核

转动惯量分量值有差异,此差异对月核自由天平动

频率、周期有较大影响。从表4中经天平动、纬天平

动(MR)结果可认为,复杂度高的月核模型,与刚体

月球情况更贴近,越复杂的月核模型解析,获得的月

核动力学情况,更可信。月球层次结构的增加,可提

高月球动力学的认识,以及月球内部各结构的动力

学表现。但内部结构对整体月球轨道的影响,尤其

是幅值,还有待进一步研究。

2 受迫经天平动幅值

对月球自由天平动的频率和周期做了简单讨论

后,解析研究还能讨论受迫天平动的幅值问题。

Noyelles等在土卫一的动力学研究[4]中,借用

Murray和Dermott(1999)[5]专著中的解析关系式,
简单讨论了土卫一的受迫经天平动幅值。其关系

式为

ψ= -2e

1- ωuæ

è
ç

ö

ø
÷

n
2,γ′= 2e

1- n
ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

u

2 (21)

式中:ψ是潮汐天平动主项的幅值;γ′是受迫天平动

物理部分的幅值;ωu 是月球目标结构的自由经天平

动频率,若讨论刚体月球,则此处为刚体月球自由经

天平动频率,若讨论月核,则此处为月核自由经天平

动频率;e是月球轨道椭率;n是月球公转平均角速

度。而 ωuæ

è
ç

ö

ø
÷

n
2
部分还需要进行修正,其修正式为
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ωuæ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

=3B-A
C 1-5e2+1316e

æ

è
ç

ö

ø
÷

4 (22)

  将表3中非动力学对称的月核模型结果代入式

(22),并代入月球公转轨道椭率值,可得非动力学对

称月核受迫经天平动估值结果为ψ=-6.291°,

γ′=-15.254″。
将该结果与文献[1]中月球历表数值解析得到

的受迫 经 天 平 动 幅 值 比 较,同 时 比 较 式(22)及
表3中不同结构模型的动力学椭率情况,可知月核

受迫经天平动幅值与刚体月球受迫天平动幅值在同

一数量级。若有观测可直接获得月核受迫经天平动

幅值情况,可初步判断月核动力学情况,进而尝试获

得月核其他参数。

3 结束语

目前,我们利用月球物理参数及月球动力学基

本知识,完成了对月球整体及月核自由天平动的初

步讨论,比较了不同结构的周期频率情况,并评估了

月核受迫天平动幅值大小。下一步研究,将着眼于

解析理论与数值方法间的差异来源确定,并进一步

进行月球受迫天平动幅值讨论。
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