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一类分数阶q-差分方程广义反周期边值问题
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摘要:考虑一类非线性Caputo型分数阶q-差分方程的广义反周期边值问题,用Banach不动

点定理给出该广义反周期边值问题解的存在唯一性结果,并给出一个应用实例.
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0 引 言

分数阶q-差分理论[1-2]是分数阶差分体系中的一种特殊形式,它具有分数阶微积分和离散数学

二者的优点,因而有更丰富的理论意义和应用价值.目前,分数阶q-差分方程的研究主要侧重于

Caputo分数阶q-导数和Riemann-Liouville分数阶q-导数两方面.文献[3]应用锥上不动点定理研究了

二阶q-差分方程边值问题正解的存在性;文献[4-5]应用Banach不动点定理和Krasnoselskii不动点定

理给出了带有非局部Riemann-Liouville分数阶q-积分边值条件的Riemann-Liouville分数阶q-差分边

值问题解的存在性结果;文献[6-7]应用Banach不动点定理和Covitz-Nadler不动点定理研究了边值条

件含积分的非线性Caputo分数阶q-差分方程以及q-差分包含边值问解的存在性.由于反周期问题在

许多物理过程的数学模型中应用广泛,所以反周期边值问题是一类重要的边值问题.关于非线性分数

阶q-差分方程反周期边值问题的研究已取得了一些进展,文献[8-10]利用基本的不动点定理研究了

一类带有反周期非线性Caputo分数阶q-差分方程边值问题,得到了边值问题解的存在性和唯一性的



充分条件;文献[11-12]利用Banach不动点定理和Leary-Schauder非线性抉择研究了一类带有反周期

边值条件的非线性分数阶脉冲q-差分方程的边值问题,给出了该边值问题解的存在性和唯一性结果.
本文考虑如下非线性项和边值条件都带Caputo分数阶q-导数的非线性分数阶q-差分方程广义反

周期边值问题

(cDα
qu)(t)=f(t,u(t),(cDβ

qu)(t)), 0<t<1,

u(0)+au(1)=0, (cDγ
qu)(0)+b(cDγ

qu)(1)={ λ
(1)

解的存在唯一性,其中cDα
q 表示α 阶 Caputo分数阶q-导数,q∈(0,1),1<α≤2,0<β,γ≤1;

f∈C([0,1]×ℝ×ℝ,ℝ),a,b>0,λ∈ℝ.若a=b=1,λ=0,则边值问题(1)成为反周期边值问题.

1 预备知识

函数g的q-导数定义为

(Dqg)(x)=g(x)-g(qx)
(1-q)x

,  (Dqg)(0)=lim
x→0
(Dqg)(x);

g在[0,1]上的q-积分定义为

(Iqg)(x)=∫
x

0
g(t)dqt=x(1-q)∑

∞

n=0
g(xqn)qn,  x∈ [0,1].

再定义(D0
qg)(x)=g(x),(Dn

qg)(x)=Dq(Dn-1
q g)(x),n∈ℕ;(I0qg)(x)=g(x),(In

qg)(x)=
Iq(In-1

q g)(x),n∈ℕ.
设函数g定义在[0,1]上,α≥0,则函数g的Riemann-Liouville分数阶q-积分定义为

(I0qg)(x)=g(x), (Iα
qg)(x)=∫

x

0

(x-qs)(α-1)
Γq(α) g(s)dqs, α>0, x∈ [0,1];

函数g的Caputo分数阶q-导数定义为

(cD0
qg)(x)=g(x), (cDα

qg)(x)=(Im-α
q Dm

qg)(x), α>0,
其中m 为不小于α的最小整数.文献[13]给出了分数阶q-积分和q-导数的基本概念及相关结果.

引理1 设函数h∈C([0,1],ℝ),则边值问题

(cDα
qu)(t)=h(t), 0<t<1, 1<α≤2,

u(0)+au(1)=0, (cDγ
qu)(0)+b(cDγ

qu)(1)={ λ
有唯一解

u(t)= 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)h(s)dqs- a

(1+a)Γq(α)∫
1

0
(1-qs)(α-1)h(s)dqs-

aλΓq(2-γ)
(1+a)b + aΓq(2-γ)

(1+a)Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1)h(s)dqs+

t λ
bΓq(2-γ)-Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1)h(s)dq

é

ë
êê

ù

û
úús .

  证明:因为

u(t)=∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

h(s)dqs+c0+c1t,  (cDγ
qu)(t)=∫

t

0

(t-qs)(α-γ-1)
Γq(α-γ)h(s)dqs+ c1t(1-γ)

Γq(2-γ)
,

故利用边值条件u(0)+au(1)=0,(cDγ
qu)(0)+b(cDγ

qu)(1)=λ,可得

c0=- a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1)h(s)dqs-aλΓq(2-γ)

(1+a)b + aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)h(s)dqs,

c1=λ
bΓq(2-γ)-Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1)h(s)dqs,

将其代入u(t)中即得结论.

2 主要结果

对于U={u:u∈C([0,1],ℝ),cDβ
qu∈C([0,1],ℝ)},规定范数‖u‖= max

t∈[0,1]
u(t)+
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max
t∈[0,1]

(cDβ
qu)(t),则 (U,‖ · ‖)是 一 个 Banach 空 间.对 任 意 的 u∈U,t∈ [0,1],定 义

算子Φ:U→U 为

(Φu)(t)= 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs-

a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1)f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs-aλΓq(2-γ)
(1+a)b +

aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+

t λ
bΓq(2-γ)-Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1)f(s,u(s),(cDβ

q)u(s))dq
é

ë
êê

ù

û
úús ,

则

(cDβ
q(Φu))(t)= 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1)f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+

t(1-β)
Γq(2-β)

λ
bΓq(2-γ)-Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1)f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dq
é

ë
êê

ù

û
úús .

由引理1知算子Φ的不动点即为边值问题(1)的解.
定理1 设存在常数K>0,使得

f(t,x,y)-f(t,x,y)≤K(x-x + y-y ), t∈ [0,1], x,y,x,y∈ ℝ. (2)
若

ρ=K 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) <1,

则边值问题(1)存在唯一解.
证明:对任意的t∈[0,1],u,v∈U,有

(Φu)(t)-(Φv)(t)≤ 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

    a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

    aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

    Γq(2-γ)
Γq(α-γ)∫

t

0
(t-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs≤

    1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)K(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

    a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1)K(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

    aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)K(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

    Γq(2-γ)
Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)K(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs≤

    K 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) ‖u-v‖.

因为

(cDβ
q(Φu))(t)-(cDβ

q(Φv))(t)≤ 1
Γq(α-β)

×

∫
t

0
(t-qs)(α-β-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs≤
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K 1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) ‖u-v‖,

所以

‖Φu-Φv‖ ≤K 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)

é

ë
êê +

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

ù

û
úú)×‖u-v‖=ρ‖u-v‖.

又因为ρ<1,所以Φ是压缩映射,根据Banach不动点定理知,系统(1)存在唯一解.
定理2 设存在常数L,R>0,使得

f(t,x,y)-f(t,x,y)≤L(x-x + y-y ),t∈ [0,1],x + y ≤R,x + y ≤R.(3)
若

θ= 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú)×

L+1R max
t∈[0,1]

f(t,0,0é

ë
êê

ù

û
úú) +aλΓq(2-γ)

(1+a)bR +λ[Γq(2-β)+1]Γq(2-γ)
bRΓq(2-β)

<1,

则边值问题(1)存在唯一解u:‖u‖≤R.
证明:设

UR ={u:u∈C([0,1],ℝ),cDβ
qu∈C([0,1],ℝ),‖u‖ ≤R},

则对任意的t∈[0,1],u∈UR,有

(Φu)(t)≤ 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+

a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+aλΓq(2-γ)
(1+a)b +

aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+

λ
bΓq(2-γ)+Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs≤

1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) [LR+ max

t∈[0,1]
f(t,0,0)]+

aλΓq(2-γ)
(1+a)b +λ

bΓq(2-γ).

因为

(cDβ
q(Φu))(t)≤ 1

Γq(α-β)∫
t

0
(t-qs)(α-β-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqs+

1
Γq(2-β)

λ
bΓq(2-γ)+Γq(2-γ)

Γq(α-γ)∫
1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))dqé

ë
êê

ù

û
úús ≤

1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú)[LR+ max

t∈[0,1]
f(t,0,0)]+λΓq(2-γ)

bΓq(2-β)
,

故‖Φu‖≤R,即Φ:UR→UR.
对任意的t∈[0,1],u,v∈UR,有

(Φu)(t)-(Φv)(t)≤ 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

Γq(2-γ)
Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs≤
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1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)L(u(s)-v(s)+ c(Dβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

a
(1+a)Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-1)L(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

aΓq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)L(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs+

Γq(2-γ)
Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1)L(u(s)-v(s)+ (cDβ

qu)(s)-(cDβ
qv)(s))dqs≤

L 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) ‖u-v‖.

因为

(cDβ
q(Φu))(t)-(cDβ

q(Φv))(t)≤

    1
Γq(α-β)∫

t

0
(t-qs)(α-β-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs+

    Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ)∫

1

0
(1-qs)(α-γ-1) f(s,u(s),(cDβ

qu)(s))-f(s,v(s),(cDβ
qv)(s))dqs≤

    L 1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú) ‖u-v‖,

所以

‖Φu-Φv‖ ≤L 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)

é

ë
êê +

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

ù

û
úú) ‖u-v‖.

从而Φ是压缩映射,根据Banach不动点定理知,系统(1)存在唯一解.

3 应用实例

例1 考虑边值问题

(cD1.5
0.5u)(t)=K{sint+arctan[u(t)+(cD0.75

0.5u)(t)]}, 0<t<1,

u(0)+2u(1)=0, (cD0.25
0.5u)(0)+ π(cD0.25

0.5u)(1)= 1
100

ì

î

í
ïï

ïï ,
(4)

其中q=0.5,α=1.5,β=0.75,γ=0.25,a=2,b= π,λ=
1
100
,K 为常数.

设f(t,x,y)=K[sint+arctan(x+y)],则式(2)成立.若

K < 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú)

-1

=

5
3Γ0.5(2.5)+

5Γ0.5(1.75)
3Γ0.5(2.25)+

1
Γ0.5(1.75)+

Γ0.5(1.75)
Γ0.5(1.25)Γ0.5(2.25

é

ë
êê

ù

û
úú)

-1
,

则根据定理1知,边值问题(4)存在唯一解.
例2 考虑反周期边值问题

(cD1.5
0.5u)(t)= 1

(tant+5)2
t[(u(t))2-((cD0.5

0.5u)(t))2]
1+[u(t)]2+[(cD0.5

0.5u)(t)]2+12
(1+cost{ }), 0<t<1,

u(0)+u(1)=0, (cD0.25
0.5u)(0)+(cD0.25

0.5u)(1)=0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(5)

其中q=0.5,α=1.5,β=0.5,γ=0.25,a=1,b=1,λ=0.

设f(t,x,y)= 1
(tant+5)2

t(x2-y2)
1+x2+y2

+12
(1+costé

ë
êê

ù

û
úú),则 max

t∈[0,1]
f(t,0,0)=125.

当 L=125
,

R=1时,式(3)成立.于是

θ= 1+2a
(1+a)Γq(α+1)+

(1+2a)Γq(2-γ)
(1+a)Γq(α-γ+1)+

1
Γq(α-β+1)+

Γq(2-γ)
Γq(2-β)Γq(α-γ+1

é

ë
êê

ù

û
úú)×
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L+1R max
t∈[0,1]

f(t,0,0é

ë
êê

ù

û
úú) +aλΓq(2-γ)

(1+a)bR +λ[Γq(2-β)+1]Γq(2-γ)
bRΓq(2-β)

=

2
25

3
2Γ0.5(2.5)+

3Γ0.5(1.75)
2Γ0.5(2.25)+

1
Γ0.5(2)+

Γ0.5(1.75)
Γ0.5(1.5)Γ0.5(2.25

é

ë
êê

ù

û
úú) <1,

根据定理2知,边值问题(5)存在唯一解u:‖u‖≤1.
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