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摘 要：为解决 Gilbert-Johnson-Keerthi （GJK） -expanding polytope algorithm （EPA）在复杂形状单元接触类型

判别中的局限性，提出一种改进的接触类型判别方法。通过引入接触参考平面概念，将复杂形状单元之间的接

触判别问题简化为单元与接触参考平面之间的判别。基于该方法，开发适用于离散元框架的复杂形状单元自然

堆积模拟算法，并编写实现代码。通过两个接触案例分析该方法的理论基础，并开展多面体与圆柱体单元的堆

积模拟试验。研究结果表明，所提出算法能够正确模拟复杂形状单元间的堆积过程。与改进公共面法和 GJK-

EPA法的模拟效果对比，改进 GJK-EPA法在单元堆积模拟中呈现出更加平滑的轮廓面和更为紧凑的单元排列，

模拟效果更优。与传统GJK-EPA法相比，改进算法在圆柱和多面体单元堆积模拟中，计算精度分别提高了 8.4%

和24.8%，验证了该算法的适用性和先进性。
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A novel contact type determination method of complex elements in 
GJK-EPA

Zheng　　Haowen1, Liu　　Jun2*, Zhang　　Wenbin1, Zhang　　Jian1, Wang　　Zhanbin1

(1. College of Civil Engineering, Nanjing Vocational Institute of Transport Technology, Nanjing 211188, 

China；；2. College of Civil and Transportation Engineering, Hohai University, Nanjing 210024, China)

Abstract: To overcome the limitations of the coupled Gilbert-Johnson-Keerthi (GJK) and expanding polytope 

algorithm (EPA) in classifying contact types for complex-shaped elements, this study proposes an improved 

contact classification method. By introducing the concept of a contact reference plane, the contact classification 

problem between complex-shaped elements is simplified to determining the relationship between each element 

and the reference plane. Built on this approach, a natural packing simulation algorithm for complex-shaped 

elements is established under the discrete element framework, and the corresponding implementation code is 

developed. The theoretical foundation of the proposed method is analyzed through two representative contact 

cases, followed by packing simulation experiments involving polyhedral and cylindrical elements. The research 

results show that the proposed algorithm can accurately simulate the packing process of complex-shaped 

elements. Compared with the improved common-plane method and the GJK-EPA method, the improved GJK-

EPA method produces smoother packing contours and more compact element arrangements, demonstrating 

superior simulation performance. In comparison to the traditional GJK-EPA method, the improved algorithm 

enhances the computational accuracy of packing simulations for cylindrical and polyhedral elements by 8.4% and 

24.8%, respectively, validating the applicability and advanced nature of the proposed algorithm.
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0　引言

在散体介质中，任意两个独立非连续单元之

间的接触类型可以是顶点、边和面的任意组合，

并且离散系统中不同单元间接触类型也会随时间

推移而发生改变[1]。因此，计算不同单元间的接触

信息是非常复杂的问题[2-3]，诸如接触漏判或虚假

接触等错误计算均会影响离散元模拟的顺利进行。

相较于可采用简单解析函数表示的颗粒元，复杂

形状单元需要更精准的算法来正确识别单元间的

接触类型，才能计算得到可靠接触点[4]。

早期研究多采用直接法[5]，通过枚举多面体之

间的几何关系并结合边-边重叠情况判断接触类型。

该方法原理直观，但计算复杂度高，难以适用于

大规模颗粒系统。为提高计算效率，Hung 等[6]提

出快速直接搜索算法，在一定程度上降低了计算

成本。然而，该方法在处理复杂块体单元时，未

能充分利用点-边-面之间的拓扑关系，导致计算冗

余严重；同时，由于对接触类型进行了简化处理，

易产生接触漏判及接触点定位误差等问题。

针对上述问题，研究者逐步转向基于“接近

面”的接触判别思路。Liu 等[7]提出接近面法，将

块体单元表面抽象为凸多边形，通过识别相邻接

触面来确定接触状态及其几何参数。Keneti等[8]进

一步引入“主平面”概念，实现了对任意凸块体

单元接触类型的统一检测。此类方法在减少接触

类型判别次数方面具有优势，且实现相对简洁。

刘明清[9]对公共面法进行了扩展，使其能够处理球

体与圆柱体等异形单元的接触问题。然而，该类

方法在接近面搜索过程中需进行多次几何判定，

计算效率仍受限于检测顺序及候选面筛选策略。

随着计算几何的发展，基于凸集运算的接触

检测方法逐渐成为主流。其中，GJK算法[10]通过构

造闵可夫斯基差集，将两个凸体间的最短距离问

题转化为原点与凸集之间的距离问题，具有良好

的通用性和计算效率[11]，因此被广泛应用于机器人

学[12]、计算机图形学[13]及计算力学领域[14-15]。此外，

GJK 算法可利用时间步之间的连贯性复用历史搜

索信息，从而进一步提升计算效率[16]，并可与空间

加速结构 （如查找表、二叉树等） 结合以处理大

规模问题[17]。在此基础上，研究者对 GJK 算法进

行多种拓展。例如，Zhao 等[18]结合形状侵蚀法改

进接触检测性能，但该方法依赖人为设定的侵蚀

参数，易引入较大误差[19]。Feng[20]基于闵可夫斯基

重叠提出能量守恒接触模型，并结合 GJK-EPA 算

法实现对复杂接触问题的求解。相关研究进一步

解决了部分三维多面体接触情况下的唯一性与模

糊性问题[21]。Liu 等[22]基于几何二元化理论构造多

面体重叠体积，实现了球体与多面体之间的接触

检测。

尽管 GJK-EPA 算法在接触检测与穿透深度计

算方面表现优异，但现有研究主要集中于接触是

否发生及接触力计算，对接触类型判别问题关注

不足。在实际应用中，GJK-EPA 算法通常通过单

纯形演化过程或 EPA 扩展多面体的几何特征，对

接触状态进行间接判断。然而，这种判别方式由

于未显式构建不同接触形式之间的拓扑映射关系，

在处理点-面、边-边及面-面等复杂接触时，容易

出现类型混淆或误判。此外，现有方法多针对简

单颗粒[23]或规则块体[24]，对圆柱体与多面体等异形

单元之间的接触缺乏系统而有效的判别机制。综

上，在 GJK-EPA 框架下构建一种统一、稳定且具

有明确几何意义的接触类型判别方法，仍是当前

亟待解决的问题。

针对上述问题，本文在GJK-EPA算法框架下，

提出一种适用于复杂形状单元的接触类型判别方

法。该方法引入公共面法中的接触参考平面概念，

结合 GJK-EPA 算法所提供的接触信息，分析复杂

单元在不同接触形式下与参考平面的几何参数特

征。通过建立单元与接触参考平面之间的位置关

系，将复杂形状单元间的接触类型判别问题转化

为单元与参考平面之间的接触判别问题，以降低

判别复杂度并提高判别稳定性。选取两类典型复

杂单元接触情形开展系统算例分析，验证所提方

法的理论合理性。在此基础上，开发离散元框架

下适用于 GJK-EPA 算法的复杂形状单元接触类型

判别程序。通过多面体与圆柱体单元自然堆积过

程的数值模拟，对比分析改进公共面法[9]、传统

GJK-EPA算法[10]，以及本文改进方法的计算结果，

验证所提改进算法在复杂单元间接触类型判别方

面的正确性和先进性。

1　GJK-EPA算法原理

离散元模拟中，GJK 接触发现算法与扩展多

边形算法（EPA）常被一起应用于检测凸体单元间

的接触状态和计算接触信息。其中，GJK 算法整

合了闵可夫斯基差[25]和支持映射函数的理论[26]，能

迅速判断两凸体单元是否存在接触，进一步通过

EPA算法计算出两接触单元间的接触法线和接触深

度。GJK算法流程见图1。
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GJK算法先按指定方向计算两个接触单元间的

支持映射点，再根据当前参数持续调整搜索方向，

试图构建一个包含原点并由若干个支持映射点构成

的单纯形。若单纯形构建成功，则表示两个单元存

在接触；若失败，则说明它们之间无接触。持续更

新单纯形以逼近原点，并仅通过判断当前单纯形是

否围绕原点来确定两单元是否接触，此过程避免了

计算整个闵可夫斯基差，简化了计算。
EPA算法流程见图2。

该算法先沿原点到当前单纯形的最近特征方

向扩展，再对单纯形执行有限次的扩展操作，直

至找到闵可夫斯基差上的实际最近特征面。这一

特征的外法向量即为离散元模拟中需要的接触法

向，而该特征面到原点的最近距离即为接触深度。

对于多面体单元，GJK-EPA 算法中闵可夫斯

基差上的每个特征面在两个原始单元中都有对应

关联面。但闵可夫斯基差上的某个特征边或面，

其在原始单元上的关联面则可能退化为边或顶点。

因此，单元间的接触类型可以归为以下 5 种：顶

点-顶点、顶点-边、边-边、顶点-面、面-面接触。

考虑到闵可夫斯基差是一个包含原点的凸多边形

或凸多面体，一定会以某个关联接触面为基础特

征，接触类型可进一步简化为 3种：顶点-面、边-

面、面-面。现有基于GJK-EPA框架开展圆柱单元

间、多面体单元间、圆柱与多面体单元间的接触

类型判别时，多采用顶点-面和边-面的简化接触类

型[27]，通过避免面-面接触以降低计算复杂度，该

简化处理会造成技术精度降低。

2　改进复杂单元接触类型判别方法

基于前文对 GJK-EPA 算法的剖析，进一步挖

掘圆柱和多面体单元在不同接触形式下的参数特

征，结合公共面法的思想以及 EPA 算法提供的接

触法线，引入接触参考平面的概念，通过逐个分

析接触单元与接触参考平面的位置关系，将复杂

形状单元间接触类型的判别简化为每个单元与接

触参考平面间的接触判别。

2. 1　圆柱单元接触类型判别

为了精确计算圆柱体的接触点，将圆柱体单

元的接触类型细分为 3类：底面接触、侧面接触和

底面圆接触。

利用 GJK-EPA 算法计算得到的接触法线，将

其视为接触参考平面的外法线方向 d。结合支持映

射函数，计算圆柱单元在外法线方向最远端的点

P0，按式（1）确定接触参考平面[9]。

d × (K - P0 ) = 0， （1）

式中，K为平面上的任意点。

圆柱单元与参考平面的 3 种位置关系见图 3，

其中蓝色平面为参考平面，可以看出，不同接触

状态下，圆柱单元与接触参考平面的位置关系不

同。因此，可根据接触法线和圆柱轴向方向向量

的位置关系，界定接触单元对中某一个圆柱单元

在不同接触场景下相对参考平面的接触状态。对

接触法线向量取逆，进一步判断接触单元对中另
图2　EPA算法流程

Fig.2　Flow of the EPA algorithm

图1　GJK算法流程

Fig.1　Flow of the GJK algorithm
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一个单元与参考平面的位置关系。通过这种方式
界定单个圆柱单元在不同接触场景下的接触状态，

将两圆柱单元与参考平面间的接触类型视为两圆

柱单元间的接触类型，从而降低复杂单元接触判

别难度。

基于图 3中圆柱与接触参考平面的 3种接触特
性，比较不同的接触位置下，圆柱的轴线向量 r与

接触法线 d的点积，发现图 3 （a）～图 3 （c）中 r

与 d的点积结果分别为 1.0、0和-0.5。因此，可通

过式（2）判定圆柱与参考平面间的接触类型。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

|| r × d = 1

|| r × d = 0

r × d > 0
r × d < 0

     

底面接触

侧面接触

                 上底面圆接触

                下底面圆接触

， （2）

式中，r =Qu -Qd，其中 Qu为上底面圆中心点，Qd

为下底面圆中心点。

2. 2　多面体单元接触类型判别

多面体是由若干个面作为边界围成的三维几
何体，其表面由这些相互连接的面共同构成。单
个多面体的接触类型可以简化为 3 种基本情况：
点、边和面。利用GJK-EPA算法确定的接触法线，
将其转化为一个接触参考平面，见图 4。通过逐一
分析接触对中多面体单元与该参考平面的相对位
置关系，确定多面体单元间的具体接触状态。

基于多面体的这 3种接触类型特点，结合支持

映射的相关概念，确定每种接触类型的判别条件。
根据支持映射函数的原理，当给定一个搜索方向，

函数将返回该方向上映射最大的点，即对应接触

边界点（支持点 SP(d)）。值得注意的是，同一搜索

方向可能对应多个支持点。支持映射函数[26]为

SP(d ) =max{p × d | pÎ P }， （3）

式中：P为单元的顶点集合；p为单元的某一顶点。

按照式 （2），不同接触情况下支持点数量以

图 4 （a）～图 4 （c）为例，3种接触类型对应的支

持点数量分别为：1、2和 4。这些支持点的数量直

接反映了多面体单元在接触参考面上的顶点数，

可以据此确定接触单元的接触类型。支持点数量

为 1，接触类型为点接触；支持点数量为 2，为边

接触；支持点数量大于等于 3且共面时，判定为面

接触。

3　改进接触判别方法的正确性分析

3. 1　复杂单元间接触案例分析

（1）多面体间接触类型判别

六面体面-面接触示例见图 5，其中，2个蓝紫

色六面体的接触区域为黄色六面体。经过 GJK-

EPA算法的初步计算，可以得到接触法向 d和接触

深度 h。示例中的接触法向 d 沿 x 轴正向延伸。左

侧六面体沿着接触法向 d计算得到的支持点A、B、

C和 D 即为组成该六面体接触特征面 ABCD 的 4个

顶点。

根据闵可夫斯基差的概念，闵科夫斯基差分

对象的支持映射实际上是 2个原始单元P和Q的支

持映射之差[25]，即

SP⊖Q(d ) = SP(d ) - SQ( - d )。 （4）

在计算右侧六面体的接触特征顶点时需要使用

接触法向的反方向。按照接触法向的反向向量-d，

d

r

（a）　底面接触

d

r

（b）　侧面接触

d

r

（c）　底面圆接触

图3　圆柱单元与参考平面的3种位置关系

Fig.3　Three positions of cylinder and reference plane

d

（a）　点接触

d

（b）　边接触

d

（c）　面接触

图4　多面体单元与参考平面的3种位置关系

Fig.4　Three positions of polyhedral and reference plane

图5　六面体面-面接触示例

Fig.5　Example of face-face contact between hexahedra
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计算得到右侧六面体对应的支持点为 E、F、G 和

H，即 8 个玫红色顶点分别构成了 2 个接触特征原

形面，分别是左侧六面体的接触面ABCD和右侧六

面体的接触面EFGH。分别提取 2个原始六面体在

搜索方向下的全部支持映射点，可以看出每组支

持点构成了一个多面体单元的面，由此确定 2个六

面体接触类型为面-面接触，所求支持点构成的面

即为接触特征原形面。

（2）多面体-圆柱间接触类型判别

四面体-圆柱单元的接触示例见图 6，四面体

ABCD 的三角面 ABC 与圆柱体的底面接触。根据 

式（2）可以得出，圆柱单元的接触特征为下底面

圆。根据图中的接触法向 d沿面ABC远离D点的方

向延伸，参照式 （2），计算出四面体沿着接触法

向 d共可得到 3个支持点A、B和C。根据支持点数

量可以判定四面体单元的接触特征为面。

通过上述流程，确定四面体-圆柱单元接触类

型为四面体面-圆柱下底面圆接触，证明所提出方

法能够正确判别单元间的接触类型。

基于 Visual Studio开发平台，采用 C++语言和

标准模板库完成改进 GJK-EPA 算法的代码开发，

将该接触求解模块整合至现有离散元框架中，为

研究单元的力学行为提供基础。

3. 2　多面体-圆柱间堆积试验与数值模拟

为验证所开发的离散元模拟的正确性，设计

多面体和圆柱体单元间的堆积模拟案例，以模拟

单元在重力作用下于容器内的堆积过程。基于自

研程序开展与物理试验边界、材料参数完全匹配

的数值仿真，以此检验改进 GJK-EPA 接触判别算

法在三维空间中的适用性。

（1）堆积试验材料及方案

为确保试验全程可视化和精确度，设计并制

作规格为 30 cm×30 cm×30 cm 的亚克力试验容器，

以及规格为 35 cm×35 cm×2 cm 的亚克力中空试验

顶盖。结合堆积试验要求，试件的制备材料选取

硬度适中的橡胶木，密度为 650 kg/m3，模拟单元

形状分别为多面体和圆柱体，具体样式见图 7。其

中，圆柱体半径为 2.0 cm、高为 4.0 cm，正方体边

长为4 cm。

在试验开始前，将亚克力中空顶盖覆盖在试

验容器上，在试验过程中，每间隔 1 s在顶盖中空

处投放 1个单元，直至所要模拟的单元全部投放后

结束试验。试验过程录像，以记录试验整个过程

的堆积形态变化，并测量试验结束时的堆体高度，

以便后续与算法模拟堆积结果进行对比分析。

（2）圆柱体-多面体单元堆积对比分析

圆柱体 -多面体单元堆积试验与模拟过程

见图8。

对比图 8 （a） 和图 8 （d） 可以看出，试验初

期单元数较少，在容器底部随机分布，有零散的

单元堆积；数值模拟中单元同样集中在容器底部，

图6　四面体-圆柱单元接触示例

Fig.6　Example of contact between hexahedra and cylinder

（a）　正方体 （b）　圆柱体

图7　三维试验试件样式

Fig.7　Specimen style for 3D test

（a）　试验前期

（d）　模拟前期

（b）　试验中期

（e）　模拟中期

（c）　试验后期

（f）　模拟后期

图8　圆柱体-多面体单元堆积试验与模拟过程

Fig.8　Cylinder-polyhedron elements stacking test and 

simulation process
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排列较试验略显紧凑，且单元堆积更明显。由    

图 8 （b）和图 8 （e）可知，随着堆积过程的发展，

单元数量逐渐增加，此时单元不断堆积，形成了

更稳定的堆积结构，堆积角度初步显露。模拟结

果在宏观上与试验结果吻合度高，表明模拟能够

有效捕捉到混合单元在堆积过程中的中期行为。

图 8 （c）为最终状态，单元在重力的作用下形成 1

个堆积角度明显的稳定堆积体，反映了单元在堆

积过程中达到力学平衡的终态。模拟仿真在这一

阶段准确捕捉了堆积体的整体构形，体现算法对

试验数据宏观特性的精确再现能力（图8（f））。

基于 Python 语言开发单元堆积角智能识别程

序，分别计算图 8 （c） 和图 8 （f） 的堆积角，拟

合效果见图 9。堆积试验中，堆积体左侧、右侧倾

角分别为31.55°、18.17°；数值模拟工况下，左侧、

右侧堆积角分别为24.68°、13.53°。数值模拟所得左

侧、右侧堆积角较试验值分别低6.87°、4.64°，误差

变化趋势一致，偏差处于合理区间。误差主要源于

数值模型对单元接触摩擦本构的简化处理，以及物

理试验中容器边界约束、单元排布的随机扰动。

试验、模拟所得的最终堆体高度分别为14.19 cm、

14.73 cm，二者的相对误差为3.8%。通过对比分析，

验证了模拟算法在捕捉圆柱体‑多面体混合单元体

系堆积过程中的适用性。

4　改进接触判别方法的先进性分析

4. 1　圆柱单元间堆积模拟对比分析

采用改进公共面法、GJK‑EPA 算法及改进 

GJK‑EPA算法开展模拟对比分析，模拟300个多面体

单元的堆积过程，堆体前、中、后期状态见图10。

（a）　堆积试验 （b）　数值模拟

图9　圆柱体-多面体单元堆积试验与模拟后期堆积角

Fig.9　Angle of repose from experiments and simulations of 

cylinder-polyhedron particle packing

前期 中期 后期

（a） 改进公共面法

前期 中期 后期

（b） GJK-EPA算法

前期 中期 后期

（c） 改进GJK-EPA算法

图10　多面体单元间堆积模拟过程

Fig.10　Simulation of stacking between polyhedral elements
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每种算法均可形成结构稳定、整体形貌基本

一致的堆积构型。

不同接触算法对应的多面体单元模拟堆积角

见图 11。采用改进公共面法时，模型左、右段堆

积角分别为 16.68°、16.52°；GJK-EPA 算法的左、

右段堆积角为20.29°、9.50°，两侧角度离散偏差显

著；改进 GJK-EPA 算法的左、右段堆积角分别为

22.42°、17.53°，其非对称堆积特征与改进公共面

法相比更为吻合。在 3 种算法中，改进 GJK-EPA

算法所得堆积轮廓更为平滑，单元排布更加密实

规整，整体模拟效果更优，有效验证了该改进算

法在多面体单元接触判别中的适用性。

采用 3种算法模拟多面体单元堆积过程，单元

间最大接触深度计算结果见表 1。

相较于改进公共面法，GJK-EPA 算法与改进

GJK-EPA 算法最大接触深度的计算精度分别提升

24.3%和 30.6%。对比改进前后GJK-EPA算法的计算

结果，改进算法的最大接触深度计算偏差降低     

0.165 mm，计算精度提升 8.4%，验证了改进 GJK-

EPA算法在多面体单元间接触类型判别方面的先进性。

4. 2　多面体单元间堆积模拟对比分析

采用改进公共面法、GJK‑EPA 算法及改进 

GJK‑EPA算法，开展 300个圆柱单元的堆积模拟实

验，堆体前、中、后期状态见图 12。各算法均可

实现稳定堆积成型，整体堆积形貌具备一致性。

（a）　改进公共面法 （b）　GJK-EPA算法 （c）　改进GJK-EPA算法

图11　不同算法下多面体单元间堆积模拟后期堆积角

Fig.11　Repose angle of polyhedral elements in deposition simulation with different algorithms

表1　多面体单元间堆积模拟计算值
Tab.1　　Values for stacking simulations between polyhedral

算法

改进公共面法

GJK-EPA

改进GJK-EPA

接触深度/mm

2.614

1.978

1.813

偏差/mm

0.636

0.801

优化率/%

24.33

30.64

注：偏差为改进前后GJK-EPA算法与改进公共面法的计算差值；优

化率为差值所占百分比。

前期 中期 后期

（a） 改进公共面法

前期 中期 后期

（b） GJK-EPA算法

前期 中期 后期

（c） 改进GJK-EPA算法
图12 圆柱体单元间堆积模拟过程

Fig.12 Simulation of stacking between cylindrical elements
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圆柱体单元间堆积模拟后期堆积角见图 13。

改进公共面法作为参照，其左、右段堆积角分别

为 21.62°、13.97°。GJK‑EPA算法计算结果波动偏

大，两侧倾角匹配性较差。改进GJK‑EPA算法得

到的左、右段堆积角为 20.49°、12.59°，数值结果

贴近改进公共面法。在 3种算法中，改进GJK‑EPA

算法下堆积坡面过渡自然，单元堆叠紧密性更佳，

仿真贴合度更高，进一步验证了该算法针对圆柱

体单元接触判定的良好适配性。

采用 3种算法模拟圆柱体单元堆积过程，单元

间最大接触深度计算结果见表 2。相较于改进公共

面法，改进GJK‑EPA法最大接触深度计算精度提

升 55.3%。与 GJK‑EPA法相比，改进 GJK‑EPA法

最大接触深度的精度提升 24.8%，验证了改进算法

在圆柱体单元间接触类型判别中的先进性。

5　结论

通过引入接触参考平面，将GJK‑EPA算法中

复杂形状单元间的接触判别问题简化为单元与接

触参考平面之间的判别。通过 2个复杂接触案例，

分析了复杂单元间接触判别的理论基础；基于研

发的算法和代码，模拟多面体和圆柱体单元自然

堆积过程，验证了所提出方法的适用性和先进性，

主要结论如下。

（1） 通过分析圆柱和多面体单元在不同接触

形式下的参数特征，结合GJK‑EPA算法计算获得

的接触信息，将复杂形状单元间的接触类型判别

简化为每个单元与接触参考平面间的接触判别，

实现了GJK‑EPA算法框架内复杂形状单元间接触

类型的准确判别。

（2）通过分析多面体单元间、多面体‑圆柱体

单元间的接触案例，证实了所提方法的理论基础。

基于此，在离散元框架内开发了复杂形状单元接

触 类 型 判 别 模 块 ， 并 基 于 改 进 公 共 面 法 、

GJK‑EPA算法和改进GJK‑EPA算法，模拟了多面

体和圆柱体单元自然堆积过程。

（3） 模拟结果表明，改进GJK‑EPA算法所得

单元堆积体轮廓面更平滑、堆积角误差小、单元

排列更紧凑。相比GJK‑EPA算法，改进算法针对

圆柱和多面体单元堆积模拟的计算精度分别提升

8.4%和24.8%。

尽管所提出的接触类型判别方法在复杂形状

单元间的接触模拟中具有较好的准确性和效率，

但仍存在一定的局限性。现阶段算法主要适配多
面体和圆柱体单元的接触判别，对于不规则形状
单元的适用性尚需进一步验证和扩展。此外，算
法的计算效率在大规模系统中可能受到限制，后
续引入 GPU 加速技术或并行计算框架，提升算法

在大规模模拟中的计算速度和可扩展性。
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