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Rotenberg方程解对非光滑边界参数的连续依赖性
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摘　要： 在 L1空间上考虑带有非光滑边界条件的Rotenberg方程，证明了方程的主算子是稠定的预解正算子，进而

得到其共轭算子定义域的正锥在全共轭空间的正锥中共尾，由此证明了主算子所生成半群的谱界等于增长阶，并

进而证明了方程解对边界参数的连续依赖性。
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引 言

Rotenberg［1］于 1983年引入如下的积-微分方程

描述了种群细胞的增长
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∂ψ
∂t ( )μ，v，t =-v ∂ψ

∂μ (μ，v，t) - σ(μ，v( )ψ μ，v，t) +
        ∫

a

b

r ( μ，v，v′( )ψ μ，v′，t )dv′
ψ ( )μ，v，0 = ψ0 ( μ，v )
ψ ( )0，v，t = ( )Hψ ( )1，v，t

（1）
式中，变量 μ ∈ (0，1)表示细胞成熟度，μ = 0表示细

胞出生，μ = 1 表示细胞凋亡；变量 v = dμ
dt ∈ (a， b) 

( 0 ≤ a < v < b ≤ +∞) 表示细胞的成熟速率；未知函

数 ψ ( μ，v，t )表示在 t时刻成熟度为 μ、成熟速率为 v

的细胞种群密度；函数 r ( μ，v，v′)表示成熟度为 μ的

种群细胞成熟速率由 v转变为 v′ 的速率；函数

σ ( μ，v ) 表示种群细胞的总转变截面，具体表达

式为［1］

σ ( μ，v ) = ∫
a

b

r ( μ，v，v′) dv′ ∈ L∞ [ ( 0，1) × (a，b) ]
边界条件中的算子H是一个正的线性算子，根

据不同种群细胞的遗传规律， H有不同的数学表示

式，常见的有非局部边界条件、积分边界条件以及

非光滑边界条件等。

方程（1）是一类 Boltzmann 方程，其研究对于其

他Boltzmann型方程具有重要的参考价值，如线性中

子输运方程、大气辐射转移方程等。因此，方程（1）
引起了广泛的关注并产生了大量的相关研究成果。

Boulanouar［2-3］研究了方程的主算子生成半群及谱

分析的相关问题，Jeribi 等［4］ 研究了 Rotenberg 方程

主算子生成 C0 半群及半群的不可约性，从而得到

主算子的谱由至多有限离散本征值组成等结果。

Boulanouar［2］证明了 Rotenberg 方程是全局稳定的，

并证明了生成半群的正则性和不可约性。Lebowitz
等［5］证明了若边界算子正则，其方程主算子生成的

半群不可约。吴红星等［6］考虑了无碰撞项的模型

并在 Lp空间上得到了本质谱稳定的结论。王胜华

等［7-8］考虑去除方程的积分项，讨论了方程主算子

的谱及占优本征值的存在性。Boulanouar［9-10］考虑

带有积分边界条件的结构化 Rotenberg 方程，得到

了方程主算子生成半群的不可约性以及方程解的

渐进性，之后吴红星等［11］将上述结果推广到 Lp 空
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间上去。

不同情况的边界算子H表示细胞在分裂和成长

过程中出现的不同生物遗传规则，在数学上表示不

同的转移规则。实际上对于不同的边界条件模型

结果也有所不同，例如如下所示的非局部边界

条件［2］

ψ ( 0，v，t) = αψ (1，v，t) + βv ∫ ab k( v，v′) ψ(1，v′，t) v′dv′
其中的正核函数 k ( v，v′)为有界可测函数，并且满足

归一化条件

∫
a

b

k ( v，v′) dv = 1
以及如下所示的积分边界条件［8-9］

h ( v ) ψ ( 0，v，t ) = p ∫
a

b

k ( v，v′) h ( v′) ψ (1，v′，t ) dv′
上述列出的边界条件对应不同的生物学转移

规则，考虑的现实因素侧重点也不尽相同，所以不

同边界条件中参数的含义也有差别。例如非光滑

边界条件考虑到细胞分裂中环境等因素导致子细

胞变异的情况，将继承亲代细胞周期 v的子细胞个

数记为 α，变异细胞成熟速率 v′ 的子细胞个数记为

β。事实上在种群细胞增殖的过程中伴随着细胞凋

亡，但这部分死亡细胞并不会考虑进σ ( μ，v )中，而

是会计入边界条件的参数当中；另外在具体应用

中，这些参数有时需要实验测定（如细胞分裂指数

法测绘细胞繁殖曲线），有时需要做理论估计。考

虑到上述两种情况，参数的变化对解的影响需加以

注意。这也正是本文研究的主要动机。

本文研究具有如下形式的非局部边界条件［12-13］

的Rotenberg方程

(Hβψ ) (1，v，t ) = β
v ∫ ab k ( v，v′) ψ (1，v′，t ) v′dv′

式中 β表示能够分裂的每一有丝分裂子细胞的平均

数，β = 1 保证了细胞通量的连续性。记正核函数

k ( v，v′)的本性上确界为 k͂。

1　空间与算子

本节将给出工作空间，并给出所研究的 Roten⁃
berg方程主算子的定义。

定义空间X = L1 ( [ 0，1] × [ a，b ]；dμdv )，用X * 表

示X的共轭空间，X+ = {φ ∈ X|φ ≥ 0}表示X的正锥。

定义边界空间如下。

X 0 = L1 ({0} × [ a，b ]；vdv )

X 1 = L1 ({1} × [ a，b ]；vdv )
定义Sobolev空间

W = ì
í
î
φ ∈ X |

|
|
||
|
v ∂φ

∂μ ∈ Xüý
þ

边界算子定义为

Hβ：X 1 → X 0        φ1 → φ0 = Hβφ1

其中，φ0 = φ ( 0，v，t )，φ1 = (1，v，t )表示函数的边值。

定义算子Aβ为

Aβφ = -v ∂φ
∂μ ( μ，v，t )

定义域 D ( Aβ ) = {φ ∈ W|φ0 = Hβφ1 }。
流算子定义为

Bφ = Aβφ - σ ( μ，v ) φ ( μ，v，t )
其中，D (Bβ ) = D ( Aβ )。

定义碰撞算子

Cφ = ∫
a

b

k ( μ，v，v′) φ ( μ，v′，t ) dv′
则Rotenberg方程的主算子为P = Bβ + C 。
定义域 D (P ) = D (Bβ ) = D ( Aβ )。
于是，方程（1）可以转化为如下的Cauchy问题。

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∂ψ
∂t ( )μ，v，t = Pψ
ψ ( )μ，v，0 = ψ0 ( )μ，v

（2）

2　算子的性质

定义 1［14］ 若X中的元素 x，y满足 x - y ∈ X+就

称 x ≥ y，这样的关系“≥”为一种序关系。

定义 2［14］ 对 E 的某个子集 C 满足对任意

f ∈ E，存在 g ∈ C，使得 f ≤ g，则称E的子集C在E中

共尾。

定理1  算子Aβ是闭稠定算子。

证明：注意到Aβ是微分算子，显然是闭算子。

下面证明
- -- ----- --
D ( )Aβ = X。

对 ∀ψ ∈ X，存在 D ( Aβ ) 中的函数列 ψnn 满足

(Hβψnn ) (1，v ) = ψnn ( 0，v )，首先取ψn为如下形式。

ψn =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0， 0 < μ < 1
n

ψ ( )μ，v ，
1
n ≤ μ < 1 - 1

n

0， 1 - 1
n ≤ μ < 1
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Jεψn ( μ，v) = ( jεψn ) ( μ，v) = ∫Rn

jε ( μ - y ) ψn ( y，v) dy
这里 Jε为磨光算子，取ε = 1

n，则

ψnn = Jεψn ( μ，v )
为一列光滑函数，显然 ψnn ∈ D ( Aβ )，并且利用磨光

性有

lim
n → ∞ ψnn - ψn = lim

ε → 0+
 ψnn - ψn L1 = 0

那么

lim
n → ∞ ψnn - ψ ≤lim

n → ∞ ψn - ψnn +lim
n → ∞ ψn - ψ =0

证毕。

定理2  算子Aβ是预解正算子。

证明：对任意给定的 g ( μ，v，t ) ∈ X，算子Aβ的预

解方程为

(λI - Aβ )ψ =  g
求解上述方程可以得到

          ψ ( μ，v，t ) = ψ ( 0，v，t ) e-λμv + 1
v ∫0

μ

g ( μ′，v，t ) ⋅
eλ ( )μ' - μ

v dμ′ （3）
取μ = 1，则式（3）变为

          ψ (1，v，t ) = ψ ( 0，v，t ) e-λv + 1
v ∫0

1
g ( μ′，v，t ) ⋅

eλ ( )μ' - 1
v dμ′ （4）
定义如下算子。

Eλφ = φ (0，v，t )e-λμv

Fλ g = 1
v ∫0

μ

g ( μ′，v，t ) eλ ( )μ' - μ
v dμ′

Gλφ = φ ( 0，v，t ) e-λv

Kλ g = 1
v ∫0

1
g ( μ′，v，t ) eλ ( )μ' - 1

v dμ′
对 ∀Reλ > 0 利用 Hölder 不等式可以证明算子

Eλ、Fλ、Gλ、Kλ 是 有 界 正 算 子［12］，并 且  Eλ ≤
b

Reλ， Fλ ≤ b - a
Reλ ， Gλ ≤ be- Reλ

b ， Kλ ≤ b - a。
那么式（3）、（4）可以简化为

ψ = EλHψ1 + Fλg （3′）
ψ1 = GλHψ1 + Kλg （4′）
记 λ0 = bln ( βk͂b (b - a ) )，Reλ > max { λ0，0 } 时

GλH一致有界。由此利用式（3′）与（4′）及边界条件

可得

ψ1 = ( I - GλH ) -1
Kλg

ψ = EλH ( I - GλH ) -1
Kλg + Fλg

因此

          (λI - Aβ ) -1 = EλH ( I - GλH ) -1
Kλ + Fλ =

∑
n ≥ 0
EλH ( )GλH

n
Kλ + Fλ （5）

当Reλ > max { λ0，0 }，式（5）中的每一项都是正

的。 L1 空间中的函数范数 f ( x，y ) 定义如下：若

f ( x，y ) ∈ L1 ( [ x1，x2 ] × [ y1，y2 ])，则
 f = ∫

x1

x2 ∫
y1

y2
|| f ( x，y ) dxdy

根据L1空间中范数的定义

            ψ ( )μ，v，t = ∫0

1∫
a

b

|| ψ ( )μ，v，t dμdv ≤

∫0

1∫
a

b |

|

|
||
||

|

|
||
| ( )∑

n ≥ 0
EλH ( )GλH

n
Kλ g dμdv + ∫0

1∫
a

b

||Fλg dμdv
由此当Reλ > max { λ0，0 }时有［12］

 EλH ≤ βb ( )b - a
λ ， GλH ≤ c < 1

那么可以估算得到

 ψ ( )μ，v，t ≤ b - a
λ ( bβ

1 - c (b - a) + 1) g （6）
即当λ > 0时，算子 (λI - Aβ )可逆，并且其逆算

子有界，所以Aβ是预解正算子。

证毕。

另外记 Bβ = Aβ - ∑，其中算子 ∑ 是如下的乘

法算子

ì
í
î

ïï

ïï

∑ψ = σ ( )μ，v ψ ( )μ，v，t

D ( )∑ = D ( )Aβ

根据 σ ( μ，v ) 实际生物学意义，σ- ≤ σ ( μ，v ) ≤ 
σ̄，即乘法算子∑是正的有界算子。考虑到

λI - P = λI - ( Aβ - Σ + C) = (λI - Aβ ) + ( Σ + C )
其中∑ + C是有界正算子，由Aβ是预解正算子可知

主算子P是预解正算子。

定理 3  Aβ 的共轭算子 Aβ * 存在，并且 Aβ *φ =
v ∂φ

∂μ，其中该共轭算子的定义域为

         D ( A*
β ) = ì

í
î
φ
|

|
|
||
|
v ∂φ

∂μ ∈ X，φ ( )1，v′，t =

}∫
a

b

βk ( )v，v′ φ ( )0，v，t dv

··133
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证明： ∀ψ ∈ D ( Aβ )，∀φ ∈ D ( Aβ * )有
          Aβψ，φ = ∫

a

b ∫0

1-v ∂ψ
∂μ ⋅ φdvdμ =

∫
a

b - v é
ë
êêêêψφ|10 - ∫0

1
ψ ⋅ v ∂φ

∂μ dμù
û
úúúú dv

代入边界条件有

          ∫
a

b - v [ ψφ ] |10dv = ∫
a

b-v [ ψ ( )1，v φ ( )1，v -
β
v φ ( 0，v ) ∫

a

b

k ( v，v′) ψ (1，v') v′dv′ ] dv =

∫
a

b

v′ψ (1，v') é
ë
êêêê - φ (1，v') + ∫

a

b

βk ( v，v′) φ ( 0，v ) dvù
û
úúúú dv′

根据 v及ψ的任意性可取

φ (1，v′，t ) = ∫
a

b

βk ( v，v′) φ ( 0，v，t ) dv
此时 Aβψ，φ = ψ，Aβ *φ 。证毕。

定理 4  D ( Aβ * ) + 在 X *+ 中共尾，其中D ( Aβ * ) + =
X *+ ∩ D ( Aβ * )表示Aβ共轭算子定义域的正锥。

证明：根据定理3，
          D ( Aβ * ) = {φ|v ∂φ

∂μ ∈ X，φ (1，v′，t ) =

β ∫
a

b

k ( v'，v ) φ ( 0，v，t ) dv}
取φ ( μ，v，t ) ∈ X *+，和

          g ( μ，v ) = M (∫ ab βk ( v，v′) φ ( 0，v ) e-λ ( )1 - μ dv +

∫
μ

1 e-λ ( )μ′ - μ dμ′)
其中，M =  φ + 1

 φ
。首先验证 g ∈ D ( Aβ * ) +。通

过简单计算可知

v ∂g
∂μ ∈ L∞

并且

(1，v，t ) = Mφ (1，v，t ) = M ∫
a

b

βk ( v，v′) g ( 0，v，t ) dv
而 g ( μ，v，t ) > 0，所以 g ∈ D ( A*

β ) +，并且 φ ≤ g，所以

结论成立。

由 D ( Aβ ) = D (Bβ ) 可得 D ( Aβ * ) + = D (B*
β ) +。根

据定理 4可知D (B*
β ) +在X *+ 中共尾，即对∀φ ∈ X *+，存

在 g ∈ D (B*
β ) +，有φ ≤ g。又因为C是一个正的有界

算子 ，那么存在 f ∈ D ( (P ) * ) +
，使得 g ≤ f。则对

∀φ ∈ X *+，存在 f ∈ D ( (P ) * ) +
，有φ ≤ g ≤ f。根据共尾

的定义可知D ( (P ) * ) +
在 X *+ 中共尾。结合 P是预解

正算子的结论可以得到下面的定理。

定理 5  Rotenberg 方程（1）的主算子 P是一个

正的C0 半群的生成元，并且满足 s (P ) = w (P ) ，其中

s ( )P = inf { w ∈ R| (w，∞) ⊂ ρ (P )，∀λ > w，R(λ；P) ≥ 0 }
表示算子的谱界，w (P ) = inf { w ∈ R | ∃M ≥ 1，使得 
∀t ≥ 0， T ( )t ≤ Mewt }表示算子的增长阶。

定理6  当β1 → β2时，

 R ( )λ，Aβ1 - R ( )λ，Aβ2 → 0
证明： 由式（5）可得

          ψβ1 ( μ，v ) - ψβ2 ( μ，v ) =  ( )∑
n ≥ 0
EλH ( )GλH

n
kλ

β1

g -

(∑n ≥ 0
EλH (GλH ) n kλ )

β2

g （7）
类似于预解正算子的证明过程，式（7）通过三

角不等式可得

         
[ ]R ( )λ，Aβ1 - R ( )λ，Aβ2 g ( )μ，v  =

 ψβ1 ( )μ，v - ψβ2 ( )μ，v  =
∫
a

b ∫0

1
|| ψβ1 ( )μ，v - ψβ2 ( )μ，v dμdv ≤

2 b - a
λ

b ( β1 - β2 )
1 - c ( )b - a  g

由此可以看出当 β1 → β2 时，有 
[R ( )λ，Aβ1 - 


]R ( )λ，Aβ2 g ( )μ，v  → 0。考虑到 g是任意的，那么

结论成立。

证毕。

定理7  （I）当β1 → β2时，

 R ( )λ，Bβ1 + C - R ( )λ，Bβ2 + C → 0
（Ⅱ）Rotenberg 方程（1）的解对边界参数 β连续

依赖。

证明： （I） 已知算子∑ + C是有界正算子，那么

存在M > 0使得 ∑+C ≤ M。

因此当λ > (b - a )M ( bβ
1 - c (b - a ) + 1)时，有



 


( )λI - Aβ -1 ≤ b - a

λ M ( bβ
1 - c (b - a ) + 1) < 1

令

··134
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        ∑
n = 0

N 




 




é

ë
ù
û

( )λI-Aβ1

-1 ( )Σ +C n -é
ë

ù
û

( )λI - Aβ2

-1 ( )Σ +C n =

∑
n = 0

N

 an

∀εn > 0，∃ δn > 0，当 | β1 - β2 | < δn (n = 1，2，⋯，N)
时，有

n = 0， a0 = 0；
n = 1，
 a1 = 


 


( )λI - Aβ1

-1 ( )Σ +C - ( )λI - Aβ2

-1 ( )Σ +C ≤


 


( )λI - Aβ1

-1 - ( )λI - Aβ2

-1
 Σ + C  < Mε = ε1 

假设当n = N - 1时，

           aN - 1 = 




 é
ë

ù
û

( )λI - Aβ1

-1 ( )Σ + C N - 1 -





é

ë
ù
û

( )λI - Aβ2

-1 ( )Σ + C N - 1 < εN - 1

则当n = N时，

 aN = 




 é
ë

ù
û

( )λI - Aβ1

-1 ( )Σ + C N - 1·
é
ë

ù
û

( )λI - Aβ1

-1 ( )Σ + C  -é
ë

ù
û

( )λI - Aβ2

-1 ( )Σ + C N - 1
·



é

ë
ù
û

( )λI - Aβ2

-1 ( )Σ + C ≤ 




 




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6M0
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根据定理6可得结论成立；

（Ⅱ） 由结论（Ⅰ）知，Rotenberg 方程（1）的主算

子 P的预解式对边界参数连续依赖，所以主算子 P
生成的C0 正半群对边界参数连续依赖，则迁移方程

解对边界参数连续依赖。
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The continuous dependence of the Rotenberg equation’s solution on 
the parameters of non⁃smooth boundary

HUO XiaoTong　WANG HongLei　WU KaiSu*

（College of Mathematics and Physics， Beijing University of Chemical Technology， Beijing 100029， China）

Abstract： This paper investigates the Rotenberg equation with non-smooth boundary conditions in L1 space.  We 
prove that the main operator of the equation is densely defined and resolvent-positive.  Furthermore， it is shown 
that the positive cone in the domain of its adjoint operator is cofinal within the positive cone of the entire adjoint 
space.  Consequently， the spectral bound of the semigroup generated by the main operator is demonstrated to coin⁃
cide with its growth order.  Additionally， the continuous dependence of solutions on boundary parameters is rigor⁃
ously established.
Key words： Rotenberg equation； transport operators； cofinal； boundary parameter continuous dependence
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