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摘 要：以力法分析为基础，从平衡方程增量形式出发，考虑初始内力的影响，结合变形协调条

件和本构关系，推导了小变形、线弹性条件下铰接杆系结构静力分析基本方程。运用线性代数

及广义逆矩阵理论，实现内力增量和坐标增量的解耦，最终得到的力法基本方程组由广义平衡

方程和广义协调方程两部分组成，二者的系数矩阵互为转置，形式上与静定动定结构力法分析

基本方程一致。当研究对象为静定动定结构时，该方程组退化为传统力法基本方程，故可将其

视为传统力法考虑初始内力刚化效应的直接推广，适用于各类铰接杆系结构的小变形、线弹性

静力分析，其计算精度随预应力水平及结构刚度的提高而增大。
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Abstract：On the basis of linear elasticity hypothesis and force method， an analytic theory for static analysis 
of pin-bar assemblies is developed from the incremental form of equilibrium equations， where the effect of 
initial internal forces， the compatibility equations and constitutive equations are taken into account. Then 
the displacements and the increments of axial force are decoupled by using linear algebra and Moore-
Penrose generalized inverse theory. The basic formulas proposed finally consists of two parts —  generalized 
equilibrium equations and generalized compatibility equations， both of which have square coefficient 
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matrices of full rank being transposed with each other. In other words， they are formally consistent with the 
basic equations using in traditional force method， and will degenerate into the latter ones in dealing with the 
statically and kinematically determinate structures. Therefore， the proposed theory can be regarded as an 
extended version of the traditional force method considering the stiffening effect of initial internal forces， 
which is applicable to any pin-bar assemblies with small deformation and linear elasticity static structural 
analysis. Its calculation accuracy is increasing with the increment of prestress level and structural stiffness.
Key words：pin-bar assemblies； static analysis； initial internal force； force method； generalized inverse

0 引  言

Pellegrino［1］以结构的自应力模态数 s 和机构

位移模态数 d 为依据，对铰接杆系结构作如下分

类：（Ⅰ）s=0，d=0 为静定动定体系；（Ⅱ）s>0，d

=0 为静不定动定体系；（Ⅲ）s=0，d>0 为静定动

不定体系；（Ⅳ）s>0，d>0 为静不定动不定体系。

预应力杆系结构限定为第Ⅱ和第Ⅳ类结构。

在第Ⅱ类结构中适当引入预应力，可提高其刚度，

并保证构件在荷载态下始终处于线弹性范围［2］。

而对于第Ⅳ类结构，预应力的施加过程即结构的

施工成型过程，故预应力是其保持形状并获取刚

度的必要条件［3，4］。即使是无法引入预应力的第

Ⅲ类体系，即通常意义下的“机构”，在正交于机构

位移模态的外荷载作用下，杆件获取一定的初始

内力，仍可承受外界扰动，成为几何意义上相对稳

定的结构［5，6］。这与预应力使第Ⅳ类体系刚化的

机理非常相似。以上各种情况的共同特点在于，

无论是自应力还是外荷载引起的初始内力，都使

得结构的静力特性发生了显著改变，初始内力对

结构刚度的影响不可忽略，否则无法准确计算荷

载态下的结构响应［7］。

目前，静力分析考虑初始内力的方法主要有

两种：一是在矩阵位移法的基础上引入几何刚度

考虑初始内力的刚化作用，进而对结构的切线刚

度矩阵进行修正，使其成为可逆矩阵［8］；二是在力

法的基础上增设“几何力”向量，修正结构的平衡

矩阵，使其满足行满秩条件［1］。由于矩阵位移法

的计算过程易于实现程序化，可以方便地通过迭

代考虑结构的几何非线性，因而得到了广泛的应

用。与矩阵位移法建立的刚度矩阵为对称稀疏阵

不同，力法建立的平衡矩阵是非对称长方阵，求解

所用的奇异值分解对存储量及计算量的要求远高

于刚度矩阵的三角分解，故力法分析在电算方面

具有一定劣势［9］，但其优点亦十分突出，即计算过

程可有效揭示结构的力学特征，如体系的静动定

性、自应力模态及机构位移模态等［10］，因此力学

概念十分清晰。

本文首先以力法分析为基础，考虑初始内力

的影响，从铰接杆系结构的平衡方程增量形式出

发，结合变形协调条件和材料本构关系，推导了小

变形、线弹性条件下铰接杆系结构静力分析的基

本方程；其次，运用线性代数及广义逆矩阵理论，

实现内力增量和坐标增量的解耦，从而得到一组

在形式上与静定动定结构力法分析基本方程完全

一致的控制方程新形式；最后，讨论了本文方法与

现有方法间的联系及各自的适用性，并通过若干

算例予以验证。

1 静力分析基本方程

假定铰接杆系结构的总节点自由度为 b、单
元数为 m，其节点平衡方程可写成［1，10］：

An= q （1）
式中：A ∈ R b × m 为平衡矩阵；n∈ Rm 为单元轴力向

量；q∈ R b 为节点荷载向量。

将单元 k 的内力和长度分别记作 nk和 lk，定义

对角矩阵 L= diag ( l1，⋯，lm )∈ Rm × m 为单元长度

矩阵，t= { nk /lk } ∈ Rm 为力密度向量，则 n可表

示为：

n= Lt （2）
代入式（1）可得：

( AL ) t= q （3）
对式（3）两边关于节点坐标求一阶变分，可得

平衡方程的增量表达式为：

δ ( AL ) ⋅ t+ AL ⋅ δt= δq （4）
首先考察式（4）等号左边的第 1 项 δ（AL）·t，

注意到铰接杆系结构平衡方程的另一形式［11］：

( AL ) ⋅ t= ( I⊗ Ω ) x （5）
式中：I为 2 阶（对平面结构）或 3 阶（对空间结构）

单位矩阵：x∈ R b 为节点坐标向量；符号 ⊗ 代表矩
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阵的张量积；Ω为对称矩阵。Ω的元素构成符合

以下规则：若 i=j，则 Ωij取汇交于节点 i 的所有单

元力密度之和；若 i≠j，且节点 i、j 之间有单元相

连 ，则 Ωij 取 该 单 元 力 密 度 的 相 反 数 。 否 则

取 0，即：

Ωij =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∑
k

tik，i = j 且节点i与k之间有单元相连

- tij，i ≠ j且节点i与j之间有单元相连

0，    其他

（6）
注意到 δ（AL）可通过在 AL中用坐标增量 δx

替代相应的坐标 x得到，由式（5）可知：

δ ( AL ) ⋅ t= ( I⊗ Ω ) δx （7）
式中：I⊗ Ω通常称为几何刚度矩阵，用符号KG表

示，则式（7）改写为：

δ ( AL ) ⋅ t= KG ⋅ δx （8）
显然KG为对称矩阵。

其次考察式（4）等号左边的第 2 项（AL）·δt：
AL ⋅ δt= AL ⋅ δ ( L-1n )= AL ⋅ δ ( L-1 ) ⋅ n+ A ⋅ δn

（9）
其中：

AL ⋅ δ ( L-1 ) ⋅ n= -Α ⋅ δL ⋅ t （10）
定义力密度矩阵 T= diag ( t )∈ Rm × m，显然下

式成立：

δL ⋅ t= T ⋅ δl （11）
式中：δl为单元长度向量。

故式（10）可以写成：

AL ⋅ δ ( L-1 ) ⋅ n= -Α ⋅T ⋅ δl （12）
由虚功原理可得无穷小节点位移向量 δx与

单元伸长量向量 δl∈ Rm 之间的关系为：

AT δx= δl （13）
代入式（12）可得：

AL ⋅ δ ( L-1 ) ⋅ n= -( ΑTAT ) ⋅ δx （14）
将式（14）代入式（9），则有：

AL ⋅ δt= -( ΑTAT ) ⋅ δx+ A ⋅ δn （15）
将式（8）和式（15）一起代入式（4）可得：

A ⋅ δn+( KG - ΑTAT ) ⋅ δx= δq （16）
为方便起见，令

J= KG - ΑTAT （17）
则式（16）可改写为：

A ⋅ δn+ J ⋅ δx= δq （18）
显然 J为对称矩阵。

式（18）表明，铰接杆系结构通过两种模式共

同抵抗外荷载增量 δq：其一是单元内力发生微小

变化，而结构位形不变时产生的抗力，对应于等式

左边第 1 项；其二是结构位形发生微小变化，而单

元内力不变时产生的抗力，对应于等式左边第 2
项（若结构内部无初始内力，则此项贡献为零）。

假定材料本构关系满足线弹性条件，单元 k
的杨氏模量和截面面积分别记为 Ek 和 Ak。定义

单元柔度矩阵 F= diag ( l1 /E 1 A 1，⋯， lm /Em A m ) 
∈ Rm × m，则有：

δl= e0 + F ⋅ δn （19）
式中：e0为包括温度变形、装配误差在内的强制单

元伸长量向量。

将式（19）代入式（13）可将变形协调方程与本

构关系合并，即：

AT δx= e0 + F ⋅ δn （20）
式（20）与平衡方程式（18）一同构成了小变

形、线弹性条件下铰接杆系结构静力分析的基本

方程组，即：

ì
í
î

A ⋅ δn+ J ⋅ δx= δq
AT δx= e0 + F ⋅ δn

（21）

2 力法方程的统一形式

在式（21）中，内力增量 δn与坐标增量 δx相

互耦合，不便于求解。为不失一般性，本节以第Ⅳ
类结构——静不定动不定体系为例，运用线性代

数及广义逆矩阵理论，实现 δn和 δx的解耦，得到

一种形如传统力法基本方程的新形式。

通过奇异值分解可同时获得平衡矩阵A零空

间及左零空间的基底［12］。前者排列组成自应力

模态矩阵 S，满足 AS=0；后者排列组成机构位移

模态矩阵 H，满足 ATH=0。由此可得变形协调

方程式（20）有解的充要条件为：

ST ( e0 + F ⋅ δn )= 0 （22）
在式（22）成立的前提下，解得：

δx= ( AT )+ ( e0 + F ⋅ δn )+ Hβ （23）
式中：β为机构位移模态组合系数向量；符号+代

表 矩 阵 的 Moore-Penrose 广 义 逆 ，满 足 以 下

关系［13］：

( AT )+ = ( A+ )T （24）
故式（23）可改写为：

δx= ( A+ )T ( e0 + F ⋅ δn )+ Hβ （25）
将式（25）代入平衡方程增量表达式式（18），

整理后可得：
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[ A+ J ( A+ )TF ] ⋅ δn+ JHβ= δq- J ( A+ )T e0

（26）
为方便起见，令

Â= A+ J ( A+ )TF （27）
同时用式（17）替换，则有：

JH= KGH- ΑTATH= KGH （28）
将式（27）和式（28）代入式（26）可得：

Â ⋅ δn+ KGHβ= δq- J ( A+ )T e0 （29）
将式（29）与式（22）联立，可合并为以下矩阵

形式：

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúÂ KGH

-STF 0 ( )δn
β

= ( )δq- J ( A+ )T e0

ST e0

   （30）

另外，将平衡方程式（18）改写为：

A ⋅ δn= δq- J ⋅ δx （31）
则式（31）有解的充要条件为：

H T J ⋅ δx= H T ⋅ δq （32）
由于 J为对称矩阵，则：

H T J= ( JH )T = ( KGH )T = H TKG （33）
代入式（32）可得：

H TKG ⋅ δx= H T ⋅ δq （34）
在式（34）成立的前提下，解得：

δn= A+ ⋅( δq- J ⋅ δx )+ Sα （35）
式中：α为自应力模态组合系数向量。

将式（35）代入变形协调关系式（20），整理后

可得：

( AT + FA+J ) δx= FA+δq+ e0 + FSα（36）
由式（27）等式两边同时转置可知 ÂT = AT +

FA+J，故式（36）可进一步写成：

ÂT δx= FA+δq+ e0 + FSα （37）
同理，将式（37）与式（32）联立，合并为以下

矩阵形式：

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúÂT -FS

H TKG 0 ( )δx
α

= ( )FA+δq+ e0

H T ⋅ δq
    （38）

比较式（30）和式（38）发现，二者的系数矩阵

互为转置。用符号 B表征式（30）的系数矩阵，即：

B= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúÂ KGH

-STF 0
（39）

同 时 ， 令
--δn= ( )δn

β
、
--δx= ( )δx

α
、
-δq=

( )δq- J ( A+ )T e0

ST e0

、
-δl= ( )FA+δq+ e0

H T ⋅ δq
，则 式（30）

和式（38）可分别简记为：

B --δn=-δq （40）
及

BT--δx=-δl （41）
若平衡矩阵 A 的秩为 RA，则 B 为（b+m-

RA）阶方阵，其子块 KGH和-STF均具有明确的

物理意义：前者各列为独立机构位移模态引起的

几何力向量；后者各行为独立自应力模态引起的

单元伸长量向量（取负号）。当初始内力可刚化所

有内部机构时，矩阵 B为可逆矩阵，由式（40）和式

（41）直接求解
--δn及

--δx，即可同时得到 δn、β、δx和

α的解。

需要说明的是，式（40）和式（41）在形式上与第

Ⅰ类结构——静定动定体系力法分析基本方程完

全一致，因此可分别将其视为广义平衡方程（B为

广义平衡矩阵）和隐含线弹性本构关系的广义协调

方程。由于其推导过程并未涉及第Ⅳ类结构的特

殊性质，故同样适用于Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ类结构的小变形、

线弹性静力分析。特别地，当研究对象为第Ⅰ类结

构时，矩阵 B退化为平衡矩阵A，而
-δq和-δl则分别

退化成节点荷载向量 δq和单元伸长量向量 δl。此

时，式（40）和式（41）各自退化为静定动定体系的平

衡方程Aδn=δq和变形协调方程ATδx=δl。

3 与现有方法的联系

3. 1　矩阵位移法

第 2 节在推导广义平衡方程式（40）时，从变

形协调方程式（20）出发，试图用内力增量 δn表示

位移增量 δx。当平衡矩阵 A不满足行满秩条件

时，式（23）给出了 δx的通解；当 A不满足列满秩

条件时，还衍生出保证 δx有解的关系式（22）。若

反过来用 δx表示 δn，由于单元柔度矩阵 F可逆，

故 δn必然有解：

δn= G ( AT δx- e0 ) （42）
式中：G=F-1为单元刚度矩阵。将式（42）代入平

衡方程式（18），整理后可得：

ΑĜAT ⋅ δx+ KG ⋅ δx= δq+ AGe0 （43）
式中：Ĝ= G- T为对角矩阵；ΑĜAT 通常称为弹

性刚度矩阵，记为KE，则式（43）可进一步写成：

( KE + KG ) ⋅ δx= K ⋅ δx= δq+ AGe0 （44）
式中：K为结构的切线刚度矩阵。式（44）即矩阵

位移法的基本方程。

对于非线性较强的结构，可按以下步骤迭代

求解：①依据当前位形下（记为第 i 步）的节点坐
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标 xi 形成切线刚度矩阵 K，按式（44）求得节点位

移 δxi；②由 xi+1=xi+δxi获得下一步（记为第 i+1
步）的节点坐标，并求解对应的切线刚度矩阵及节

点不平衡力，代入式（44）求节点位移 δxi+1。重复

上述步骤直到节点不平衡力足够小，满足预设的

精度要求为止。本文以非线性矩阵位移法的数值

结果为依据，对力法分析的准确性进行评估。

3. 2　矩阵力法

如第 2 节所述，在满足式（22）的前提下，变形

协调方程式（20）中 δx的解可由式（23）给出。将

式（23）进一步写成：

δx=                 ( AT )+ ( e0 + F ⋅ δn )+ HβⅠ

δxⅠ

+Hβ
Ⅱ

δxⅡ

    （45）

式中：βⅠ、βⅡ均为待定向量，满足 βⅠ+βⅡ=β；δxⅠ

引起单元长度的变化，文献［1］称之为“伸长位

移”；δxⅡ为无穷小机构变位，并不导致单元长度

的改变，文献［1］中称之为“非伸长机构位移”。

如前所述，式（18）等号左边第 2 项“J·δx”为
微小节点位移 δx引起的抗力，亦被称为“几何

力”［1］。假定 δxⅠ对此项的贡献可以忽略，同时注

意到式（28），则式（18）可改写为：

A ⋅ δn+ J ⋅ δx≈ A ⋅ δn+ J ⋅ δxⅡ

= A ⋅ δn+ KGHβⅡ = δq
（46）

将式（46）与式（22）联立，并写成如下矩阵

形式：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúA KGH

-STF 0 ( )δn
βⅡ = ( )δq

ST e0

（47）

由式（47）即可解得 δn和 βⅡ。

最后确定式（45）中 βⅠ（或 δxⅠ）的解。由式

（20）可 知 ，AT ( δxⅠ + δxⅡ )= e0 + F ⋅ δn，其 中

AT δxⅡ = ATHβⅡ = 0，故有：

AT δxⅠ = e0 + F ⋅ δn （48）
在式（46）两边同时左乘HT可得：

H TKGHβⅡ = H T δq （49）
又因为 δx满足式（34），即：

H TKG ⋅ ( δxⅠ + HβⅡ )= H T ⋅ δq （50）
则式（49）和式（50）相减有：

H TKG δxⅠ = ( KGH )T δxⅠ = 0 （51）
式中：矩阵 KGH各列为机构位移模态引起的几何

力向量。这与文献［1］通过虚功原理推导的结果

相一致。将式（51）与式（48）联立，并写成如下矩

阵形式：

[A KGH ] T δxⅠ = ( )e0 + F ⋅ δn
0

（52）

由式（52）可解得 δxⅠ。

式（47）和式（52）共同构成了矩阵力法的基

本方程组。通过前述推导可以看出，矩阵力法忽

略了“伸长位移”δxⅠ引起的几何力，故主要适用

于“非伸长机构位移”δxⅡ对几何力的贡献居于主

导的情况，第Ⅳ类结构——静不定动不定体系多

属于此种情形。

4 算例分析

算例 1［1］：某平面铰接体系由 3 根拉索组成，

如图 1 所示。假定材料弹模与单元截面积乘积为

1. 836×104 N，左右两端均为铰支座，在自由节点

1、2 处各悬挂质量为 W 的重物。此时，索段①沿

左端支点向外滑移 10 mm，计算 W=30 N 和 W=
3 000 N 时的单元内力和节点位移。

首先用本文方法进行求解，根据平衡矩阵 A

的组成规则［10］，结构初始态节点平衡方程可写作：

An= q⇒
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0.894 4 -1 0
0.447 2 0 0

0 1 -0.894 4
0 0 0.447 2

( )n1

n2

n3

=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
0

W
0

W
式中：平衡矩阵 A的秩为 3。由体系分析可知 s=
0，d=1，属静定动不定结构。通过对矩阵 A做奇

异值分解可求得唯一机构位移模态为：

H=[ 0.316 2   -0.632 5   0.316 2   0.632 5 ]T

由于 A满足列满秩条件，故单元初始内力可

直接由平衡矩阵解得：

n= A+q= ( )2.236W
2W

2.236W
进一步求得力密度向量为：

t= L-1n= 0.012 5W  [ 1   1   1 ]T

几何刚度矩阵KG按下式计算：

KG = é
ë
êêêê

ù
û
úúúút1 + t2 - t2

- t2 t2 + t3
⊗ I2 × 2

1

2

3
  

160160 160

80

W W

1 2

图 1　3索段平面铰接体系

Fig. 1　A planar pin-jointed system with 3 cables
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则有：

KGH= 0.003 953W  [-1   6   -1   -6 ]T

将 A、T、KG 一并代入式（17）可得 J。随后组

装单元柔度矩阵，并将 F与 J代入式（27）可得 Â。

当 W=30 N 时，广义平衡矩阵 B可通过式

（39）求得：

B=[ Â   KGH ] ⇒

B=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0.892 8 -1.001 6 -0.001 6
0.452 1 0.003 3 0.001 6
0.001 6 1.001 6 -0.892 8
0.001 6 0.003 3 0.452 1

  

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

  

0.118 6
-0.711 5

0.118 6
0.711 5

不难验证，B为可逆矩阵，而机构位移模态H

与节点荷载向量 q正交。这表明在正交于机构位

移模态的外荷载作用下，通常意义下的“机构”被

刚化，成为相对稳定且具有一定承载力的“结构”。

此时，索段①向外滑移 10 mm 引起强制单元

伸长量 e0=［-10 0 0］T，节点荷载增量 δq=0，则

广义节点荷载向量和广义单元伸长量向量分

别为：
-δq= δq- J ( A+ )T e0 =[-1.68   5.03   1.68   1.68 ]T

-δl= ( )FA+δq+ e0

H T ⋅ δq
=[-10   0   0   0 ]T

由式（40）和式（41）分别解得：

--δn= ( )δn
β

= B-1-δq=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
7.621 2
8.198 5
7.044 6

-2.174 5
及

--δx= δx= ( BT )-1-δl⇒ δx=
[- 5.193 0   -11.808 7   -55.121 5   -10.089 6 ]T

采用同样步骤亦可求得 W=3 000 N 时的结

构响应。与此同时，分别运用第 3 节所述矩阵位

移法迭代步骤及矩阵力法对同一问题进行求解，

计算结果见表 1 和表 2。

从表 2 中可以看出，当 W=30 N 时，3 种方法

所得结果差别不大。然而，当 W=3 000 N 时，本

文方法与非线性矩阵位移法吻合良好；矩阵力法

的计算结果与 W=30 N 时完全一样，误差较大。

这是因为运用矩阵力法求解此问题时，式（47）退

化为：

[A KGH ] ( )δn
βⅡ = δq

当 δq=0 时，由上式解得 δn=0，βⅡ=0（即 δx
=δxⅠ），代入式（52）可得：

[A KGH ] T δx= ( )e0

0

由此解得 δx，与初始荷载 W 的大小无关。

事实上，在节点 1、2 处悬吊重物将索段张紧，

若悬吊物较轻，则其引起的弹性变形可以忽略，计

算模型简化为 3 根刚性杆件组成的机构（见图 2）。

此时，索段①向外滑移仅引起节点 1、2 的变位，在

杆件内部并不产生内力，这与矩阵力法的计算假

定相符。然而当悬吊物较重时，将阻止索段①向

支座外侧自由滑移，进而引起显著的弹性变形和

内力变化。此时，图 2 给出的计算模型无法准确

反映问题的实质，故矩阵力法不再适用。

算例 2：：图 3 所示棱台形预应力索杆结构由 4
根压杆（见图中粗实线）和 8 根拉索（见图中细实

线）组成；该结构上层 4 节点自由，下层 4 节点铰

支，结构总自由度数为 12。计算表明，其平衡矩

阵 A的秩为 11。由体系分析可知 s=1，d=1，属

表 1　算例 1单元内力

Table 1　Internal forces of element in example 1 N

外荷载

W=30 N

W=3000 N

单元号

①
②
③
①
②
③

初始内力 n

67.082 0
60
67.082 0

6 708.2
6 000
6 708.2

内力增量 δn
矩阵位

移法

9.431 1
10.113 1

8.927 3
259.777 8
259.930 3
207.046 3

矩阵

力法

0
0
0
0
0
0

本文

方法

7.621 2
8.198 5
7.044 6

256.075 8
255.766 9
201.453 9

表 2　算例 1节点位移

Table 2　Displacements of nodes in example 1 mm

外荷载

W=30 N

W=3 000 N

节点

号

节点 1

节点 2

节点 1

节点 2

位移 δx

X 向分量

Y 向分量

X 向分量

Y 向分量

X 向分量

Y 向分量

X 向分量

Y 向分量

矩阵位

移法

-5.163 6
-12.331 6

-5.082 1
-10.869 5

-6.009 3
-4.697 4
-3.751 8
-3.116 0

矩阵力法

-5.160 2
-12.040 4

-5.160 2
-10.320 3

-5.160 2
-12.040 4

-5.160 2
-10.320 3

本文方法

-5.193 0
-11.808 7

-5.121 5
-10.089 6

-6.000 0
-4.781 7
-3.771 1
-3.153 2

1

2

1 2

 

  

 
3

x

y

图 2　矩阵力法计算模型

Fig. 2　Computational model used in matrix 
force method
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第Ⅳ类结构，施加预应力可使内部机构刚化。将

归一化的自应力模态乘以预应力水平系数 ε（本

例取 ε=8 000 N），可确定预应力分布［14］。假定材

料弹模与单元截面积的乘积对拉索取 1. 836×
104 N，对压杆取 5. 796×106 N，分别考察以下两

种工况。

工况 1：在该结构的自由节点上分别施加 4 个

竖直向下的集中荷载，如图 3（b）所示。

工况 2：在原结构的基础上增设 4 道拉索，如

图 4 所示。假定新增拉索的索长可通过花篮螺栓

调节，现将它们同时缩短 10 mm。

对于工况 2，在增设拉索之后，结构的总自由

度数仍为 12，但单元数变为 16，平衡矩阵的秩为

12，故 s=4，d=0，结构体系已然发生变化，属第

Ⅱ类结构。

用前述 3 种方法分别计算两种工况下的结构

响应，表 3 和表 4 依次列出了单元内力增量和节点

位移的计算结果。

表 3 和表 4 显示，对工况 1 而言，3 种方法所得

结果相近，这是因为与“伸长位移”δxⅠ相比，“非

伸长机构位移”δxⅡ对几何力的贡献居于主导，这

一点易于验证，此处不作赘述。对工况 2 来说，本

文方法仍满足精度要求，而矩阵力法与非线性矩

阵位移法的计算结果偏差较大，其原因在于在求
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0
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600
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(c) 侧视图(mm)

100 N

100 N

100 N

100 N

(b) 透视图
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(a) 俯视图(mm)

图 3　12单元预应力索杆结构

Fig. 3　A prestressed cable-strut structure with 12 members

(b) 透视图
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3
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图 4　16单元预应力索杆结构（新增拉索索长可控）

Fig. 4　A prestressed cable-strut structure with 16 
members（lengths of four additional 
members are controllable）
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解此问题时，矩阵力法的基本方程组式（47）和式

（52）分别退化为：

( )A
-STF

δn= ( )δq
ST e0

及

AT δx= e0 + F ⋅ δn
不难看出，以上两式为传统力法求解静不定

动定结构的基本方程。换言之，矩阵力法应用于

工况 2 时无法考虑预应力或初始内力的影响，其

计算结果自然与预应力无关，可以预见其求解误

差将随预应力水平的提高而增大。

在本算例中，由平衡矩阵奇异值分解可求得

一组线性无关的自应力模态 Si（i=1， 2， 3， 4）：

S i =[ a1
i  ⋯ a12

i  a13
i  ⋯ a16

i ]T

Si 包含 16 个元素：前 12 个元素对应原有单

元，后 4 个元素对应新增拉索。经计算发现，后 4
个元素之和始终为零，即：

∑
j = 13

16

aj
i = 0 

注 意 到 e0 =[0 ⋯ 0
12

         -10 ⋯ -10
4

 ]T，故

ST e0 = 0。又因为 δq=0，则有：

( )δq
ST e0

= 0

由式（47）和式（52）的退化形式分别解得 δn
=0、δx= ( AT )+ ( e0 + F ⋅ δn )= ( AAT )-1A ⋅ e0，该

结果不随预应力水平系数 ε的变化而变化。

为进一步验证上述结论，用 3 种方法求解不

同预应力水平下（ε∈［1，10］ kN）工况 2 的单元内

力增量，计算结果如图 5~图 8 所示。由图可知，

矩阵力法解得各单元内力增量恒为零，这与考虑

非线性的数值解并不吻合，且其误差随 ε 的增大

而增大；本文方法则始终与非线性矩阵位移法的

计算结果较为接近，且预应力水平越高、结构刚度

越大，其精度越高。

表 4　算例 2节点位移

Table 4　Displacements of nodes in example 2 mm
工况号

工况 1

工况 2

节点编号

节点 1

节点 2

节点 3

节点 4

节点 1

节点 2

节点 3

节点 4

位移 δx
X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

X 向分量

Y 向分量

Z 向分量

矩阵位移法

4.296 8
-5.279 6
-3.440 9

5.279 6
4.296 8

-3.440 9
-4.296 8

5.279 6
-3.440 9
-5.279 6
-4.296 8
-3.440 9

5.115 1
-5.713 8
-3.611 3

5.713 8
5.115 1

-3.611 3
-5.115 1

5.713 8
-3.611 3
-5.713 8
-5.115 1
-3.611 3

矩阵力法

4.326 5
-5.380 1
-3.486 3

5.380 1
4.326 5

-3.486 3
-4.326 5

5.380 1
-3.486 3
-5.380 1
-4.326 5
-3.486 3

9.111 4
-9.111 4
-5.466 8

9.111 4
9.111 4

-5.466 8
-9.111 4

9.111 4
-5.466 8
-9.111 4
-9.111 4
-5.466 8

本文方法

4.318 9
-5.387 7
-3.494 6

5.387 7
4.318 9

-3.494 6
-4.318 9

5.387 7
-3.494 6
-5.387 7
-4.318 9
-3.494 6

5.077 2
-5.778 0
-3.634 8

5.778 0
5.077 2

-3.634 8
-5.077 2

5.778 0
-3.634 8
-5.778 0
-5.077 2
-3.634 8

表 3　算例 2单元内力

Table 3　Internal forces of element in example 2 N

工况

号

工况 1

工况 2

单元编

号

①~④
⑤~⑧
⑨~⑫
①~④
⑤~⑧
⑨~⑫
⑬~⑯

初始内力

n

1 311.3
2 389.5

-2 853.3
1 311.3
2 389.5

-2 853.3
0

内力增量 δn
矩阵位移法

47.196 2
-9.605 4

-120.965 2
31.876 8

-5.826 2
-68.379 9

62.003 3

矩阵力法

45.592 2
-10.242 9

-118.327 6
0
0
0
0

本文方法

46.253 6
-10.390 0

-119.707 8
30.325 1

-6.755 3
-65.954 2

61.136 7

0

5
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预应力水平系数/kN
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内
力
增
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/N

本文方法

矩阵力法

矩阵位移法

图 5　单元①~④内力曲线

Fig. 5　Force curves of ①~④ members

2

0
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−6
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−10

内
力
增
量

/N −2
本文方法

矩阵力法

矩阵位移法

4 5 6 7 8 9 10 1132

预应力水平系数/kN

图 6　单元⑤~⑧内力曲线

Fig. 6　Force curves of ⑤~⑧ members
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5 结  论

（1）本文考虑初始内力的影响，推导了小变

形、线弹性条件下铰接杆系结构静力分析基本方

程组，包括广义平衡方程和广义协调方程两部分，

二者的系数矩阵互为转置且可逆，形式上与静定

动定结构力法分析基本方程一致。特别地，当研

究对象为静定动定结构时，该控制方程组退化为

传统力法基本方程。因此，本文方法是传统力法

考虑初始内力刚化效应的直接推广。

（2）对于静不定或动不动结构，采用本文方

法求解结构的静力响应，可同步获得自应力模态

组合系数和机构位移模态组合系数，有助于从本

质上理解铰接杆系结构抵抗外荷载的机理，力学

概念明确。理论分析及算例均表明，本文给出的

基本方程组比矩阵力法具有更广阔的适用范围，

且结构刚度越大，其计算精度越高。

（3）就算法而言，本文方法基于奇异值分解及

广义逆矩阵理论进行求解，对计算机的存储和计

算能力有较高要求，但随着计算机算力的不断提

升，同样可通过迭代对强几何非线性结构进行静

力分析。
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