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基于理性扩展热力学的L S热声弹性理论框架

李元燮,刘　财
吉林大学地球探测科学与技术学院,长春　１３００２６

摘要:本文基于连续介质力学和理性扩展热力学分析流程,将 L S(LordandShulman)热弹性理论与

声弹性理论相结合,建立 L S热声弹性理论的基本框架,包括运动学、力学与热力学、本构方程与演化方

程、基本场方程四部分.在运动学部分,区分了 Lagrange描述和 Euler描述,以及３种不同的状态和构形,

同时针对热声弹性情况定义了两类从自然状态到初始状态的转变过程;在力学与热力学部分,给出了质量

守恒定律、动量守恒定律、角动量守恒定律、能量守恒定律以及熵产不等式,从而引出经典不可逆热力学的

局限性;在本构方程与演化方程部分,介绍了扩展不可逆热力学原理,并基于理性扩展热力学流程,推导了

从自然状态到初始状态、从初始状态到最终状态的热声弹性本构方程与演化方程,将热流作为本构自变量

并考虑了热流与应变和温度的相关性;在最后一部分给出了基本场方程的运动方程形式和适用于数值模

拟的一阶速度 应力 热流 温度微分方程.
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TheoreticalFrameworkofL SThermoacoustoelasticity
BasedonRationalExtendedThermodynamics

LiYuanxie,LiuCai
CollegeofGeoExplorationScienceandTechnology,JilinUniversity,Changchun１３００２６,China

Abstract:ThispapercombinesL Sthermoelasticitywithacoustoelasticitybasedoncontinuum
mechanicsandanalysisprocessofrationalextendedthermodynamicstoestablishthebasicframeworkof
L Sthermoacoustoelasticity,includingfourcomponents:kinematics,mechanicsandthermodynamics,

constitutiveequationsandevolutionequations,andfundamentalfieldequations．Inthekinematicpart,

LagrangiandescriptionandEuleriandescriptionaredistinguished,aswellasthreedifferentstatesand



configurations,whiletwotypesoftransitionprocessesfromthenaturalstatetotheinitialstateare
definedforthecaseofthermoacoustoelasticity;Inthemechanicsandthermodynamicspart,thelawsof
conservationofmass,conservationofmomentum,conservationofangularmomentum,conservationof
energy,andtheentropyproductioninequalityaregiven,whichleadtothelimitationsofclassical
irreversiblethermodynamics;Inthepartoftheconstitutiveequationsandevolutionequations,the
principleofextendedirreversiblethermodynamicsisintroduced,andtheconstitutiveequationsand
evolutionequationsofthermoacoustoelasticityfromthenaturalstatetotheinitialstateandthosefrom
theinitialstatetothefinalstatearederivedbasedontheprocessofrationalextendedthermodynamics,

takingheatfluxastheconstitutiveindependentvariableandconsideringthecorrelationofheatfluxwith
strainandtemperature;Inthelastpart,theequationsofmotionandthefirstＧordervelocityＧstressＧheat
fluxＧtemperaturedifferentialequationsfornumericalsimulationsaregiven．

Keywords:L Stheory;thermoelasticity;acoustoelasticity;continuum mechanics;rational
extendedthermodynamics

０　引言

随着对地球深层[１]非常规油气资源、深部矿产

资源以及深部地热资源[２]勘探需求和开采深度的增

加,复杂介质中地震波传播的物理机制研究所要考

虑的因素也越来越多.在这些因素之中,温度和压

力的变化对地震波传播特性的影响一直是研究的热

点[３５].前人为了分别研究弹性波传播特性与温度

变化、压力变化的关系,引入了热弹性理论[６１１]和声

弹性理论[１２１６].
热弹性理论研究物体在弹性范围内温度变化和

应力、应变之间的关系.对于热弹性理论而言,热传

导过程自发且不可逆,与熵产有关,等温和绝热条件

假设不复存在,本构关系除了应力和应变之外还需

要考虑温度和熵之间的关系;因为经典热力学理论

仅对热平衡状态有效,不足以描述热弹性过程,所以

需要 利 用 不 可 逆 过 程 的 热 力 学[１７２１]来 描 述[６].

Biot[６]基于不可逆热力学原理和傅里叶热传导定

律,开创了耦合热弹性理论,为热弹性理论的快速发

展和应用奠定了坚实的基础.然而,由于傅里叶热

传导定律是扩散方程,导致热传输方程是抛物型方

程,从而产生热传播速度无穷大的悖论.为克服这

一悖 论,实 现 有 限 的 热 传 播 速 度 (即 第 二 声 效

应[２２]),一些学者提出了广义热弹性理论,如对 L
S(LordＧShulman)理论[７]、G L(GreenＧLindsay)理
论[８]、G N(GreenＧNaghdi)理论[９]等进行研究.其

中,L S 理 论[７] 基 于 修 正 的 傅 里 叶 定 律,即

MaxwellＧCattaneoＧVernotte(MCV)方程[２２２７],通过

引入一个时间常数(热流弛豫时间)来表示建立热传

导稳态所需的时间延迟,使对应的热传输方程是一

个双 曲 型 方 程,热 传 播 具 有 了 波 动 性 质.尽 管

MCV方程是允许第二声效应的最简单、最经典的

方程,然而,它从抛物型方程到双曲型方程的转变过

程并不严格;这是因为不可逆热力学沿用了可逆热

力学的局部平衡假设,即热力学过程的任一时刻熵

产都为正.但在实际情况中,熵是以振荡的形式表

现的,而非单调递增[２８].当热力学过程时间与分子

碰撞中的弛豫时间或电子、声子之间微尺度热化时

间相当时,热力学状态的转变以快速瞬态形式发生,
在此过程中热力学“状态”在移动之前,可能没有足

够的时间达到热力学平衡.结果,热力学过程变得

不可逆,因此局部平衡假设失去依据,必须扩展经典

不可逆热力学的框架,从宏观扩展到介观状态,来解

释快速瞬态效应和短时响应的不可逆性[２９],从根本

上消除傅里叶热传导定律导致的悖论.

２０世纪６０年代以来,处理连续介质的理性热

力学(rationalthermodynamics,RT)提出[３０３１],要
求ClausiusＧDuhem 不等式必须对质量守恒定律、动
量守恒定律、能量守恒定律和本构方程的所有解成

立,通过 ColemanＧNoll流程,ClausiusＧDuhem 不等

式可以作为本构函数通用性的约束,局部平衡不再

需要作为先验假设.理性热力学充分利用了连续介

质力学的物质标架无差异原则,使本构函数必须不

包含惯性项[３２],热力学只需确定传输系数的不等式

(如热导率).Truesdell[３３３４]视理性热力学为非平

衡热力学的真正开端.理性热力学用良好的论据和

对基本原理的澄清丰富了热力学,适当强调了熵不

等式对本构函数形式起到的限制性作用.还有一个
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明确的声明,即熵不等式必须对所有的热力学过程

(即场方程的解)都成立,从而,通过将熵流视为先验

的、与热流无关的本构量,为将 ClausiusＧDuhem 不

等式修改为真正的熵不等式提供了动力[３５３６],并且

通过引入Lagrange乘子来利用熵不等式[３７].这种

改进,即 MüllerＧLiu 流程,成为理性扩展热力学

(rationalextendedthermodynamics,RET)的重要

组成部分.Müller和 Liu的理性扩展热力学填补

了理性热力学与气体动力学之间的空白[３８].
扩 展 不 可 逆 热 力 学 (extendedirreversible

thermodynamics,EIT)[３９４０]是在经典不可逆热力

学的传统之下,用耗散通量作为独立变量的热力学

理论.对于热弹性固体,经典不可逆热力学变量包

括内能、密度、变形张量、绝对温度、熵等,而扩展不

可逆热力学添加了热流以及热流通量(fluxofheatＧ
flux)作为独立变量.Machlup等[４１]发展了取决于

通量的广义熵假设,这构成了扩展不可逆热力学的

基本假设.Nettleton[４２]提出了一种更直接应用于

流体的公式.Müller[３５３６]受分子运动论的启发,独
立地提出了类似的模型.随后,Lambermont等[４３]

重新发现了热传导的广义 Gibbs方程.１９７６年以

后,广义熵假设开始得到广泛认可和接受,激发了许

多研究[４４４８],Jou等[４９５０]和Sieniutycz等[５１]对这些后

续的研究进行了综述.Jou等[４０]提出了扩展不可逆

热力学的理性版本,也称之为理性扩展热力学,这与

Müller和Liu提出的理性扩展热力学存在密切联系.
声弹性理论基于有限变形连续介质力学[５２５４],

从宏观唯象角度研究固体应力状态与弹性波速度之

间的关系.在存在初始应力的固体中,弹性波速度

不仅取决于材料的密度、二阶和三阶弹性常数,还与

固体的初始应力状态有关[５５].声弹性理论的发展

源于测量晶体三阶弹性常数[５６]和多晶材料残余应

力的需要,后来,随着超声波原理与技术应用于测量

三阶弹性常数,声弹性理论逐渐成形[１２１６,５７].
已经有一些学者研究过应力场和热场的耦合作

用.早期的研究基于有限变形弹性理论和耦合热弹

性 理 论,不 涉 及 高 阶 弹 性 常 数[５８６６]. 后 来

Iesan[６７６９]基于这些研究发展了预应力作用下的线

性热弹性理论和非线性热弹性理论.之后又有一些

学者发展了预应力热弹性动力学理论[７０７４].随着

三阶弹性理论和声弹性理论的发展成形,一些学者

在这些理论框架下考虑热效应[１６,７５７８].最近,Chen
等[４]基于声弹性理论和 G L热弹性理论,建立了

声热弹性模型.但截至目前,尚未有学者将扩展不

可逆热力学原理引入预应力作用下的热弹性理论.
本文基于连续介质力学和理性扩展热力学分析

流程,将L S热弹性理论与声弹性理论相结合,建
立L S热声弹性(thermoacoustoelasticity,TAE)
理论的基本框架,包括运动学、力学与热力学、本构

方程与演化方程、基本场方程四部分.基于理性扩

展热力学流程,推导了从自然状态到初始状态、从初

始状态到最终状态的热声弹性本构方程与演化方

程,将热流作为本构自变量并考虑了热流与应变和

温度的相关性;给出了基本场方程的运动方程形式

和适用于数值模拟的一阶速度 应力 热流 温度微

分方程,包括等温形式的方程和绝热形式的方程,并
基于基本场方程进行了平面波分析.

１　L S热声弹性理论框架

在声弹性理论中,根据弹性体机械变形状态,可
以定义 ３ 种状态:自然状态、初始状态和最终状

态[１６],关于问题的描述,详见附录 A．１.在热声弹

性情况下,我们除了考虑３种机械变形状态之外,还
需考虑与之耦合的热状态,即温度、熵、热流的状态.

Gurtin等[７９]指出,如果温度为T [R](上标[R]代表

参考状态)的参考构形对所有扰动渐进稳定,则物体

最终应该在T [R]松弛到未变形的状态,而T [R]同

时也是热力学平衡态温度,即 E →０,T → T[R]

(E 为 应变,T 为温度).此时的参考构形中没有应

力,弹性张量是对称半正定张量,比热容非负.这一

参考构形被称为自然参考构形.在接下来的热声弹

性理论中,我们定义自然状态为无初始应力和初始

应变、无初始热流、系统处于热平衡、温度保持为自

然温度T [N]的状态.从自然状态到初始状态的过

程可以暂且分为比较简单的两类,而初始状态也相

应地存在两类情况.
第一类过程(TypeⅠ):加载热弹性力(固定大

小和方向的纯机械力和/或输入热源),由于在热弹

性模型中机械作用和热作用耦合,因此产生初始应

力、应变、熵变、温度梯度、热流,系统构形改变;假设

在初始状态已经达到热平衡,温度梯度和热流消失.
因此可以定义第一类初始状态:只有初始应力、初始

应变、初始熵和恒定初始温度已知,没有初始热流和

温度梯度分布的初始状态.这个定义有些类似于传

热学的第一类边界条件,即在边界上给定了温度值.
第二类过程(TypeⅡ):加载热弹性力,产生初
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始应力、应变、熵变、温度梯度、热流,系统构形改变;
但在初始状态,新的热平衡尚未建立.因此可以定义

第二类初始状态:具有初始应力、初始应变、初始熵、
初始温度和初始热流的初始状态.同样,这类似于传

热学的第二类边界条件,即在边界上给定了热流值.
以地球深部作为所要研究的连续体,如果选取

某一时刻作为初始时刻,选取该时刻的状态为初始

状态,则从自然状态到初始状态的预变形过程实际

上是第二类过程,因为地球内部总是存在热流和地

温梯度.
我们在此约定,变量的上标[N]、[I]、[F]分别

表示所处的自然状态、初始状态和最终状态.向量

χ、X、x 分别代表质点位置的自然坐标表示、初始坐

标表示和最终坐标表示;３个向量在各自构形中的

分量分别用希腊文下标、大写罗马文下标和小写罗

马文下标表示.在本文中,除非特别强调,对物理量

和物理定律一致使用Lagrange描述.
１．１　运动学关系和守恒定律

连续介质力学理论框架主要分为三部分:运动

学、守恒定律和本构关系.热弹性理论、声弹性理论

和热声弹性理论都是在该理论框架下构建的,并且

在运动学部分和守恒定律中的质量守恒定律、动量

守恒定律以及角动量守恒定律部分,热声弹性理论

与声弹性理论一致.我们将 L S热声弹性理论的

运动学和守恒定律的相关方程写出如下,其推导过

程参见附录 A．２、A．３.
应变 位移关系:

[N]→ [I],E[I]
αβ ＝

１
２ u[I]

α,β ＋u[I]
β,α ＋u[I]

γ,αu[I]
γ,β( ) ;

[I]→ [F],ΔEαβ ＝E[F]
αβ －E[I]

αβ ≈

　 １
２ Δuα,β ＋Δuβ,α ＋u[I]

γ,αΔuγ,β ＋Δuγ,αu[I]
γ,β( ) .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１)
式中:[N]→ [I]表 示 从 自 然 状 态 到 初 始 状 态;
[I]→[F]表示从初始状态到最终状态;α,β,γ＝χ,

φ,ζ ,为自然参考构形的坐标轴;“,α ”、“,β”表示

对参考坐标的偏导数;u[I]
α 为初始位移分量;E[I]

αβ 为

初始应变分量;E[F]
αβ 为最终应变分量;ΔEαβ 为增量

应变分量;Δuα 为增量位移分量.采用爱因斯坦重

复指标隐式求和的约定.
质量守恒定律:

　 [N]→ [I],

　ρ
[I] ≅ ρ

[I]

１＋e[I]
ηη

≈ρ
[N] １－e[I]

NN( ) . (２)

式中:ρ
[N]、ρ

[I]分别为物体在自然状态、初始状态的

密度;e[I]
ηη 和e[I]

NN 分别为e[I]
αβ 和e[I]

IJ 的体积应变分量.

e[I]
αβ 为E[I]

αβ 的线性项,即e[I]
αβ ＝

１
２ u[I]

α,β ＋u[I]
β,α( ) ;

e[I]
IJ I,J＝X,Y,Z( ) 为 E[I]

IJ 的 线 性 项,即 e[I]
IJ ＝

１
２ u[I]

I,J ＋u[I]
J,I( ) .由于采用重复指标求和约定,因

此有e[I]
ηη ＝e[I]

χχ ＋e[I]
ψψ ＋e[I]

ζζ ,e[I]
NN ＝e[I]

XX ＋e[I]
YY ＋e[I]

ZZ .
动量守恒定律:

[N]→ [I],σ[I]
IJ,J ＋ρ

[I]f[I]
I ＝０;

[I]→ [F], ΔTPK２
IJ ＋δIKσ[I]

IJΔuI,K( ) ,J ＋ρ
[I]ΔfI ＝

　ΔTPK１
IJ,J ＋ρ

[I]ΔfI ＝ρ
[I]ΔüI.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)
式中:σ[I]

IJ 为Cauchy初始应力分量;f[I]
I 为初始状

态下单位质量的体力分量;ρ
[I]f[I]

I 为初始状态下单

位体积的体力分量;ΔTPK１
IJ 、ΔTPK２

IJ 分别为增量第一

类 PiolaＧKirchhoff应 力 分 量、增 量 第 二 类 PiolaＧ
Kirchhoff应力分量;δIK 为克罗内克张量分量;

ΔfI 为导致叠加运动的动态体力分量;I,J,K ＝
X,Y,Z ;变量上方两点表示二阶时间导数.

角动量守恒定律:
[N]→ [I] 或[I]→ [F]( ) :

　σIJ ＝σJI;

　TPK２
IJ ＝TPK２

JI ;

　TPK１
IJ FJI ＝FIJTPK１

JI .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４)

式中,FIJ 为任意两种构形之间的变形梯度分量.
式(４)忽略了表示状态的上标,因为它对所有状态都

成立.
热力学第一定律(能量平衡方程):

TypeⅠ:[I],ρ
[I]U

􀅰[I]
s ＝σ[I]

IJe
􀅰[I]
IJ .

TypeⅡ:[I],ρ
[I]U

􀅰[I]
s ＝σ[I]

IJe
􀅰[I]
IJ －q[I]

K,K ＋ρ
[I]R[I]

s ;

[F],ρ
[F]U

􀅰[F]
s ＝TPK２[F]

IJ E
􀅰[F]
IJ －q[F]

K,K ＋ρ
[F]R[F]

s .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)
式中:TypeⅠ 表示第一类过程;TypeⅡ 表示第二

类过程;U[I]
s 、U[F]

s 分别为初始状态、最终状态的比内

能;变量上方一点表示一阶时间导数;q[I]
K 、q[F]

K 分别

为初始状态、最终状态下,以初始参考构形表面单位

面积为量度的热流分量;R[I]
s 为从自然状态到初始状

态变化过程中单位时间内单位质量的热供(比热供);

R[F]
s 为最终状态单位时间内单位质量的热供.

热力学第二定律(ClausiusＧDuhem 不等式):
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TypeⅡ:[I],ρ
[I]ψ

􀅰[I]
s ＋S[I]

s T
􀅰 [I]( ) －σ[I]

IJe
􀅰[I]
IJ ＋

１
T[I]q

[I]
KT[I]

,K ＝－T[I]ζS[I]
s ≥０;

　[F],ρ
[F]

ψ
􀅰[F]

s ＋S[F]
s T

􀅰 [F]
( ) －TPK２[F]

IJ E
􀅰[F]
IJ ＋

　　 １
T[F]q

[F]
K T[F]

,K ＝－T[F]
ζ

S[F]
s ≥０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(６)
式中:ψ

[I]
s 、ψ

[F]
s 分别为初始状态、最终状态的比亥

姆霍兹自由能,满足ψ
[I]
s ＝U[I]

s －T[I]S[I]
s 、ψ

[F]
s ＝

U[F]
s －T[F]S[F]

s ;S[I]
s 、S[F]

s 分别为初始状态、最终状

态的比熵;T[I]、T[F] 分别为初始状态、最终状态的

温度;ζS[I]
s 、ζS[F]

s 分别为初始状态、最终状态的熵产.
１．２　基于理性扩展热力学的L S热声弹性本构方

程和演化方程

　　L S热弹性理论基于热传导的 MCV方程:

qI ＋τIJq
􀅰
J ＝－KIJT,J. (７)

式中:τIJ 为热流弛豫时间张量分量;KIJ 为热导率

张量分量.式(７)忽略了状态和构形变化.MCV
方程通过引入热流弛豫时间,克服了傅里叶热传导

定律导致的热扰动传播速度无穷大的悖论;但得到了

电报形式的双曲型热传输方程,从而导致熵产不再保

持非负性.问题原因在于 MCV方程违反了经典不

可逆热力学的基本假设———局部平衡假设,从而未能

超越经典不可逆热力学的局限性.详见附录A．４.
由于经典不可逆热力学的局限性,一些学者将

其从宏观扩展到介观状态,称为扩展不可逆热力

学[３９４０].扩展不可逆热力学原理参见附录 A．５．１.
其主要思想是用耗散通量作为本构关系中的额外自

变量.因为在高频情况下,耗散通量一般是快速变

量,经过短暂的弛豫时间之后恢复到局部平衡值,因
此在小时间尺度内将其作为自变量是合理的.对于

热弹性理论而言,耗散通量即热流和热流的通量.

Jou等[４０]基于扩展不可逆热力学的标准描述,采用

理性热力学[８０ ８１]方法,提出了理性描述,即理性扩

展热力学.理性扩展热力学提供了基于扩展不可逆

热力学推导连续介质本构方程的流程,由于使用了

Lagrange乘数,使得公式形式更为优雅.
我们根据Jou等[３９]的流程,基于理性扩展热力

学推导热声弹性本构方程和演化方程,流程参见附录

A．５．２.对此,我们只关注从初始状态到最终状态的

过程.在各向同性情况下,可以得到以下本构方程.
应力本构方程:

TPK２[F]
IJ ＝TPK２

IJ (t＝t[F])＝

ρ
[F]∂ψs[EIJ(t),θ(t),qK(t),t]

∂EIJ(t)
t＝t[F]

θ
􀅰(t)＝０

q
􀅰
K (t)＝０

. (８)

式中:t为时间;θ为非平衡温度.当t＝０时,θ(０)＝
T[I],qK(０)＝q[I]

K ,ψs[EIJ(０),θ(０),qK(０),０]＝ψ
[I]
s ;

当t＝t[F]即最终时刻时,θ(t[F])＝T[F],qK(t[F])＝
q[F]

K ,ψs[EIJ(t[F]),θ(t[F]),qK(t[F]),t[F]]＝ψ
[F]
s .

式(８)右端的偏导项表示在非平衡温度不变、热流不

变的情况下的最终时刻的值.
熵本构方程:

S[F]
s ＝Ss(t＝t[F])＝

　 －
∂ψs(EIJ(t),θ(t),qK(t),t)

∂θ(t)
t＝t[F]

E
􀅰
IJ(t)＝０

q
􀅰
K (t)＝０

. (９)

　　熵流本构方程:

JS[F]
s

K ＝JSs
K (t＝t[F])＝

qK
[F]

θ[F] . (１０)

式中,JSs
K 为广义熵流向量的分量.

热流产本构方程:

ζ
q

[F]
K

K ＝－
q

[F]

K

τ[F]. (１１)

式中,ζ
q

[F]
K

K 为热流产(productionofheatＧflux)向量

的分量;τ[F] 为各向同性热流弛豫时间.
而如果考虑压热效应,即热流与应变相关,则有

热流的演化方程为

q
􀅰[F]
I ＝－

da[RET](t)
dθ(t) t＝t[F]

θ[F]
,I －b[F]q[F]

I －

∂qI(t)
∂EJK(t)t＝t[F]

E[F]
JK －

∂qI(t)
∂θ(t) t＝t[F]

θ[F]. (１２)

其中:

b[F]＝
１

τ[F];
da[RET](t)

dθ(t) t＝t[F]
＝b[F]K[F].

(１３)
式中,K[F] 为各向同性热导率.

如果 初 始 非 平 衡 温 度 梯 度 为 ０,即 θ[I]
,I ＝

∂θ
∂XI t＝０

＝T[I]
,I ＝０,则有

q[I]
I ＝qI(t＝０)＝０;

∂qI(t)
∂EJK(t)t＝０

＝０;

∂qI(t)
∂θ(t) t＝０

＝０.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１４)

１．３　本构方程和演化方程的线性化

线性热弹性本构方程基于以下假设:１)参考构

形的温度为T[R] ;２)T 处处接近T[R] ;３)位移梯度
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和 ÑT/T[R] 处处趋于０;４)考虑到快速瞬态过程,

参考构形中q[R]
R ＝q

􀅰[R]
R ＝０(下标R 代表参考构形(自

然、初始或最终构形)坐标轴).对于热声弹性情况,
假定物体在初始状态和最终状态都是热超弹性的,
移除外部载荷后,会恢复到自然状态.而且,泰勒展

开式应当保留应变三阶项.

１．３．１　从自然状态到初始状态

对于从自然状态到初始状态的过程,我们假定

存在一个基于耦合热弹性理论的静态变形过程,服
从傅里叶定律,不涉及扩展不可逆热力学.于是,以
自然构形为参考构形,初始状态下亥姆霍兹自由能

的本构方程可以表示为

ρ
[N]
ψ

[I]
s ＝

１
２C[iso][N]

αβγδ E[I]
αβE

[I]
γδ ＋M[N]

αβ (T[I]－T[N])－

１
２ρ

[N]c
[E][N]
s

T[N] (T[I]－T[N])２＋

１
６C[iso][N]

αβγδεη E[I]
αβE

[I]
γδE[I]

εη ＋􀆺　 　

(１５)
其中:

ψ
[I]
s ＝ψs(E[I]

αβ ,T[I])－ψs(０,T[N])＝
　　ψs(E[I]

αβ ,T[I])－０;

C[iso][N]
αβγδ ＝ρ

[N]∂２ψs(E[I]
αβ ,T[I])

∂E[I]
αβ∂E

[I]
γδ

E[I]
αβ ＝０

T[I]＝T[N]

T
􀅰[I]＝０

;

C[iso][N]
αβγδεη ＝ρ

[N]∂２ψs(E[I]
αβ ,T[I])

∂E[I]
αβ∂E

[I]
γδ∂E[I]

εη

E[I]
αβ ＝０

T[I]＝T[N]

T
􀅰[I]＝０

;

M[N]
αβ ＝ρ

[N]∂２ψs(E[I]
αβ ,T[I])

∂T[I]∂E[I]
αβ

E[I]
αβ ＝０

T[I]＝T[N]

E
􀅰[I]
αβ ＝０

＝

　－C[iso][N]
αβγδ

∂E[I]
γδ

∂T[I]
T
􀅰PK２αβ ＝０

＝－C[iso][N]
αβγδ

α[S][N]
γδ ;

c[E][N]
s ＝－T[N]∂２ψs(E[I]

αβ ,T[I])
∂T[I]∂T[I]

E[I]
αβ ＝０

T[I]＝T[N]

E
􀅰[I]
αβ ＝０

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１６)
式中:C

[iso][N]
αβγδ

为自然状态下参考自然坐标系的等温二

阶弹性张量分量;M[N]
αβ 为自然状态下的热应力张量分

量;C[iso][N]
αβγδεη 为自然状态下的等温三阶弹性张量分量;

c[E][N]
s 为自然状态下的定容比热容;α[S][N]

γδ 为定压热膨

胀张量分量,上标 [S]表示恒定应力条件(定压).
等温三阶弹性张量具有类似于等温二阶弹性张

量的对称性.为了简单起见,可以用 Voigt缩写符

号来表示C[iso][N]
αβγδ 和C[iso][N]

αβγδεη ,即１１→１,２２→２,３３→
３,３２(２３)→４,１３(３１)→５,２１(１２)→６.一些三阶弹

性常数给出如下[１５１６,８２]:

C[iso][N]
１２３ ＝ν１＝２C;

C[iso][N]
１４４ ＝C[iso][N]

２５５ ＝C[iso][N]
３６６ ＝ν２＝B;

C[iso][N]
４５６ ＝ν３＝

A
４

;

C[iso][N]
１２２ ＝C[iso][N]

２３３ ＝C[iso][N]
１１２ ＝

　　C[iso][N]
２２３ ＝C[iso][N]

１３３ ＝C[iso][N]
１１３ ＝ν１＋２ν２＝

　　２B＋２C;

C[iso][N]
１６６ ＝C[iso][N]

２６６ ＝C[iso][N]
２４４ ＝

　　C[iso][N]
３４４ ＝C[iso][N]

１５５ ＝C[iso][N]
３５５ ＝ν２＋２ν３＝

　　B＋
A
２

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１７)
式中:ν１,ν２,ν３ 为 Thurston等[１５]采用的表示三阶

弹性常数的符号;A、B、C 为 Winkler等[８２]采用的

表示三阶弹性常数的符号.
根据式(１６)(１７),可以写出以自然构形为参考

构形的初始应力本构方程:
TPK２[I]

αβ ＝C[iso][N]
αβγδ e[I]

γδ ＋M[N]
αβ T[I]－T[N]

( ) .
(１８)

声弹性理论中只保留线性项,忽略初始应力表达式

中的三阶弹性常数项,并将初始应变视为小应变.
我们在热声弹性理论中沿用这些假设,用e[I]

γδ 代替

E[I]
γδ .而以初始构形作为参考构形的本构方程对我

们而言更为重要,它可以写成

σ[I]
IJ ＝C[iso][N]

IJKL e[I]
KL ＋M[N]

IJ T[I]－T[N]
( ) . (１９)

式中,C[iso][N]
IJKL 为自然状态下参考初始坐标系的等温

二阶弹性张量分量,与C[iso][N]
αβγδ 之间的关系由 Pao

等[１６]给出:

C[iso][N]
IJKL ＝δIαδJβδKγδLδ􀅰C[iso][N]

αβγδ . (２０)
而自然状态下参考初始坐标系的热应力张量分量

M[N]
IJ 表示为

M[N]
IJ ＝

１
J[NI]F

[NI]
Iα F[NI]

Jβ M[N]
αβ ＝－C[iso][N]

IJKL α[S][N]
KL .

(２１)
式中,J[NI]为 自 然 状 态—初 始 状 态 变 形 梯 度 的

Jacobi行列式,上标 [N I]表示从自然参考构形到

初始参考构形的变形过程.
以初始构形为参考构形,初始熵的本构方程为

　ρ
[I]S[I]

s ＝－M[N]
IJe[I]

IJ ＋ρ
[I]c[E][N]

s

T[I] T[I]－T[N]
( ) .

(２２)
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由于基于耦合热弹性模型建立本构方程,初始

热流作为状态函数而非自变量,对于第一类过程而

言,不存在初始热流,因此只有在第二类过程中存在

初始热流的本构方程.以自然构形为参考构形,第
二类过程中初始热流的本构方程可以表示为

q[I]
α ＝Υ[iso][N]

αβγ e[I]
βγ ＋Π[E][N]

α (T[I]－T[N])－
K[N]

αβ (T[I]－T[N]),β.
(２３)

式中:Υ[iso][N]
αβγ 为自然状态下的等温热流 应变模量

张量的分量;Π[E][N]
α 自然状态下的定容热流 温度

模量向量的分量.它们分别定义为:

Υ[iso][N]
αβγ ＝

∂q[I]
α

∂E[I]
βγ T[I]＝T[N]

;

Π[E][N]
α ＝

∂q[I]
α

∂T[I]
E
􀅰[I]
βγ ＝０

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２４)

关于这两个模量,还有待于日后在物理模拟方面开

展更多研究.
式(２３)表明考虑了压热效应,即初始热流导致

的非均匀初始温度分布(初始温度梯度)与应变相

关.如果初始温度分布是均匀的,则不存在热流,式
(２４)中的两个模量都为０,式(２３)退化为傅里叶热

传导定律.而关于地温梯度/热流密度与地层压力

之间的关系,还有待于今后开展深入研究.

１．３．２　从初始状态到最终状态

从初始状态到最终状态,我们视为基于 L S
理论的热弹性动态变形过程.最终状态处于热力学

非平衡态,因此使用非平衡温度作为本构变量.而且

我们承认快速瞬态热力学过程存在的可能性,基于扩

展不可逆热力学原理,将增量热流作为本构变量.
以初始构形作为参考构形,参照式(１５),得到增

量亥姆霍兹自由能的本构方程:

ρ
[I]ψs＝ρ

[I]ψ
[F]
s －ρ

[I]ψ
[I]
s ＝

　 １
２C[iso][I]

IJKL ΔEIJΔEKL ＋M[I]
IJΔEIJΔϑ－

　 １
２ρ

[I]c
[E][I]
s

T[I] Δϑ２＋Ξ[I]
RIJΔEIJΔqR ＋

　 ρ
[I] ∂２ψ

[I]
s

∂θ[F]∂q[F]
I

ΔϑΔqI ＋

　 １
２ρ

[I] ∂２ψ
[I]
s

∂q[F]
I ∂q[F]

J
ΔqIΔqJ ＋

　 １
６C[iso][I]

IJKLMNΔEIJΔEKLΔEMN ＋􀆺 (２５)

式中:C[iso][I]
IJKL 为初始状态下参考初始坐标系的等温

二阶弹性张量分量;ΔEIJ ＝E[F]
IJ －E[I]

IJ ,为从初始

状态到最终状态的增量应变分量;Δϑ＝θ[F]－T[I] ,
为从初始状态到最终状态的增量温度;c[E][I]

s 为初

始状态下的定容比热容;Ξ[I]
RIJ(I,J,R＝X,Y,Z)为

初始状态下的一个模量张量的分量;ΔqI ＝q[F]
I －

q[I]
I ,为从初始状态到最终状态的增量热流分量;

C[iso][I]
IJKLMN 为初始状态下参考初始坐标系的等温三阶

弹性张量分量.它们分别定义为:

C[iso][I]
IJKL ＝ρ

[I]∂
２ψs E[F]

IJ ,θ[F]
( )

∂E[F]
IJ∂E[F]

KL

E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]
＝T[I]

θ
􀅰[F]

＝０

;

M[I]
IJ ＝ρ

[I]∂
２ψs E[F]

IJ ,θ[F]
( )

∂θ[F]∂E[F]
IJ

E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]
＝T[I]

＝

　　　　　－C[iso][I]
IJKL α[S][I]

KL ;

α[S][I]
KL ＝

∂E[F]
IJ

∂θ[F]
T
􀅰PK２[F]
IJ ＝０

;

c[E][I]
s ＝－T[I]∂

２ψs E[F]
IJ ,θ[F]

( )

∂θ[F]∂θ[F]
E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]＝T[I]

E
􀅰[F]
IJ ＝０

;

Ξ[I]
RIJ ＝ρ

[I]∂
２ψs E[F]

IJ ,θ[F]
( )

∂E[F]
IJ∂q[F]

R

E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]
＝T[I]

θ
􀅰[F]

＝０

;

C[iso][I]
IJKLMN ＝ρ

[I]∂
２ψs E[F]

IJ ,θ[F]
( )

∂E[F]
IJ∂E[F]

KL∂E[F]
MN

E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]
＝T[I]

θ
􀅰[F]

＝０

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２６)
增量应力的本构方程为

ΔTPK２
IJ ＝C[iso][I]

IJKL ΔEKL ＋M[I]
IJΔϑ＋

Ξ[I]
RIJΔqR ＋

１
２C[iso][I]

IJKLMNΔEKLΔEMN . (２７)

考虑动量守恒定律(式(３)),我们可以得到

ρ
[I]ΔüI ≈ ΔTPK２

IJ ＋δIKσ[I]
IJΔuI,K( ) ,J ＋ρ

[I]ΔfI ＝
C[iso][eqv][I]

IJKL ＋δIKσ[I]
JL( ) ΔuK,L[ ＋

M[I]
IJΔϑ＋Ξ[I]

RIJΔqR( ) ] ,J ＋ρ
[I]ΔfI.

(２８)
其中[１６],

C[iso][eqv][I]
IJKL ＝C[iso][I]

IJKL ＋C[iso][I]
IJKLMN ≈

C[iso][N]
IJKL １－e[I]

NN( ) ＋C[iso][N]
IJKLMNe[I]

MN ＋
C[iso][N]

MJKL u[I]
I,M ＋C[iso][N]

IMKL u[I]
J,M ＋

C[iso][N]
IJML u[I]

K,M ＋C[iso][N]
IJKM u[I]

L,M .
(２９)

我们可以用式(２９)定义初始状态下的等效热应

力张量分量M[eqv][I]
IJ :
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M[eqv][I]
IJ ＝－C[iso][eqv][I]

IJKL α[S][I]
KL . (３０)

上标 [eqv]表示“等效”.这一张量将在熵本构方程

的线性化过程中发挥重要作用.值得注意的是,

M[eqv][I]
IJ 是对称正定张量分量,但并不一定是对角张

量分量,只有当弹性系数矩阵对称性高于正交各向

异性(包括正交各向异性)时,可以将其视为对角张

量分量.

C[iso][eqv][I]
IJKL 的对称性与等温弹性张量分量相同,

满 足 C[iso][eqv][I]
IJKL ＝ C[iso][eqv][I]

JIKL ＝ C[iso][eqv][I]
IJLK ＝

C[iso][eqv][I]
KLIJ . 它在声弹性理论中发挥重要的作用,被

称为(等温)等效声弹性刚度张量分量,在等温情况

下,等效声弹性刚度张量将使应力 应变本构关系式

变为线性本构关系式.于是,式(２７)在热声弹性理

论中通常写成以下形式,以与热弹性力学相类比:

ΔTPK２
IJ ＝C[iso][eqv][I]

IJKL ΔuK,L ＋M[I]
IJΔϑ＋Ξ[I]

RIJΔqR.

(３１)
也可以得到第一类 PiolaＧKirchhoff增量应力

的本构方程:

ΔTPK１
IJ ＝ C[iso][eqv][I]

IJKL ＋δIKσ[I]
JL( ) ΔuK,L ＋M[I]

IJΔϑ＋
Ξ[I]

RIJΔqR ＝A[iso][I]
IJKL ΔuK,L ＋M[I]

IJΔϑ＋Ξ[I]
RIJΔqR.

(３２)
式中,A[iso][I]

IJKL 为初始状态下的等温波传播系数张量

分量.注 意,TPK１
IJ 并 非 对 称 张 量 分 量[８３],因 为

A[iso][I]
IJKL 包含初始应力项,并不具有C[iso][I]

IJKL 和Γ[iso][I]
IJKL

的对称性,只有 A[iso]
IJKL ＝A[iso]

KLIJ .因此使用通常的

Voigt缩写符号严格来讲是不合适的,Pao等[５７]扩

展了 Voigt表示法,为１１→１,２２→２,３３→３,２３→４,

３１→５,１２→６,３２→７,１３→８,２１→９.在推广到各向

异性的情况时需要对剪切应力加以区分.如果使用

对称张量分量TPK２
IJ 来表示,则需要额外计算位移的

梯度来表示变形梯度.
增量熵的本构方程可以表示为

ρ
[I]ΔSs＝－M[I]

IJΔEIJ ＋ρ
[I]c[E][I]

s

T[I] Δϑ＋

ρ
[I] ∂Ss(t)

∂qR(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷

E[F]
IJ ＝E[I]

IJ

θ[F]
＝T[I]

ΔqR.
(３３)

从初始状态到最终状态,热流由 MCV 方程控

制,同时考虑了热流与应变和温度的相关性;但是热

流作为本构变量而非本构响应函数.增量热流表示

为

　ΔqI ＋τ[I]
IJΔq

􀅰
J ＝

－ Υ[iso][I]
IMN ΔEMN ＋Π[E][I]

I Δϑ＋K[I]
IJΔϑ,J( ) .

(３４)
温度的演化方程为

ρ
[I]c[E][I]

s Δϑ
􀅰
＝－ΔqI,I ＋T[I]M[I]

IJΔE
􀅰

IJ ＋ρ
[I]ΔRs.

(３５)
式中,ΔRs 为从初始状态到最终状态的比热供.利

用M[eqv][I]
IJ ,式(３５)可以改写为

　ρ
[I]c[E][I]

s Δϑ
􀅰
＝

－ΔqI,I ＋T[I]M[eqv][I]
IJ Δu

􀅰
I,J ＋ρ

[I]ΔRs. (３６)

１．４　热声弹性基本场方程

根据式(３２)(３４)(３６),基于 L S理论的热声

弹性场方程组表示为:

A[iso][I]
IJKL ΔuK,LJ ＋M[I]

IJΔϑ,J ＋Ξ[I]
RIJΔqR,J ＋

　　ρ
[I]ΔfI ＝ρ

[I]ΔüI;

ρ
[I]c[E][I]

s Δϑ
􀅰
＝－ΔqI,I ＋T[I]M[eqv][I]

IJ Δu
􀅰
I,J ＋

　　ρ
[I]ΔRs;

ΔqI ＋τ[I]
IJΔq

􀅰
J ＝

　　－(Υ[iso][I]
IMN ΔuM,N ＋Π[E][I]

I Δϑ＋K[I]
IJΔϑ,J).

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(３７)
根据式(３７),消去热流,可以得到热传输方程,如果

忽略Ξ[I]
RIJ 、Υ[iso][I]

IMN 和Π[E][I]
I ,其各向同性形式即L

S理论中的热传输方程.我们将其各向异性形式写

为:

A[iso][I]
IJKL ΔuK,LJ ＋M[eqv][I]

IJ Δϑ,J ＋ρ
[I]ΔfI ＝ρ

[I]ΔüI;

K[I]
IJΔϑ,IJ ＝ρ

[I]c[E][I]
s δIJΔϑ

􀅰
＋τ[I]

IJΔϑ̈( ) －

　　　T[I]M[eqv][I]
IJ Δu

􀅰
I,J ＋τ[I]

IJΔüI,J( ) ＋ρ
[I]ΔRs.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３８)
但是在本文中热流扮演重要的角色,应在基本

方程中体现出来.
由于Ξ[I]

RIJ 、Υ[iso]
IMN 和Π[E][I]

I 物理意义尚不明确,
如果将其忽略,式(３７)将简化为:

A[iso][I]
IJKL ΔuK,LJ ＋M[I]

IJΔϑ,J ＋ρ
[I]ΔfI ＝ρ

[I]ΔüI;

ρ
[I]c[E][I]

s Δϑ
􀅰
＝－ΔqI,I ＋T[I]M[eqv][I]

IJ Δu
􀅰
I,J ＋

　　　ρ
[I]ΔRs;

ΔqI ＋τ[I]
IJΔq

􀅰
I ＝－K[I]

IJΔϑ,J.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３９)
对于地震波场正演模拟而言,一阶速度 应力微

分方程相比于二阶热声弹性运动方程,计算效率更

高.在正演模拟过程中我们得到的是 Lagrange描

述的物理量,但对于实际应用而言,Euler描述的物
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理量更有价值,因此可能需要视情况在两种物理量

之间进行转换.在热声弹性情况中,具有潜在应用

价值的演化方程包括热流和温度演化方程,应当列

入耦合的一阶微分方程组中.接下来介绍两种形式

的一阶速度 应力 热流 温度微分方程.

１．４．１　等温形式的一阶速度 应力 热流 温度微分

方程

　　考虑二维情况,一阶速度 应力 热流 温度微分

方程可以写为以下形式.
速度分量:

v
􀅰
X ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
XX,X ＋ΔTPK１

XZ,Z －ΔfX( ) ＝ΦX ;

v
􀅰
Z ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
ZX,X ＋ΔTPK１

ZZ,Z －ΔfZ( ) ＝ΦZ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４０)
正应力分量:

ΔT
􀅰

PK１
XX ＝ A[iso][I]

１１ vX,X ＋A[iso][I]
１３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

１８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
１５ vZ,X ) ＋M[I]

１１Δϑ
􀅰
＋ Ξ[I]

１１１Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

１１３Δq
􀅰
Z( ) ＋

　Δf
􀅰
XX;

ΔT
􀅰

PK１
ZZ ＝ A[iso][I]

３１ vX,X ＋A[iso][I]
３３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

３８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
３５ vZ,X ) ＋M[I]

３３Δϑ
􀅰
＋ Ξ[I]

３３１Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

３３３Δq
􀅰
Z( ) ＋

　Δf
􀅰
ZZ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(４１)
剪切应力分量:

ΔT
􀅰

PK１
XZ ＝A[iso][I]

８１ vX,X ＋A[iso][I]
８３ vZ,Z ＋ A[iso][I]

８８ vX,Z ＋(

A[iso][I]
８５ vZ,X ) ＋ Ξ[I]

１３１Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

１３３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
XZ;

ΔT
􀅰

PK１
ZX ＝A[iso][I]

５１ vX,X ＋A[iso][I]
５３ vZ,Z ＋ A[iso][I]

５８ vX,Z ＋(

A[iso][I]
５５ vZ,X ) ＋ Ξ[I]

３１１Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

３１３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
ZX.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(４２)
热流分量:

Δq
􀅰
X ＝－

１
τ[I]

１１
[(Υ[iso][I]

１１１ ΔuX,X ＋Υ[iso][I]
１３３ ΔuZ,Z)＋

(Υ[iso][I]
１１３ ΔuX,Z ＋Υ[iso][I]

１３１ ΔuZ,X)＋
Π[E][I]

１ Δϑ＋K[I]
１１Δϑ,X ＋ΔqX];

Δq
􀅰
Z ＝－

１
τ[I]

３３
[(Υ[iso][I]

３１１ ΔuX,X ＋Υ[iso][I]
３３３ ΔuZ,Z)＋

(Υ[iso][I]
３１３ ΔuX,Z ＋Υ[iso][I]

３３１ ΔuZ,X)＋
Π[E][I]

３ Δϑ＋K[I]
３３Δϑ,Z ＋ΔqZ].

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(４３)

　　温度:

Δϑ
􀅰
＝－

１
ρ

[I]c[E][I]
s

ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　 T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
M[eqv][I]

１１ vX,X ＋M[eqv][I]
３３ vZ,Z( ) ＋

ΔRs

c[E][I]
s

.

(４４)
上述方程中,应力分量的本构方程是用 A[iso]

IJKL

表示的,因此可以称为等温形式的一阶速度 应力

热流 温度微分方程组.然而由A[iso]
IJKL 决定的等温

波速并不出现在热声弹性耦合过程中,只有在设定

非耦合情况(即热膨胀系数或热应力张量为０)时,
等温波速才会出现.

１．４．２　绝热形式的一阶速度 应力 热流 温度微分

方程组

　　实际上,在热弹性情况下,等温压缩(pressure,

P)波速度的作用由绝热 P波速度所替代[８４ ８５],而
剪切(shear,S)波不受热效应影响.考虑各向同性

情况,绝热 P波速度与等温 P波速度之间的关系

为:

v[adi][N]
P ＝ v[iso][N]

P
２＋b[N]２ ;

b[N]２＝
M[N]２T[N]

ρ
[N]２c[E][N]

s
.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４５)

式中,v[adi][N]
P 为 自 然 状 态 下 的 绝 热 P 波 速 度;

v[iso][N]
P 为自然状态下的等温P波速度.v[iso][N]

P 由自

然状态下的等温弹性系数决定,v[adi][N]
P 由自然状态

下的绝热弹性系数决定,即

v[adi][N]
P ＝

λ[N]＋２μ
[N]

ρ
[N] ＋

M[N]２T[N]

ρ
[N]２c[E][N]

s
. (４６)

式中,λ[N] 和μ
[N] 为自然状态下的拉梅系数.于

是,自然状态下的绝热弹性系数可以表示为:

C[adi][N]
１１ ＝C[iso][N]

１１ ＋
M[N]２

１１ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
;

C[adi][N]
１２ ＝C[iso][N]

１２ ＋
M[N]

１１ M[N]
２２ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
;

C[adi][N]
１３ ＝C[iso][N]

１３ ＋
M[N]

１１ M[N]
３３ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
;

C[adi][N]
２２ ＝C[iso][N]

２２ ＋
M[N]２

２２ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
;

C[adi][N]
２３ ＝C[iso][N]

２３ ＋
M[N]

２２ M[N]
３３ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
;

C[adi][N]
３３ ＝C[iso][N]

３３ ＋
M[N]２

３３ T[N]

ρ
[N]c[E][N]

s
.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(４７)
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对于初始状态,可以将上标[N]换为[I],从而,可以

得 到 初 始 状 态 下 的 绝 热 波 传 播 系 数 张 量 分 量

A[adi][I]
IJKL :

A[adi][I]
IJKL ＝C[adi][eqv][I]

IJKL ＋δIKσ[I]
JL . (４８)

式(４０)—(４４)可以改写成用A[adi][I]
IJKL 表示的形

式,称为绝热形式的一阶速度 应力 热流 温度微分

方程组.为了简单起见,考虑二维情况:

v
􀅰
X ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
XX,X ＋ΔTPK１

XZ,Z －ΔfX( ) ＝ΦX;

v
􀅰
Z ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
ZX,X ＋ΔTPK１

ZZ,Z －ΔfZ( ) ＝ΦZ;

T
􀅰

PK１
XX ＝ A[adi][I]

１１ vX,X ＋A[adi][I]
１３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

１８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
１５ vZ,X ) －

M[I]
１１

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　 Ξ[I]
１１１Δq

􀅰
X ＋Ξ[I]

１１３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
XX;

ΔT
􀅰

PK１
ZZ ＝ A[adi][I]

１３ vX,X ＋A[adi][I]
３３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

３８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
３５ vZ,X ) －

M[I]
３３

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　 Ξ[I]
１３３Δq

􀅰
X ＋Ξ[I]

３３３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
ZZ;

ΔT
􀅰

PK１
XZ ＝A[iso][I]

１８ vX,X ＋A[iso][I]
３８ vZ,Z ＋ A[iso][I]

８８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５８ vZ,X ) ＋ Ξ[I]

１１３Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

１３３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
XZ;

ΔT
􀅰

PK１
ZX ＝A[iso][I]

１５ vX,X ＋A[iso][I]
３５ vZ,Z ＋ A[iso][I]

５８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５５ vZ,X ) ＋ Ξ[I]

１１３Δq
􀅰
X ＋Ξ[I]

１３３Δq
􀅰
Z( ) ＋Δf

􀅰
ZX;

Δq
􀅰
X ＝ －

１
τ[I]

１１
Υ[iso][I]

１１１ ΔuX,X ＋Υ[iso][I]
１３３ ΔuZ,Z( ) ＋[

　 Υ[iso][I]
１１３ ΔuX,Z ＋( Υ[iso][I]

１１３ ΔuZ,X ) ＋Π[E][I]
１ Δϑ＋

　K[I]
１１Δϑ,X ＋ΔqX ] ;

Δq
􀅰
Z ＝ －

１
τ[I]

３３
Υ[iso][I]

１１３ ΔuX,X ＋Υ[iso][I]
３３３ ΔuZ,Z( ) ＋[

　 Υ[iso][I]
１３３ ΔuX,Z ＋( Υ[iso][I]

１３３ ΔuZ,X ) ＋Π[E][I]
３ Δϑ＋

　K[I]
３３Δϑ,Z ＋ΔqZ ] ;

Δϑ
􀅰
＝ －

１
ρ

[I]c[E][I]
s

ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　 T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
M[eqv][I]

１１ vX,X ＋M[eqv][I]
３３ vZ,Z( ) ＋

ΔRs

c[E][I]
s

.

ì

î

í
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(４９)

式(４９)非常复杂,并且具有物理意义不明确的系数.

出于 本 文 数 值 计 算 目 的 考 虑,我 们 忽 略 Ξ[I]
RIJ 、

Υ[iso][I]
IMN 和Π[E][I]

I ,将式(４９)简化为:

v
􀅰
X ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
XX,X ＋ΔTPK１

XZ,Z －ΔfX( ) ＝ΦX;

v
􀅰
Z ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
ZX,X ＋ΔTPK１

ZZ,Z －ΔfZ( ) ＝ΦZ;

ΔT
􀅰

PK１
XX ＝ A[adi][I]

１１ vX,X ＋A[adi][I]
１３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

１８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
１５ vZ,X ) －

M[I]
１１

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋Δf

􀅰
XX;

ΔT
􀅰

PK１
ZZ ＝ A[adi][I]

１３ vX,X ＋A[adi][I]
３３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

３８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
３５ vZ,X ) －

M[I]
３３

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋Δf

􀅰
ZZ;

ΔT
􀅰

PK１
XZ ＝A[iso][I]

１８ vX,X ＋A[iso][I]
３８ vZ,Z ＋ A[iso][I]

８８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５８ vZ,X ) ＋Δf

􀅰
XZ;

ΔT
􀅰

PK１
ZX ＝A[iso][I]

１５ vX,X ＋A[iso][I]
３５ vZ,Z ＋ A[iso][I]

５８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５５ vZ,X ) ＋Δf

􀅰
ZX;

Δq
􀅰
X ＝ －

１
τ[I]

１１
K[I]

１１Δϑ,X ＋ΔqX( ) ;

Δq
􀅰
Z ＝ －

１
τ[I]

３３
K[I]

３３Δϑ,Z ＋ΔqZ( ) ;

Δϑ
􀅰
＝ －

１
ρ

[I]c[E][I]
s

ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　　 T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
M[eqv][I]

１１ vX,X ＋M[eqv][I]
３３ vZ,Z( ) ＋

ΔRs

c[E][N]
s

.

ì
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(５０)

１．４．３　刚性问题

L S热弹性方程组具有刚性[１０],即传播矩阵

的特征值具有负实部且特征值之间大小相差悬殊.

刚性方程组的数值解存在稳定性问题,为了求解刚

性方程组,可以采用时间分裂法将方程组的刚性部

分分离出来进行解析求解,作为非刚性方程组数值

求解的初始值.

考虑式(５０)的一维情况,将方程组写成矩阵形

式:

V
􀅰
＋S

􀅰
＝M[P]V. (５１)

式中:V 为未知波场向量;S为源向量;M[P]为传播

矩阵.它们分别表示为:

V＝ vX ,ΔTPK１
XX ,ΔqX ,Δϑ[ ] T; (５２)

S＝
ΔfX

ρ
[I]

,－Δf
􀅰

XX ,０,－
ΔRs

c[E][I]
s

é

ë
êê

ù

û
úú

T

; (５３)
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M[P]＝

０ １
ρ

[I]∂X ０ ０

A[iso]
１１ ＋

M[I]２T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s

æ

è
ç

ö

ø
÷∂X ０ －

M[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
∂X ０

０ ０ －
１

τ[I] －
K[I]

τ[I]∂X

M[I]T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
∂X ０ －

１
ρ

[I]c[E][I]
s

∂X ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

(５４)

对式(５１)作傅里叶变换,并令波数等于０,式
(５４)中将有三个特征值等于０,一个特征值为 －１/
τ[I] .因此热声弹性方程组(式(５０))具有刚性.

将式(５０)含有特征值的项分裂出去,刚性方程

组为:

Δq
􀅰
X ＝－

１
τ[I]

１１
ΔqX ;

Δq
􀅰
Z ＝－

１
τ[I]

３３
ΔqZ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(５５)

非刚性方程组为:

v
􀅰
X ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
XX,X ＋ΔTPK１

XZ,Z －ΔfX( ) ＝ΦX;

v
􀅰
Z ＝

１
ρ

[I] ΔTPK１
ZX,X ＋ΔTPK１

ZZ,Z －ΔfZ( ) ＝ΦZ;

ΔT
􀅰

PK１
XX ＝ A[adi][I]

１１ vX,X ＋A[adi][I]
１３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

１８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
１５ vZ,X ) －

M[I]
１１

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋Δf

􀅰
XX;

ΔT
􀅰

PK１
ZZ ＝ A[adi][I]

１３ vX,X ＋A[adi][I]
３３ vZ,Z( ) ＋ A[iso][I]

３８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
３５ vZ,X ) －

M[I]
３３

ρ
[I]c[E][I]

s
ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋Δf

􀅰
ZZ;

ΔT
􀅰

PK１
XZ ＝A[iso][I]

１８ vX,X ＋A[iso][I]
３８ vZ,Z ＋ A[iso][I]

８８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５８ vZ,X ) ＋Δf

􀅰
XZ;

ΔT
􀅰

PK１
ZX ＝A[iso][I]

１５ vX,X ＋A[iso][I]
３５ vZ,Z ＋ A[iso][I]

５８ vX,Z ＋(

　A[iso][I]
５５ vZ,X ) ＋Δf

􀅰
ZX;

Δq
􀅰
X ＝ －

１
τ[I]

１１
K[I]

１１Δϑ,X;

Δq
􀅰
Z ＝ －

１
τ[I]

３３
K[I]

３３Δϑ,Z;

Δϑ
􀅰
＝ －

１
ρ

[I]c[E][I]
s

ΔqX,X ＋ΔqZ,Z( ) ＋

　 T[I]

ρ
[I]c[E][I]

s
M[eqv][I]

１１ vX,X ＋M[eqv][I]
３３ vZ,Z( ) ＋

ΔRs

c[E][I]
s

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(５６)
绝热形式的方程组(式(５０))相比于等温形式的

方程组(式(４０)—(４４)),物理意义更加明确,强调了

热流在热声弹性理论中的重要性.并且,刚性项集

中于热流的弛豫项,非刚性方程组保持了时间导数

和空间导数的一阶性,这对于编程实现和施加PML
(perfectlymatchedlayer)类边界条件是很有利的.

１．５　平面波分析

附录 A．６给出了基于L S热声弹性理论的平

面波分析流程.考虑沿垂直方向传播的平面波,可
以求解出初始状态下的两种准横波(qS波)速度:

v[iso][I]
qS１ ＝

A[iso][I]
８８

ρ
[I]

;v[iso][I]
qS２ ＝

A[iso][I]
４４

ρ
[I]

. (５７)

对于准纵波(qP波),可以得到

v[I]
qP ＝[(v[adi][I]２

qP ＋M[M][I]
３３ ±

(v[adi][I]２
qP ＋M[M][I]

３３ )２－４M[M][I]
３３ v[iso][I]２

qP )/２]１
/２.
(５８)

其中:

M[M][I]
３３ ＝

iωa[I]２
３３

－１＋iωτ[I]
３３

;a[I]
３３ ＝

K[I]
３３

ρ
[I]c[E][I]

s
.

(５９)
式中:M[M][I]

３３ 为 Maxwell黏弹模型核函数;ω 为角

频率.式(５８)有两个解,一个为弹性(elastic,E)模
式(正号),一个为热(thermal,T)模式(负号).

由式(５７)(５８)可知,qS波速度与初始应变相

关.在热声弹性情况下,等温速度不仅由介质弹性

参数和密度决定,还由初始应力(应变)决定.因为

假定初始应力是热弹性应力,包含机械加载产生的

应力和由温差产生的热变形所对应的热应力,如果

初始温度环境有变化,qS波也会随之变化.所以,
热声弹性qS波受热效应影响.已知初始应力对声

弹性qP波、qS波都有影响[８６],则可以推断在热声

弹性情况下,与温度相关的热弹性初始应力也会对

热声弹性S波有影响.但式(５８)只能证明热声弹性

qS波与从自然状态到初始状态的温度变化有关;对
于波传播研究而言,从初始状态到最终状态的热效

应是我们更加关注的.为了明确“热效应”的概念,
我们将从自然状态到初始状态的静态过程中的热效

应称为“静态热效应”,而将从初始状态到最终状态

的动态过程中的热效应称为“动态热效应”.
基于垂直方向传播的平面波的讨论并不全面,

因为初始应力可能会引发各向异性,至少要在一个

平面中进行进一步讨论.我们选择 XOZ 平面,并
令入射角为４５°.重复上面的流程,可以得到其中

一个qS波解:
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v[I]
qS２＝

A[iso][I]
９９ ＋A[iso][I]

４４ ＋２A[iso][I]
４９

２ρ
[I]

. (６０)

我们将这个解识别为第二准横(qS２)波速度,它不

受动态热效应的影响.除此之外,需要求解速度的

８次多项式(速度平方的４次多项式):
A[iso][I]

１１ ＋A[iso][I]
８８ ＋２A[iso][I]

１８

２ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２M[M][I]

１１ －
æ

è
ç

é

ë
êê

　
　
v[I]２ö

ø
÷－

１
２v

[I]２b[eqv][I]２
１１

ù

û
úú

A[iso][I]
５５ ＋A[iso][I]

３３ ＋２A[iso][I]
３５

２ρ
[I] －

æ

è
ç

é

ë
êê

　
　
v[I]２ö

ø
÷

１
２M[M][I]

３３ －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷－

１
２v[I]２b[eqv][I]２

３３
ù

û
ú
ú－

(A[iso][I]
１３ ＋A[iso][I]

５８ )２

４ρ
[I]２

１
２M[M][I]

１１ －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰

１
２M[M][I]

３３ －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷＝０. (６１)

其中,

b[eqv][I]２
IJ ＝

M[eqv][I]２
IJ T[I]

ρ
[I]２c[E][I]

s
. (６２)

在考虑三维情况时需要求解速度的１２次多项式(速
度平方的６次多项式),想要得到速度的显式方程几

乎是不可能的,只能隐式求解.可以预期根据式

(６１)能够得到４个具有物理意义的根,而其中两个

根与第一准横(qS１)波相关.
Chen等[４]基于 G L理论,预测了声热弹性模

型中的４种波传播模式:P波、快S波、次S波和 T
波,并指出,在预应力热弹性介质中,T波与P波和

快S波耦合,引起能量耗散,而次S波不受动态热效

应的影响.而在无预应力的情况下,T波只与P波

耦合,而不与快 S波和第二 S波耦合,这对应于

Deresiewicz[８４]、Rudgers[８５]、Carcione等[１０]等的观

察结果.式(６１)表明,在二维情况下,qP波、准热

(qT)波和第一准横(qS１)波耦合在一起,并且波速

明显与热物性参数(如热导率、热膨胀系数、比热容)
相关,可以推测,qP波具有E模式和T模式,而qS１
波同样也有 E 模式和 T 模式.因此,为了避免混

淆,我们用qPE、qPT、qS１E和qS１T分别表示这些

波传播模式.于是,在L S热声弹性情况下,共存

在５种波传播模式,即 qPE、qPT、qS１E、qS１T 和

qS２.
根据Carcione[８７],可以由复速度计算相速度和

衰减因子:

v[I]
Phase＝

１

Re １
v[I]
æ

è
ç

ö

ø
÷

;A[I]
attenuation＝－ωIm １

v[I]
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(６３)

式中:v[I]
Phase 为初始相速度;A[I]

attenuation 为初始衰减因

子.根据Deresiewicz[８４],可以计算衰减系数:

L[I]＝４π
A[I]

attenuationv[I]
Phase

ω
. (６４)

２　数值算例与分析

２．１　模型参数与初始应力条件设置

首先考虑基于经典不可逆热力学的、忽略压热

效应的L S热声弹性理论的情况.假设介质在自

然状态下为各向同性介质,自然状态下的比热容、热
导率、定压热膨胀系数等于初始状态的对应值.介

质物性参数如表１所示.
我们统一假定初始应力为热弹性应力,并注意:
１)当初始参考温度等于自然参考温度时,则从

自然状态到初始状态,热弹性应力视为单纯的弹性

应力.
２)当初始参考温度不等于自然参考温度时,从

自然状态到初始状态的热弹性应力与这个过程中的

温差T[I]－T[N]相关.如果初始状态是第一类初始

状态,即已经达到热平衡,则在初始状态下没有热流

和温度梯度,物体中温度处处相等且等于T[I] ;如
果初始状态是第二类初始状态,新的热平衡尚未建

立,则具有初始热流和初始温度梯度.
用p 表示导致热弹性应力的机械压力,并取不

同的值进行模拟,压力加载模式考虑静水压力、单轴

压力,并假定初始主应变方向与材料主轴方向重

合[８６].
静水压力:在静水压力条件下,各个主方向上的

应力和应变相同.初始应变可以表示为[８６]:

e[I]
１１ ＝e[I]

３３ ＝－
p

３K[bulk][N];e
[I]
１３ ＝０. (６５)

单轴压力:在单轴压力作用下,应力场会产生各

向异性.初始应变可以表示为[８６]:

X:e[I]
１１ ＝

p(λ[N]＋μ
[N])

μ
[N](３λ[N]＋２μ

[N])
;

　e[I]
３３ ＝－

pλ[N]

２μ
[N](３λ[N]＋２μ

[N])
;

　e[I]
１３ ＝０.

Z:e[I]
３３ ＝

p(λ[N]＋μ
[N])

μ
[N](３λ[N]＋２μ

[N])
;

　e[I]
１１ ＝－

pλ[N]

２μ
[N](３λ[N]＋２μ

[N])
;

　e[I]
１３ ＝０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(６６)

式中,X 、Z 分别表示沿水平、垂直方向施加单轴压

力.

６６６ 　　吉 林 大 学 学 报(地 球 科 学 版)　　　　　　　　　　　　　　第５４卷　



表１　介质物性参数设置

Table１　Settingofphysicalparametersofthemedium

物性参数 符号 单位 数值

介质密度(自然状态) ρ[N] kg/m３ ２５００

单位体积定容热容(自然状态) c[E][N]＝ρ[N]c[E][N]
s m２/(s２􀅰K) １１０、１１０×１０－６ 、１１０×１０６

热导率(各向同性、自然状态) K[N] m􀅰kg/(s３􀅰K) ５、５×１０６

定压热膨胀系数(各向同性、自然状态) α[S][N] K－１ ３×１０－６

等温体积模量(自然状态) K[bulk][N] GPa １１．７

拉梅常数(自然状态) λ[N] GPa ６．３

剪切模量 μ[N] GPa ８．１

自然参考温度(接近室温) T[N] K ３００

温度梯度 dT K/m １

三阶弹性常数(自然状态) A、B、C －１２００、４５０、－３７０

２．２　相速度和衰减系数随频率的变化

２．２．１　沿垂直方向传播的平面波

对于沿垂直方向传播的平面波,首先考虑相速

度随频率的变化.当K[N]＝ K[I]＝５m􀅰kg/(s３􀅰

K)、初始参考温度为３００K、其余热物性参数(单位

体积定容热容、定压热膨胀系数)取相同的正常值

(c[E][N]＝１１０m２/(s２􀅰K)、α[S][N]＝３×１０－６K－１)、
静水压力分别为０、１０和３０MPa时,相速度随频率

变化的曲线如图１a、b所示.由图１a、b可知,静水

压力０MPa相当于L S广义热弹性情况.在低频

情况下,qPE波相速度为绝热速度v[adi][I]
qPE ,随着频

率增加,相速度增加直至高频极限v[I]
qPE¥ ;qPT波在

低频情况下呈现扩散振型,相速度趋近于０,随着频

率增 加,相 速 度 也 增 加 至 高 频 极 限v[I]
qPT¥ ;并 且

V[I]
qPE¥ ＞v[I]

qPT¥ .这与Carcione等[１０]针对L S热弹

性情况得到的结果相似.而随着静水压力的增大:

qPE波、qPT波、qS１波、qS２波相速度都有所增加,
其中qS１波、qS２波相速度曲线在图中重合;qPE
波、qPT波相速度拐点向高频方向移动.衰减系数

随频率的变化如图１c、d所示.根据式(５７)(５８)
(６３)(６４),可知在平面波沿垂直方向传播的情况下,

qS１波和qS２波的速度为实速度,没有虚部,因此没

有衰减;而qPE波、qPT波的速度为复速度,存在虚

部并因此存在衰减.所以,在图１c、d中没有qS１波

和qS２波衰减系数曲线,只有qPE波、qPT波衰减

系数曲线.在低频情况下,qPT波衰减系数处于高

值,随着频率增加而逐渐减小;qPE波衰减系数随着

频率增加,将出现一个衰减峰.随着静水压力的增

大,qPE波、qPT 波的衰减系数曲线拐点向高频方

向移动,qPE波衰减峰频率增大,峰值减小.初始应

力不仅改变了密度、等效弹性系数,还改变了热应力

张量和体积热容,从而影响了衰减系数.
接下来考虑在水平方向加载单轴压力的情况.

当水平方向单轴压力分别为０、１０和３０MPa时,相
速度随频率变化的曲线如图２a、b所示,衰减系数随

频率的变化如图２c、d所示.图２曲线的总体特征

与图１相似,只有细微的差别.当施加水平方向的

单轴压力之后,qS波分裂为波速不同的qS１E波和

qS２波,其中v[I]
qS１E ＞v[I]

qS２ .当水平方向单轴压力为

０MPa时,qS１E波、qS２波相速度曲线重合.随着

水平方向单轴压力的增大,对于沿垂直方向传播的

平面波,qPE 波、qS１E 波、qS２波相速度减小,qPT
波相速度增大,相速度拐点和衰减峰向低频方向移

动但不明显,峰值增大.水平单轴应力使得各向同

性介质表现得像具有水平对称轴的横向各向同性介

质,产生了S波分裂现象.
当Z 方向单轴压力分别为０、１０和３０MPa时,

相速度随频率变化的曲线如图３a、b所示,衰减系数

随频率的变化如图３c、d所示.图３与图２相比,曲
线总体特征不变,但差别比较明显.由于单轴压力

加载方向与波传播方向相同,S波分裂现象消失,

qS１E波与qS２波相速度曲线重合,并且没有衰减.
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随着垂直方向单轴压力的增大,qPE 波、qPT 波、

qS１E波和qS２波相速度明显减小.qPE波、qS１E
波和qS２波相速度拐点和衰减峰向低频方向移动,
峰值增大;qPT 波相速度拐点向高频移动,衰减系

数曲线向低频方向移动.

Chen等[４]研究在单轴加载条件下,基于 G L
理论的声热弹性介质中波的特性,发现施加应力使

得各向同性的热弹性介质变得不均匀,导致快S波

具有由热损耗引起的小弛豫峰;E波和快波在地震

频率和超声频率之间具有强烈的扩散性,T波仅在

低频段具有强烈的扩散性;施加应力可以明显提高

P波、E波和第二S波在全频段的传播速度,对于具

有小体积比热容的热弹性介质而言,在测井频率(约

１０３Hz)以上,施加应力将略微增加 T波速度;增加

应力会导致P波衰减因子减少,快S波衰减因子增

加,T波衰减几乎与应力无关.但在预应力热弹性

介质中,增加应力不能使３种波的衰减峰移动.降

低体积比热容会增加P波和快S波的衰减系数,但
几乎不 能 改 变 T 波 的 衰 减 系 数.本 文 与 Chen
等[４]的工作类似,但是基于L S理论,这导致基本

方程组不同,所得到的平面波分析结果可能也有差

异.
接下来,考察在静水压力３０MPa作用下,其余

热物性参数不变,初始温度分别为３００、４００和５００K

a．相速度;b．a的局部放大图;c．衰减系数;d．c的局部放大图.f．频率.qS１波与qS２波相速度曲线重合.

图１　不同静水压力条件下,L S热声弹性模型中相速度和衰减系数随频率的变化

Fig．１　VariationofphasevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyintheL STAEmodelunderdifferenthydrostatic

pressureconditions
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a．相速度;b．a的局部放大图;c．衰减系数;d．c的局部放大图.

图２　水平方向不同单轴压力条件下,L S热声弹性模型中的相速度和衰减系数随频率的变化

Fig．２　VariationofphasevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyintheL STAEmodelunderdifferentuniaxial

pressureconditionsinthehorizontaldirection

(已经达到热平衡)时的热声弹性平面波相速度(图

４a)和衰减系数(图４b)随频率的变化.由图４可

知,初始温度对qPE波和qPT波相速度的影响比较

明显,但对qS１E波、qS２波相速度没有影响,因此,

qS１E波、qS２波与图１中显示的规律相同,两条相

速度曲线重合.另外,值得注意的是,qPE波的弛豫

峰频率约为４２．３６１MHz,并不随着初始温度的增加

而移动,但是衰减峰向低频方向移动,峰值明显减

小.这是因为弛豫峰位置取决于热导率和热流弛豫

时间,在静水压力相同的情况下,初始状态的热导率

和热流弛豫时间都相同;但衰减峰取决于衰减因子

和相速度,二者都与参考温度相关.在热弹性理论

中,弛豫峰与衰减峰可被视为近似相同,但在基于

L S理论的热声弹性情况中存在差别.
最后,考察当初始温度为３００K、外界加载温度

分别为３００、１３００和２３００K时的热声弹性平面波

相速度(图５a)和衰减系数(图５b)随频率的变化.
在初始时刻,会分别产生温度差０、１０００和２０００K
以及其对应的热应力.由图５可知,１０００K 的初

始温差对相速度和衰减系数的影响较小,不如初始

温度的影响那般明显.qS１E波、qS２波与图１中显

示的规律相同,两条相速度曲线重合.随着温差的增

大,qPE波、qPT波、qS１E波、qS２波相速度均减小.
这种条件设置类似于热冲击实验,但在实际岩石的
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a．相速度;b．a的局部放大图;c．衰减系数;d．c的局部放大图.qS１E波与qS２波相速度曲线重合.

图３　垂直方向不同单轴压力条件下,L S热声弹性模型中的相速度和衰减系数随频率的变化

Fig．３　VariationofphasevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyintheL STAEmodelunderdifferentuniaxial

pressureconditionsintheverticaldirection

热冲击实验中,热冲击会对岩石造成损伤,除了热声

弹性效应之外,还需要考虑更复杂的机制(如热破

裂、相变等).
与Carcione等[１０]、侯婉婷等[８８]和李元燮等[８９]

针对基于L S广义热弹性理论的平面波分析结果

相比,本文基于 L S热声弹性理论的平面波分析

体现了初始温差和初始应力对相速度和衰减系数的

影响.这对于解释高温高压岩石波速实验的结果具

有一定的意义.

２．２．２　在二维平面中传播的平面波

对于各向异性情况,沿单一方向传播的平面波

分析并不能全面地反映波传播特征;接下来,观察二

维相速度曲线以考察应力诱导的各向异性特征.假

定主应变方向与材料各向异性主轴方向重合,令自

然坐标轴与初始坐标轴重合(但自然坐标与初始坐

标仍有差异).

１)人工地震频率条件

首先,指定主频f０ ＝２５ Hz,K ＝５ m􀅰kg/
(s３􀅰K),其余热物性参数不变.图６a显示了预应

力为静水压力(０、１０、３０MPa),当平面波入射角为

０,即波传播方向与Z 轴夹角为０(β＝０°)时,XOY
平面中的相速度随方位角 (φ)的变化;图６b显示了

同样条件下,平面波方位角为０,即波传播方向与X
轴夹角为０(φ＝０°)时,YOZ 平面中相速度随入射角

的变化.由图６a可知,入射角为０意味着平面波

沿Z轴传播,qS１E波与qS２重合.随着静水压力的
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a．相速度;b．衰减系数.静水压力为３０MPa.qS１E波与qS２波相速度曲线重合.

图４　不同初始温度条件下,L S热声弹性模型中的相速度和衰减系数随频率的变化

Fig．４　VariationofphasevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyintheL STAEmodelunderdifferentinitial
temperatureconditions

a．相速度;b．衰减系数.初始温度为３００K.qS１E波与qS２波相速度曲线重合.

图５　不同初始温差条件下,L S热声弹性模型中的相速度和衰减系数随频率的变化

Fig．５　VariationofphasevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyintheL STAEmodelunderdifferentinitial
temperaturedifferenceconditions
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f０ ＝２５Hz;K＝５m􀅰kg/(s３􀅰K).

图６　人工地震频率条件下不同初始应力时L S热声弹性模型中的二维相速度平面

Fig．６　２DphasevelocityplaneintheL STAEmodelwithdifferentinitialstressesunderartificialseismicfrequencyconditions

增大,qPE 波 和 qS１E 波 相 速 度 增 大.qPT 波、

qS１T波呈现扩散振型,显示为图中心处的小红点,
相速度非常小.由图６b可知,平面波沿X 轴传播,

qPE波相速度面呈现花瓣形状,在与Z 轴平行和相

垂直的方向,相速度达到最大值,而在与Z 轴成４５°
夹角的方向,相速度具有最小值.同时,qS波分裂

为qS１E波和qS２波,其中:qS２波相速度面形态与

图６a相同,因为该模式不受动态热效应影响;qS１E
波相速度面呈现花瓣状,并且随着静水压力的增大,

qS１E波相速度增大,花瓣趋向于十字形,在与Z 轴

平行(β＝０°)和垂直(β＝９０°)的方向,qS１E波相速

度具有最小值,而在与Z 轴成４５°夹角的方向,相速
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度达到最大值.出现这种现象,是因为耦合了热弹

性效应,并且我们假定热物性参数的张量都是对角

张量,只有在材料主轴上有值.热膨胀效应发生在

材料的主方向上,Maxwell黏弹模型核与静水压力

产生的初始应变相关,这决定了 E波相速度比较明

显的各向异性,因此在β＝０°,９０°方向上qPE波相

速度达到最大值.qS波的分裂现象印证了 Chen
等[４]的结论,即在初始应力作用下,存在一种传播速

度较快的S波,和另一种不受热效应影响的S波.
图６c显示了预应力为Z 方向单轴压力(０、１０、

３０MPa),当入射角为０时,XOY 平面中的相速度

随方位角的变化;图６d显示了同样条件下,当方位

角为０时,YOZ 平面中相速度随入射角的变化.由

图６c可知:平面波沿Z 轴传播,qS１E波与qS２波

重合.随 着 Z 方 向 单 轴 压 力 的 增 大,qPE 波 和

qS１E波在XOY 平面中的相速度明显减小,这对应

于一维情况下的观察结果;qPT波、qS１T波呈现扩

散振型.由图６d可以看出:随着Z 方向单轴压力

的增大,β＝０°方向的qPT 波相速度明显减小,但

β＝９０°方向qPT 波相速度只是略微减小;qS１E波

相速度曲线呈现花瓣形,相速度最大值所对应的与

Z 方向的夹角随着Z 方向单轴压力的增大而减小.
图６e显示了预应力为X 方向单轴压力(０、１０、

３０MPa),当入射角为０时,XOY 平面中的相速度

随方位角的变化;图６f显示了同样条件下,当方位

角为０时,YOZ 平面中相速度随入射角的变化.由

图６e可知:随着X 方向单轴压力的增大,qPE波和

qS１E波在XOY 平面中的相速度只是略微减小,这对

应于一维情况下的观察结果;qPT波、qS１T波呈现扩

散振型.由图６f可以看出:随着X 方向单轴压力的

增大,β＝９０°方向的qPE波相速度明显减小,但β＝０°
方向qPE波相速度只是略微减小;qS１E波相速度曲

线呈现花瓣形,相速度最大值所对应的与Z 方向的

夹角随着X 方向单轴压力的增大而增大.

２５Hz频率对应于典型的地震勘探频率条件,
同时在本文L S热声弹性背景下属于低频条件.
在这样的条件下,通常只能观察到扩散型的 qPT
波、qS１T波.但初始应力对于相速度平面形态的影

响比较明显.

２)井中超声频率条件

接下来指定超声频率f０ ＝３．５MHz,K＝５×

１０６ m􀅰kg/(s３􀅰K),其余热物性参数不变.图７a
显示了预应力为静水压力(０、１０、３０MPa),当入射

角为０时,XOY 平面中相速度随方位角的变化;图

７b为图７a的局部放大图.由图７a和７b可知,在

f０ ＝３．５MHz,K＝５×１０６ m􀅰kg/(s３􀅰K)的情况

下,qS１E波与qS２波重合,qPE波、qS１E波、qS２波

相速度都随静水压力的增大而有所增大,并且出现

了明显的qPT 波,具有恒定的相速度而非扩散振

型,随着静水压力的增大而增大.
图７c 显 示 了 预 应 力 为 静 水 压 力 (０、１０、３０

MPa),当方位角为０时,YOZ 平面中相速度随入射

角的变化;图７d是图７c的局部放大图.由图７c和

７d可知,qPT波相速度曲线趋于正方形,在β＝０°,

９０°时相速度最大;除此之外,还出现了qS１T波,相
速度曲线呈现花瓣形状,在β＝０°,９０°时相速度最

小,接近于０,而在β＝４５°时相速度达到最大值.随

着静水压力的增大,qS１T波相速度增大,但与其他

波模式相比并不明显.
图７e和图７f显示了预应力分别为Z 方向单轴

压力(０、１０、３０ MPa)和 X 方向单轴压力(０、１０、

３０MPa),当入射角为０时,XOY 平面中相速度随

方位角的变化.图７g和７h显示了预应力分别为Z
方向单轴压力(０、１０、３０MPa)和 X 方向单轴压力

(０、１０、３０MPa),当方位角为０时,YOZ 平面中相

速度随入射角的变化,并且是局部放大图.由图７g
可知:随着Z 方向单轴压力的增大,qPT波相速度

在β＝０°方向减小,而在β＝９０°,２７０°方向相速度最

大;qS１T波相速度曲线呈现花瓣形状,随着单轴压

力的增大,相速度最大值所对应的与Z 方向的夹角

随着Z 方向单轴压力的增大而减小.图７g、图７h
中的qS１T波相速度随压力的变化规律与图６d、６f
中的qS１E波相似,相速度最大值所对应的与Z 方

向的夹角随着Z 方向单轴压力的增大而减小、随着

X 方向单轴压力的增大而增大.

３．５MHz是典型的超声频率.在超声频率下,
如果热导率和/或比热容非常高,将有可能观察到波

动振型的qPT波、qS１T波.这适用于超高速加热、
微尺度传热的热弹性问题.绝大多数金属矿物的热

导率量级对于热弹性波场特征的影响都不明显[８９].
在迄今为止的地球物理学应用之中,满足这样条件

的场景并不多见.
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b、d分别为a、c的局部放大图.f０ ＝３．５MHz;K＝５×１０６ m􀅰kg/(s３􀅰K).

图７　井中超声频率条件下不同初始应力时L S热声弹性模型中的二维相速度平面

Fig．７　２DphasevelocityplaneintheL STAEmodelwithdifferentinitialstressesunderconditionsofultrasonicfrequencyin
well
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３　结论与展望

本文将 L S热弹性理论与声弹性理论相结

合,建立L S热声弹性理论的基本框架.经过平

面波分析以及二维相速度平面分析,推测在 L S
热声弹性介质中总共有 ５ 种波传播 模 式:qPE、

qPT、qS１E、qS１T、qS２.其中前４种模式与动态热

效应耦合,最后一种模式不受动态热效应影响.
在L S热声弹性情况中,静水压力会引发各

向异性,出现这种现象,是因为耦合了热弹性效应,
并且假定热物性参数的张量都是对角张量,只有在

材料主轴方向上有值.因此,如果只考虑材料主轴

方向而不考虑其他方向,静水压力并不会引发各向

异性,但如果考虑任意方向则显然并非如此.在超

声频率、极高热导率情况下观察到了qS１T波,在静

水压力条件下４５°入射角方向上相速度达到最大

值,而在材料主轴方向上近乎为０.而在恰当的单

轴压力作用下,qS１T波相速度最大值所在的轴向将

向材料的特定主轴方向倾斜.
扩展不可逆热力学克服了经典不可逆热力学和

MCV方程的缺陷,而且理性扩展热力学为推导本

构方程和演化方程提供了方法,L S热弹性理论的

热力学基础得以巩固,同时,在强调温度作用的热弹

性理论基础之上,扩展不可逆热力学进一步强调了

热流的作用.但是,由于扩展不可逆热力学引入了

热流作为本构自变量,使得方程变得更加复杂.另

外,对于热声弹性理论而言,由于初始状态可能存在

热流,有必要考虑压热效应,这导致出现了一些物理

意义不明确的系数张量,有待于进一步研究.

L S理论是最简单的广义热弹性理论,在提出

之时便具有 MCV方程所固有的缺陷.虽然在扩展

不可逆热力学框架下克服了这些缺陷,但理论变得

更加复杂,和实际应用之间存在较大的距离.相比

之下,其他广义热弹性理论,如G L理论、G N理

论、双相位滞后理论、三相位滞后理论等,具有更坚

实的热力学基础,同时实际应用前景也相当广阔.
本文在热弹性理论和声弹性理论适用的条件

下,同时考虑了温度和初始应力对波传播特性的影

响.研究工作将为后续的基于热声弹性理论的数值

模拟和波传播分析工作奠定基础.
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附录A　理论推导流程

A．１　问题描述

在连续介质力学中,运动的 Lagrange描述和

Euler描述、参考构形和当前构形是基本概念.而

在勘探地震学领域,通常在线性弹性假设下忽略初

始应力、考虑无穷小的弹性变形,采用Euler描述建

立基本方程,来近似 Lagrange描述下的对应量,在
这种情况下不需要区分两种描述,并且无需强调构

形之间的区别.但如果考虑到有限变形,则需要对

Euler描述和Lagrange描述进行区分.在声弹性理

论中,根据弹性体变形状态,可以定义３种状态:自
然状态、初始状态和最终状态.自然状态指无应力、
应变的原始状态;初始状态指已变形或处于施加载

荷作用下达到平衡的状态,对应于时间t＝０时的状

态.从自然状态到初始状态的变形视为静态变形,
也被称为预变形.在这个过程中,预变形不一定是

无穷小的,也不一定是弹性的,尽管在实际情况中通

常是有限非弹性变形,但在声弹性理论中我们假设

它是有限弹性变形,这样根据已知的初始应力就可

以推算初始应变,使变形成为一个已知量.由于预

变形与我们所考虑的时间历史无关,故称为静态变

形.于是,在声弹性理论中需要对 Euler描述和

Lagrange描述加以区分.最终状态指在初始状态

时叠加一个无穷小的弹性位移、进一步变形达到的

状态,从初始状态到最终状态的变形过程视为与时

间相关的动态变形.３种状态分别对应３种构形:
自然构形B[N]、初始构形B[I]和最终构形B[F],每一

种构形都可以对应一个参考坐标系,因此每一种状

态都可以用不同的参考坐标系中的坐标来表示.
由于声弹性理论研究关注室内实验,需要测量

物体从自然状态到初始状态的应变和加载应力,因
此选取自然构形中的坐标系为参考坐标系会比较有

利.但对于波传播研究而言,选取自然构形作为参

考构形会使问题复杂化并且意义不大;而选取初始

构形作为参考构形,将初始应力和初始应变视为已

知量,就类似于经典无穷小弹性情况下的波动研究,
研究过程可以简化.

A．２　运动学:应变 位移关系

热声弹性理论中的应变 位移关系与声弹性理

论① 中的应变 位移关系一致.对于从自然状态到

初始状态的预变形过程,以自然构形作为参考构形,

可以将初始应变分量E[I]
αβ 表示为

①PaoY H,Sachse W,Fukuoka H．Acoustoelasticityand Ultrasonic MeasurementofResidualStress// Mason W P．Physical

Acoustics．Orlando:AcademicPress．１９８４:６１ １４３．

E[I]
αβ ＝

１
２ u[I]

α,β ＋u[I]
β,α( ) ＋

１
２u[I]

γ,αu[I]
γ,β. (A．１)

式中:u[I]
α 为初始位移分量;α,β,γ＝χ,φ,ξ,为 自

然参考构形的坐标轴;“,α”、“,β”表示对参考坐

标的偏导数.

对于从初始状态到最终状态的动态变形过程,

产生增量应变 ΔEαβ ,是从自然状态到最终状态的

总应变E[F]
αβ 与初始应变E[I]

αβ 之差;并且在声弹性理

论中,假设增量应变相对于初始应变很小(即小变形

假设),即 ΔEαβ ≪ E[I]
αβ ,因此增量应变可以近

似为

ΔEαβ ＝E[F]
αβ －E[I]

αβ ≈
１
２

(Δuα,β ＋Δuβ,α)＋
１
２u[I]

γ,αΔuγ,β ＋
１
２Δuγ,αu[I]

γ,β.

(A．２)

式中,Δuα 为增量位移分量,是总位移u[F]
α 与初始

位移u[I]
α 之差.实际上这是线性小变形假设.

在弹性力学的经典小变形假设下,位移是无穷

小的,以初始构形为参考构形的位置向量约等于以

最终构形为参考构形的位置向量,因此没有必要区

分Lagrange描述和 Euler描述(除非是在推导本

构关系式的时候);并且,位移梯度二阶以上的高

阶项可以被忽略,应变只保留线性项.但对于声

弹性理论,由于出现了不可忽略 的 初 始 应 变,故

需要对Lagrange 描 述 和 Euler描 述 进 行 严 格 区

分.　　　
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A．３　守恒定律

A．３．１　质量守恒定律

令物体在自然状态、初始状态和最终状态的密

度分别为ρ
[N]、ρ

[I] 和ρ
[F] ,随着状态的变化,有如下

关系,即质量守恒定律:

ρ
[N]＝ρ

[I]J[NI]＝ρ
[F]J[N F];

ρ
[I]＝ρ

[F]J[IF].{ (A．３)

式中,J[NI] 、J[N F]和J[IF]分别为自然状态—初始

状态、自然状态—最终状态、初始状态—最终状态变

形梯度的Jacobi行列式.在实际计算中,主要关注

从自然构形到初始构形的密度变化,以体现初始应

力和应变的影响,而忽略从初始构形到最终构形的

密度变化.因此可以进行如下小变形近似:

ρ
[I] ≅ ρ

[I]

１＋e[I]
ηη

≈ρ
[N](１－e[I]

NN ). (A．４)

式中:e[I]
ηη 为只保留线性项的、参考自然坐标系的初

始应变;e[I]
NN (N ＝X,Y,Z)为只保留线性项的、参

考初始坐标系的初始应变.

A．３．２　动量守恒定律

①DahlenF,TrompJ．TheoreticalGlobalSeismology．Princeton:PrincetonUniversityPress,１９９８．

②TrompJ,TrampertJ．EffectsofInducedStressonSeismicForward ModellingandInversion．GeophysicalJournalInternational,

２０１８,２１３(２):８５１ ８６７．

　　根据Dahlen等① 和 Tromp等② 的研究,在笛卡

尔直 角 坐 标 系 中,应 力 有 ３ 种 常 用 度 量 方 式:

Cauchy应力张量σ 、第一类 PiolaＧKirchhoff应力

张量TPK１ 和第二类PiolaＧKirchhoff应力张量TPK２ .
对于参考最终构形的最终状态,σ 便于表示 Euler
描述下的动量守恒定律,同时也是服从无穷小变形

假设弹性理论中最常用的应力量度.因为在无穷小

变形假设下,参考构形与当前构形之间没有区别,３
种应力量度是重合的.而当考虑到有限变形条件

时,３ 种 应 力 量 度 会 出 现 差 异,TPK１ 便 于 表 示

Lagrange描述下的动量守恒定律,TPK２ 便于表示

Lagrange描述下的本构方程.
对于从自然状态到初始状态和从初始状态到最终

状态的过程,动量守恒定律存在差别,下面分别介绍.

１)初始应力

对于初始状态的应力,可以以初始构形为参考

构形,在这种情况下,３种应力量度重合,这与服从

小变形假设的弹性理论相似;因为初始构形之于初

始状态相当于最终构形之于最终状态.于是,令

σ[I]
IJ (I,J＝X,Y,Z)表 示 初 始 应 力,且 有σ[I]

IJ ＝
TPK１[I]

IJ ＝TPK２[I]
IJ .

线性动量守恒定律可以表示为

σ[I]
IJ,J ＋ρ

[I]f[I]
I ＝０. (A．５)

式中:等式右端为０,表示处于静力平衡状态;f[I]
I

为初始状态下单位质量的体力分量;ρ
[I]f[I]

I 为初始

状态下单位体积的体力分量.
如果初始应力与位置相关,则物体必然是不均

匀的;如果初始应力与位置无关,且物性参数分布与

位置无关,则物体是均匀的.一般来说,如果初始应

力不等于静水压力,则会引起各向异性;而对于地壳

介质,由于构造应力的存在,在一般条件下初始应力

不等于静水压力,各向异性也是广泛存在的.

２)增量应力

在声弹性理论中,可以在实验室测量得到初始

状态和最终状态的 Cauchy应力,借助变形梯度转

化为其他形式的应力张量.对于本文的研究而言,
我们关注作为最终应力与初始应力之差的增量应

力.以初始构形作为参考构形,动量守恒方程可以

表示为

ΔTPK２
IJ ＋δIKσ[I]

IJΔuI,K( ) ,J ＋ρ
[I]ΔfI ＝

　ΔTPK１
IJ ＋ρ

[I]ΔfI ＝ρ
[I]ΔüI;I,J,K ＝X,Y,Z.

(A．６)
式中:ΔTPK１

IJ 、ΔTPK２
IJ 分别为增量第一类 PiolaＧ

Kirchhoff应力分量、增量第二类PiolaＧKirchhoff应

力分量;δIK 为克罗内克张量分量;ΔfI 为导致叠加

运动的动态体力分量;变量上方两点表示二阶时间

导数.式(A．６)忽略了增量位移梯度与增量应力的

乘积.
式(A．５)(A．６)不包含本构假设,所以初始应力

可能是非弹性应力,而在地球物理学领域,地层的实

际初始应力可能非常复杂.在热声弹性理论中,我
们假定初始应力和增量应力都是热弹性应力.

A．３．３　角动量守恒定律

３种应力量度具有如下对称性,即角动量守恒

定律:
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σIJ ＝σJI;

TPK２
IJ ＝TPK２

JI ;

TPK１
IJ FJI ＝FIJTPK１

JI .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(A．７)

式中,FIJ 为变形梯度分量.式(A．７)忽略了表示状

态的上标,因为它对于所有状态都成立.值得注意

的是,TPK１
IJ 不具有与σIJ 和TPK２

IJ 相同的对称性,因
为初始应力的形式对TPK１

IJ 具有直接的影响.
A．３．４　热力学第一定律:能量守恒定律

对于热弹性固体,能量守恒定律表示为动能变

化率与内能变化率之和,等于系统做功的变化率与

提供给系统或从系统中输出能量的变化率之和.我

们可以用内能平衡方程的局部形式表示热力学第一

定律.另外,由于声弹性理论采用增量形式建立方

程,在此我们也宜采用增量形式与之匹配.由于涉

及热效应,因此有必要对先前定义的两类过程进行

分别讨论.
已知自然状态是无热流的,对于第一类过程,具

有初始应力和初始应变,但依然无热流.因此能量

平衡方程表示为

ρ
[I]U

􀅰 [I]
s ＝σ[I]

IJe
􀅰[I]
IJ . (A．８)

式中:U[I]
s 为初始状态的比内能;e[I]

IJ 为只保留线性

项的初始应变分量,这类似于无穷小变形弹性理论

中的情况;变量上方一点表示一阶时间导数.
对于第二类过程,初始状态存在热流,因此从自

然状态到初始状态,能量平衡方程为

ρ
[I]U

􀅰 [I]
s ＝σ[I]

IJe
􀅰[I]
IJ －q[I]

K,K ＋ρ
[I]R[I]

s . (A．９)
式中:q[I]

K 为初始状态下,以初始参考构形表面单位

面积为量度的热流分量;R[I]
s 为从自然状态到初始

状态变化过程中单位时间内单位质量的热供.而从

初始状态到最终状态,在广义外力(弹性力或热源)
的作用下,耦合系统中产生热流,在最终状态,能量

平衡方程可以表示为

ρ
[F]U

􀅰 [F]
s ＝TPK２[F]

IJ E
􀅰[F]
IJ －q[F]

K,K ＋ρ
[F]R[F]

s .
(A．１０)

式中:U[F]
s 为最终状态的比内能;q[F]

K 为最终状态

下,以初始参考构形表面单位面积为量度的热流分

量;R[F]
s 为最终状态单位时间内单位质量的热供.

A．３．５　热力学第二定律:ClausiusＧDuhem不等式

热力学第一定律没有确定热流的方向,而热力

学第二定律对热力学过程的可能方向施加了限制.

后者指出:总熵的变化率绝不会小于通过连续体表

面进入连续体的熵流与连续体内部的熵产(entropy
production)之和.我们可以将热力学第二定律写

成ClausiusＧDuhem 不等式的形式.对于第二类过

程,从自然状态到初始状态,可以表示为

　ρ
[I]ψ

􀅰[I]
s ＋S[I]

s T
􀅰 [I]( ) －

　σ[I]
IJe

􀅰[I]
IJ ＋

１
T[I]q

[I]
I T[I]

,I ＝－T[I]ζS[I]
s ≥０.

(A．１１)
式中:ψ

[I]
s 为初始状态的比亥姆霍兹自由能,满足

ψ
[I]
s ＝U[I]

s －T[I]S[I]
s ;S[I]

s 为初始状态的比熵;T[I]

为初始状态的温度;ζS[I]
s 为初始状态的熵产.从初

始状态到最终状态,可以表示为

ρ
[F]

ψ
􀅰[F]

s ＋S[F]
s T

􀅰 [F]
( ) －TPK２[F]

IJ E
􀅰[F]
IJ ＋

１
T[F]q

[F]
I T[F]

,I ＝－T[F]
ζS[F]

s ≥０.

(A．１２)
式中:ψ

[F]
s 为最终状态的比亥姆霍兹自由能,满足

ψ
[F]
s ＝U[F]

s －T[F]S[F]
s ;S[F]

s 为最终状态的比熵;

T[F] 为最终状态的温度;ζS[F]
s 为最终状态的熵产.

A．４　 傅 里 叶 定 律 与 MaxwellＧCattaneoＧ
Vernotte方程:经典不可逆热力学的

局限性

　　经典热力学(或称为平衡态热力学)假设物理过

程中热力学状态的转变以“极慢”的速度发生,即总

是在热力学状态改变之前就已经达到热力学平衡

态.这种长时间特征的热力学转变过程称为准稳态

过程① ,在两个相邻状态之间的准稳态过程是可逆

的.然而,经典热力学仅对热平衡状态有效,不足以

描述非平衡态过程;而当物体没有达到平衡态时,热
力学第二定律要求物体各部分的性质趋向平衡态,
这是一个不可逆过程.为了描述非平衡态热力学现

象,Onsager② 提出了经典不可逆热力学,在许多实

际问题中得到了成功应用.

①TzouDY．MacroＧtoMicroscaleHeatTransfer:TheLaggingBehavior．Chichester:JohnWiley&Sons,２０１４．

　　②OnsagerL．ReciprocalRelationsinIrreversibleProcesses:I．PhysicalReview,１９３１,３７(４):４０５ ４２６．

经典不可逆热力学存在一个基本假设:局部平

衡假设.即假设物理系统的热和机械性质之间的局

部和瞬态关系与处于平衡态的均匀系统相同.这意

味着,经典热力学中所有变量在处于平衡态的若干
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个单元内定义,各单元可以取不同值,可以与时间和

空间连续相关;在平衡态之外,只要在每个时刻对状

态变量进行局部陈述,则状态变量之间的平衡态热

力学关系依然有效.另外,该假设允许我们根据熵

的凹性质局部推导出稳定的热力学条件① .
在经典热力学框架中,确保非负的熵产就可以

得到傅里叶定律.考虑一个刚性导热体,忽略参考

构形和所处状态,傅里叶定律表示为

qI ＝－KIJT,J. (A．１３)
式中,KIJ 为热导率张量分量.结合忽略了参考构

形的能量平衡方程(式(A．１０)),由于刚性导热体不

发生变形,所以可以忽略应力功率,同时不考虑热源

项,我们可以得到热传输方程:

ρc
[E]
s T

􀅰
＝ KIJT,J( ) ,I. (A．１４)

式中,c[E]
s 为定容比热容,定义为c[E]

s ＝dUs/dT .
式(A．１４)是热扩散方程,是一个抛物型方程,尽管

它适用于大多数实际问题,但忽略了加速热流所需

的时间,因此会产生热传播速度无穷大的悖论.

Cattaneo② 在各向同性情况下引入了热流弛豫时间

τ ,修正了傅里叶定律,从而消除了悖论,这就是

MaxwellＧCattaneoＧVernotte(MCV)方程.在一般

各向异性情况下,热流弛豫时间会变为热流弛豫时

间张量,于是 MCV方程可以写成

qI ＋τIJq
􀅰
I ＝－KIJT,J. (A．１５)

式中,τIJ 为热流弛豫时间张量分量.当 τIJ 可以

忽略不计时,就可以退化为傅里叶定律(式(A．１３)).
然而,当将式(A．１５)代入式(A．１４)时,就会得到电

报形式的双曲型方程.考虑各向同性情况,得到

τT̈＋T
􀅰
－

K
ρc

[E]
s

T,II ＝０. (A．１６)

当t≪τ时,式(A．１６)中的T
􀅰

可以忽略,从而变成了

一 个波动方程,描述了一个可逆过程;而当t≫τ
时,式(A．１６)中的T̈ 可以忽略,就退化为式(A．１４),

描述了一个不可逆过程.因此,MCV 方程表明:在
极短的时间内,式(A．１６)描述可逆过程,热量以有

限速度的波动形式传播;而在长时间尺度上,式(A．
１６)过程不可逆,热量在系统内扩散.

但是,根据忽略了参考构形的 ClausiusＧDuhem
不等式(式(A．１２)),我们可以得到熵产的表达式:

ζSs ＝
K
T２T

２
,II ＋

τ
T２q

􀅰
IT,I. (A．１７)

式(A．１７)等号右端第二项导致熵产不再保持非负

性.Jou等③ 研究发现,式(A．１７)导致经典不可逆热

力学中的熵并不是单调递增的,而是表现为振荡的

方式,这与局部平衡假设矛盾,因为局部平衡假设要

求熵产在任何时间处处为正.因此,MCV 方程需

要被重新考虑.

A．５　扩展不可逆热力学

A．５．１　扩展不可逆热力学基本原理

①JouD,CasasＧVázquezJ,LebonG．ExtendedIrreversibleThermodynamics．Berlin:SpringerBerlinHeidelberg,１９９６:４１ ７４．

　　②CattaneoC．SullaConduzionedelCalore．AttiSem MatFisUnivModena,１９４８,３:８３ １０１．

　　③JouD,CasasＧVázquezJ,Lebon G．Nonequilibrium EntropyandtheSecondLaw ofThermodynamics:A SimpleIllustration．

InternationalJournalofThermophysics,１９９３,１４(４):６７１ ６８３．

　　④MachlupS,OnsagerL．FluctuationsandIrreversibleProcess:Ⅱ:SystemswithKineticEnergy．PhysicalReview,１９５３,９１(６):

１５１２ １５１５．

　　⑤LambermontJ,LebonG．OnaGeneralizationoftheGibbsEquationforHeatConduction．PhysicsLettersA,１９７３,４２(７):４９９ ５００．

　　扩展不可逆热力学的基本假设基于通量的广义

熵假设④⑤ ———熵除了与经典热力学中的变量相关,
还与耗散通量和广义梯度相关.而对于基于 MCV
模型的热弹性固体而言,涉及到的耗散通量只有热

流,并且熵与广义梯度无关.通过引入耗散通量作

为熵的自变量,假设得到的广义熵具有如下性质:１)
可加性;２)对于经典变量和耗散通量是一个凹函数;

３)熵产局部非负.
选择耗散通量而非经典变量的梯度作为自变量

有一些原因:１)耗散通量与明确定义的微观算子相

关,因此可以更直接地与非平衡态统计力学进行比

较;２)对于快速过程,使用通量比使用梯度更方便,
而对于稳态现象,通量和梯度等效;３)用通量来表示

熵,可以很容易推广经典的扰动理论,评估熵的非经

典项系数;４)用经典变量的梯度作为自变量会导致

本构方程展开式的发散问题.
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　　现在只考虑从初始状态到最终状态的过程.定

义广义比熵为

Ss＝S
︿
s(Us,qI). (A．１８)

式中:S
︿
s 为比熵的本构响应函数;比内能Us 为经典

热力学自变量;热流分量qI 为引入的额外自变量.
根据式 (A．１８)以 及 广 义 熵 的 可 加 性,广 义

Gibbs方程可以表示为如下微分形式:

dSs＝
１
θdUs－να[EIT]１０qIdqI. (A．１９)

式中:θ 为非平衡温度;ν 是为了方便而引入的系

数;α[EIT]１０ 为扩展不可逆热力学中与Us 和q２
I 相关

的系数,下标 [EIT]表示扩展不可逆热力学.θ 定

义为

θ－１(Us,qI)＝
∂Ss

∂Us

æ

è
ç

ö

ø
÷

qI
＝T－１(Us)＋a[EIT](Us)q２

I.

(A．２０)
式中:a[EIT](Us)为系数;T 为局部平衡温度.ν 和

α[EIT]１０ 满足如下关系:

∂Ss

∂qI

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

－να[EIT]１I(Us,qI)＝－να[EIT]１０ Us,q２
I( )qI.

(A．２１)
式中,α[EIT]１I 为与Us 和qI 相关的系数 .由式(A．
２１)右端可知,式(A．１９)省略了热流的三阶项.结

合忽略了参考构形和应力功率的内能平衡方程(式
(A．１２)),可以得到熵的时间变化率:

ρS
􀅰

s＝－JSs
I,I ＋ζSs ＝

　－
qI

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

,I
＋qI

１
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

,I
－α[EIT]１０q

􀅰
I

é

ë
êê

ù

û
úú .

(A．２２)
式中,JSs

I 为广义熵流向量的分量.我们注意到,

ζSs 具有双线性形式的结构:

ζSs ＝qI
１
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

,I
－α[EIT]１０q

􀅰
I

é

ë
êê

ù

û
úú＝qIF

︿
I.

(A．２３)

式中,F
︿
I 为广义作用力分量.为了得到与熵产非

负性相容的热流演化方程,最简单的方法是假定FI

与Us 和q２
I 通过系数μ

︿
１(Us,q２

I)线性相关.于是式

(A．２３)变为

ζSs ＝qIFI ＝qIμ
︿
１ Us,q２

I( )qI ≥０. (A．２４)

可以得到μ
︿
１ ≥０.对于式(A．２４)中力和通量的非

线性关系,需要注意系数的符号.对于泰勒级数展

开式,熵产非负只是对热流的二次项符号施加限制,
而不对热流的四次项或更高次项施加限制.

对于各向同性的刚性导热体,定义FI 之后,存
在qI 的一类变换,使熵产不变.例如,

qIDa
︿qI ＝qIq

􀅰
I. (A．２５)

其中,

Da
︿qI ＝q

􀅰
I ＋a

︿
WIJqI. (A．２６)

式中:Da
︿ 为与常数a

︿
相关的一般导数符号;WIJ 为

反对称张量分量.使用热流的一般导数而非物质时

间导数时,熵产表达式保持不变.
为了与傅里叶定律和 MCV 方程进行比较,我

们假设一个恒定热流的情况,此时q
􀅰
I ＝０.用非平

衡温度θ 代替局部平衡温度T ,则唯象系数μ１ 与

K 和θ 相关:

μ１＝
１

Kθ２
. (A．２７)

随后考虑q
􀅰
I ≠０的情况,α[EIT]１０ 与τ、K 和θ相关:

α[EIT]１０＝
τ
Kθ２

. (A．２８)

于是,广义 Gibbs方程(式(A．１９))可以表示为

dSs＝
１
θdUs－

τ
ρKθ２qIdqI. (A．２９)

当热流的二次项可以忽略不计时,非平衡温度退化

为局部平衡温度.于是广义熵产变为

ζSs ＝
１

Kθ２q
２
I ≥０. (A．３０)

式(A．３０)确保了熵产的非负性.
根据前面阐述的原理,在热声弹性情况下,我们

可以合理假设,从自然状态到初始状态,物体经历的

是准稳态过程,用傅里叶定律足以刻画物体的导热

特性,所采用的温度是局部平衡温度.而从初始状

态到最终状态,我们用 MCV方程来刻画导热特性,
在这个过程中涉及非平衡态,用非平衡温度来代替

局部平衡温度.

A．５．２　理性扩展热力学流程

热流的演化方程可以写成如下一般形式:

q
􀅰[F]
I ＝q

􀅰
I(t)＝－J

qI
IJ,J(t)＋ζ

qI(t).
(A．３１)

式中:Jq
IJ 为热流通量,是二秩张量分量;ζ

qI 为热流

产,是一个向量.式(A．３１)等号右端第一项表示与

外界环境交换的热流,第二项表示产生的热流.这
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些量是未知的,只能通过本构方程表示.
对于本构自变量,用EIJ 和θ 代替Us ,就可以

用比亥姆霍兹自由能ψs 来表述热力学第二定律,并
将式(A．３１)视为使熵产不等式成立的约束.为了

将这些约束考虑在内,采用 Lagrange乘子法① ,可
以得到

－q[F]
I,I －ρ

[I](ψ
􀅰[F]
s ＋S[F]

sθ
􀅰[F])＋(TPK２[F]

IJ E
􀅰[F]
IJ ＋ρ

[I]Rs)＋

θ[F]JS[F]
s

I,I ＋Λ(q
􀅰[F]＋Jq[F]

I
IJ,J －ζq

[F]
I )＝θ[F]ζS[F]

s ≥０.

(A．３２)

式中:θ[F]为最终状态的非平衡温度;Rs 为单位时间、

单位质量的热供;Λ 为Lagrange乘子.式(A．３２)满足

自变量EIJ 、θ 和qI 的任意取值,但依然有３个未知

量:JSs
I 、Jq

IJ 和ζ
qI ,由以下３个本构关系式给出:

JS[F]
s

I ＝ε[RET][EIJ(t),θ(t),q２
I(t),t]q[F]

I ＝

　　　　ε[RET](t)q[F]
I ;

Jq
[F]
I

IJ,J ＝a[RET][EIJ(t),θ(t),q２
I(t),t]δIJ ＝

　　　　a[RET](t)δIJ;

ζq
[F]
I ＝－b[RET][EIJ(t),θ(t),q２

I(t),t]q[F]
I ＝

　　　　－b[RET](t)q[F]
I .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(A．３３)

式中,ε[RET]、a[RET]和b[RET]为理性扩展热力学中的

未知标量函数.需要注意,式(A．３３)构造的关系式

是形式最简单的关系式,Lebon等②③ 提出了更一般

的表达式.将式(A．３３)代入式(A．３２),为了确保式

(A．３２)的非负性成立,可以得到以下本构方程.

应力本构方程:

TPK２[F]
IJ ＝TPK２

IJ (t＝t[F])＝

　　　ρ
[I]∂ψs EIJ(t),θ(t),qK(t),t( )

∂EIJ(t)
t＝t[F]

θ
􀅰(t)＝０

qK (t)＝０

.

(A．３４)

式中,TPK２[F]
IJ 为参考初始坐标 系 的 最 终 第 二 类

PiolaＧKirchhoff应力张量的分量.

　　熵本构方程:

S[F]
s ＝－

∂ψs EIJ(t),θ(t),qK(t),t( )

∂θ(t)
t＝t[F]

E
􀅰
IJ(t)＝０

qK (t)＝０

.

(A．３５)

　　熵流本构方程:

JS[F]
sI ＝JSs

I (t＝t[F])＝
１

θ[F]q
[F]
I . (A．３６)

式中,JS[F]
sI 为参考初始坐标系的最终状态的熵流向

量的分量.
除此之外,我们还可以得到

∂a[RET](t)
∂q２

I(t) ＝０,∂a[RET](t)
∂EIJ(t)＝０,∂a[RET](t)

∂θ(t) ＞０.

(A．３７)
式中,a[RET] 只与θ 有关,与应变和热流的二次项都

无关.于是,式(A．３１)变为

q
􀅰[F]
I ＝－

da[RET](t)
dθ(t) t＝t[F]

θ[F]
,I －b[F]q[F]

I .

(A．３８)
如果不考虑压热效应,即热流与应变无关,我们

可以使

b[F]＝
１

τ[F],
da[RET](t)

dθ(t) t＝t[F]
＝b[F]K[F].

(A．３９)
于是就 可 以 得 到 MCV 方 程.另 外,需 要 注 意,

MCV方程隐含的假设是温度梯度的建立是热流产

生的原因———如果初始温度梯度为０,则热流为０.
如果温度梯度突然建立,则热流会产生并经历一个

弛豫过程然后保持恒定;如果温度梯度突然消失,则
热流会经历一个弛豫过程,然后消失.热流产本构

方程为

ζq[F]
K

K ＝－
q[F]

K

τ[F]. (A．４０)

式中,ζq
[F]
K

K
为最终状态热流产向量的分量.

而如果考虑压热效应,即热流与应变相关,则有

①LiuI．MethodofLagrangeMultipliersforExploitationoftheEntropyPrinciple．ArchiveforRationalMechanicsandAnalysis,１９７２,

４６(２):１３１ １４８．

②LebonG,Grmela M,LhuillierD．A ComparativeStudyoftheCouplingofFlow with NonＧFickean Thermodiffusion:PartI:

ExtendedIrreversibleThermodynamics．JournalofNonＧEquilibriumThermodynamics,２００３,２８(１):１ ２２．

③LebonG,JouD,CasasＧVázquezJ．UnderstandingNonＧEquilibriumThermodynamics．Berlin,Heidelberg:Springer,２００８．

q
􀅰[F]
I ＝－

da[RET](t)
dθ(t) t＝t[F]

θ[F]
,I －b[F]q[F]

I －
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∂qI(t)
∂EJK(t)t＝t[F]

E[F]
JK －

∂qI(t)
∂θ(t) t＝t[F]

θ[F].

(A．４１)
如果 初 始 非 平 衡 温 度 梯 度 为 ０,即 θ[I]

,I ＝
∂θ

∂XI t＝０
＝T[I]

,I ＝０(XI 为位置向量的分量),则有

q[I]
I ＝qI t＝０( ) ＝０;

∂qI(t)
∂EJK(t)t＝０

＝０;

∂qI(t)
∂θ(t) t＝０

＝０.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(A．４２)

A．６　平面波分析流程

Rudgers① 针对热声波传播的晶格模型,定义了

热流弛豫时间.在本文的背景中,初始状态下的各

向同性热流弛豫时间表示为

①RudgersAJ．AnalysisofThermoacousticWavePropagationinElasticMedia．TheJournaloftheAcousticalSocietyofAmerica,

１９９０,８８(２):１０７８ １０９４．

τ[I]＝
K[I]

ρ
[I]c[E][I]

s v[iso][I]２
P

. (A．４３)

式中:K[I] 为初始状态下的热导率;v[iso][I]
P 为初始

状态下的等温 P波速度.假定在宏观连续介质力

学范畴内,K[I] 与初始应力、应变无关(但在微观连

续介质力学范畴内,热导率与初始应力、应变的关系

还需进行进一步探讨).定容比热容c[E][I]
s 视为等

于自然状态下测量得到的值c[E][N]
s ,与初始应力、应

变无关,但单位体积定容热容ρ
[I]c[E][I]

s 显然与初始

应力、应变有关.v[iso][I]
P 与初始应力/应变有关,且

可能具有应力诱导的各向异性.
接下来,对于热声弹性介质中传播的平面波,我

们仅关注从初始状态到最终状态的过程,并以初始

构形作为参考构形.为简单起见,基于式(A．３８)进
行分析.设平面谐波为:

ΔuI ＝Δu０N[u]
I expi(kN[k]

J XJ －ωt)[ ] ;

Δϑ＝Δϑ０expi(kN[k]
J XJ －ωt)[ ] .{

(A．４４)
式中:Δu０、Δϑ０ 分别为位移增量和温度增量的振

幅;N[u]
I 为位移的单位向量的分量;k为波数;N[k]

J

为波法向量的分量;ω 为角频率.将式(A．４４)代入

式(A．３８),忽略体力和热供.于是可以得到广义

KelvinＧChristoffel方程:

Φ􀅰w＝０. (A．４５)
其中:

Φ＝

φ１１ φ１２ φ１３ φ１４ φ１５ φ１６

φ２１ φ２２ φ２３ φ２４ φ２５ φ２６

φ３１ φ３２ φ３３ φ３４ φ３５ φ３６

φ４１ φ４２ φ４３ φ４４ φ４５ φ４６

φ５１ φ５２ φ５３ φ５４ φ５５ φ５６

φ６１ φ６２ φ６３ φ６４ φ６５ φ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

;

w＝

u０N[u]
１

u０N[u]
２

u０N[u]
３

ϑ０

ϑ０

ϑ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.　　　　　　　　　　

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(A．４６)

φ１１＝k２D[iso][I]
１１ －ρ

[I]ω２,φ１２＝k２D[iso][I]
１２ ,

φ１３＝k２D[iso][I]
１３ ,φ１４＝ －M[eqv][I]

１１ (ikN[k]
１ ),

φ１５＝ －M[iso][I]
１２ (ikN[k]

２ ),φ１６＝ －M[eqv][I]
１３ (ikN[k]

３ );

φ２１＝k２D[iso][I]
２１ ,φ２２＝k２D[iso][I]

２２ －ρ
[I]ω２,

φ２３＝k２D[iso][I]
２３ ,φ２４＝ －M[eqv][I]

１２ (ikN[k]
１ ),

φ２５＝ －M[eqv][I]
２２ (ikN[k]

２ ),φ２６＝ －M[eqv][I]
２３ (ikN[k]

３ );

φ３１＝k２D[iso][I]
３１ ,φ３２＝k２D[iso][I]

３２ ,

φ３３＝k２D[iso][I]
３３ －ρ

[I]ω２,φ３４＝ －M[eqv][I]
１３ (ikN[k]

１ ),

φ３５＝ －M[eqv][I]
２３ (ikN[k]

２ ),φ３６＝ －M[eqv][I]
３３ (ikN[k]

３ );

φ４１＝T[I]M[eqv][I]
１１ (ikN[k]

１ )(iω＋ω２τ[I]
１１),

φ４２＝φ４３＝φ４５＝φ４６＝０,

φ４４＝k２N[k]２
１ K[I]

１１ －ρ
[I]c[E][I](iω＋ω２τ[I]

１１);

φ５１＝φ５３＝φ５４＝φ５６＝０,

φ５２＝T[I]M[eqv][I]
２２ (ikN[k]

２ )(iω＋ω２τ[I]
２２),

φ５５＝k２N[k]２
２ K[I]

２２ －ρ
[I]c[E][I](iω＋ω２τ[I]

２２);

φ６１＝φ６２＝φ６４＝φ６５＝０,

φ６３＝T[I]M[eqv][I]
３３ (ikN[k]

３ )(iω＋ω２τ[I]
３３),

φ６６＝k２N[k]２
３ K[I]

３３ －ρ
[I]c[E][I](iω＋ω２τ[I]

３３).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(A．４７)
式中,D[iso][I]

IK 为等温声张量分量,

D[iso][I]
IK ＝A[iso][I]

IJKL N[k]
J N[k]

L( ) . (A．４８)
于是有
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D[iso][I]
１１ ＝A[iso][I]

１１ N[k]
１ N[k]

１( ) ＋A[iso][I]
６６ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋

　A[iso][I]
８８ N[k]

３ N[k]
３( ) ＋２A[iso][I]

１６ N[k]
１ N[k]

２( ) ＋
　２A[iso][I]

１８ N[k]
１ N[k]

３( ) ＋２A[iso][I]
６８ N[k]

２ N[k]
３( ) ;

D[iso][I]
１２ ＝D[iso][I]

２１ ＝A[iso][I]
１９ N[k]

１ N[k]
１( ) ＋

　A[iso][I]
２６ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋A[iso][I]

４８ N[k]
３ N[k]

３( ) ＋
　 A[iso][I]

１２ ＋A[iso][I]
６９( ) N[k]

１ N[k]
２ ＋

　 A[iso][I]
１４ ＋A[iso][I]

８９( ) N[k]
１ N[k]

３ ＋
　 A[iso][I]

４６ ＋A[iso][I]
２８( ) N[k]

２ N[k]
３ ;

D[iso][I]
１３ ＝D[iso][I]

３１ ＝A[iso][I]
１５ N[k]

１ N[k]
１( ) ＋

　A[iso][I]
６７ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋A[iso][I]

３８ N[k]
３ N[k]

３( ) ＋
　 A[iso][I]

１７ ＋A[iso][I]
５６( ) N[k]

１ N[k]
２ ＋

　 A[iso][I]
１３ ＋A[iso][I]

５８( ) N[k]
１ N[k]

３ ＋
　 A[iso][I]

３６ ＋A[iso][I]
７８( ) N[k]

２ N[k]
３ ;

D[iso][I]
２２ ＝A[iso][I]

９９ N[k]
１ N[k]

１( ) ＋A[iso][I]
２２ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋

　A[iso][I]
４４ N[k]

３ N[k]
３( ) ＋２A[iso][I]

２９ N[k]
１ N[k]

２( ) ＋
　２A[iso][I]

４９ N[k]
１ N[k]

３( ) ＋２A[iso][I]
２４ N[k]

２ N[k]
３( ) ;

D[iso][I]
２３ ＝D[iso][I]

３２ ＝A[iso][I]
５９ N[k]

１ N[k]
１( ) ＋

　A[iso][I]
２７ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋A[iso][I]

３４ N[k]
３ N[k]

３( ) ＋
　 A[iso][I]

７９ ＋A[iso][I]
２５( ) N[k]

１ N[k]
２ ＋

　 A[iso][I]
３９ ＋A[iso][I]

４５( ) N[k]
１ N[k]

３ ＋
　 A[iso][I]

２３ ＋A[iso][I]
４７( ) N[k]

２ N[k]
３ ;

D[iso][I]
３３ ＝A[iso][I]

５５ N[k]
１ N[k]

１( ) ＋A[iso][I]
７７ N[k]

２ N[k]
２( ) ＋

　A[iso][I]
３３ N[k]

３ N[k]
３( ) ＋２A[iso][I]

５７ N[k]
１ N[k]

２( ) ＋
　２A[iso][I]

３５ N[k]
１ N[k]

３( ) ＋２A[iso][I]
３７ N[k]

２ N[k]
３( ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(A．４９)
为了得到式(A．４５)的非奇异解,需要 Φ ＝０,

然而想得到 Φ 的表达式相当不易.为了进一步

简化分析,我们假定介质在自然状态下为各向同性

介质,平面波沿Z 方向传播,因此波法向量 N[k]＝
(N[k]

１ ,N[k]
２ ,N[k]

３ )＝(０,０,１),等效热应力张量为

对角张量.于是,Φ 变为

Φ＝

φ１１ ０ ０ ０ ０ ０
０ φ２２ ０ ０ ０ ０
０ ０ φ３３ ０ ０ φ３６

０ ０ ０ φ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ φ５５ ０
０ ０ φ６３ ０ ０ φ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

.

(A．５０)
其中:

φ１１＝ρ
[I]k２ A[iso][I]

８８

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ２２＝ρ
[I]k２ A[iso][I]

４４

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ３３＝ρ
[I]k２ A[iso][I]

３３

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ３６＝－M[eqv][I]
３３ ik;

φ４４＝－ρ
[I]c[E][I]

s k２v[I]２ i
ω ＋τ[I]

１１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ５５＝－ρ
[I]c[E][I]

s k２v[I]２ i
ω ＋τ[I]

２２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ６３＝T[I]M[eqv][I]
３３ ik( )k２v[I]２ i

ω ＋τ[I]
３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

φ６６＝k２K[I]
３３ －ρ

[I]c[E][I]
s k２v[I]２ i

ω ＋τ[I]
３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í
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ï
ï
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ï
ï
ï
ïï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(A．５１)
式中,v[I]＝ω/k,为初始波速,是一个复数.于是

Φ ＝φ１１φ２２ φ３３－φ３６φ６３

φ６６

æ

è
ç

ö

ø
÷φ４４φ５５φ６６＝０.

(A．５２)
式(A．５２)是v[I]的多项式方程.对于热弹性情

况和热声弹性情况,求解此类方程是很复杂的,甚至

无法求得解析解.根据Carcione等①

①CarcioneJM,WangZW,LingW,etal．SimulationofWavePropagationinLinearThermoelasticMedia．Geophysics,２０１８,８４(１):

T１ T１１．

的平面波分析流程,引入 Maxwell黏弹模型核将有

利于简化式(A．５２):

M[M][I]
３３ ＝

iωa[I]２
３３

－１＋iωτ[I]
３３

;a[I]
３３ ＝

K[I]
３３

ρ
[I]c[E][I]

s
.

(A．５３)
因此有

Φ ＝
A[iso][I]

８８

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷

A[iso][I]
４４

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰

　
A[iso][I]

３３

ρ
[I] －v[I]２æ

è
ç

ö

ø
÷ (M[M][I]

３３ －v[I]２)－
é

ë
êê

　v[I]２b[eqv][I]２
３３ ]＝０.

(A．５４)
于是可以求解出两种准横(qS)波速度:

v[iso][I]
qS１ ＝

A[iso][I]
８８

ρ
[I]

;v[iso][I]
qS２ ＝

A[iso][I]
４４

ρ
[I]

.

(A．５５)
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对于准纵(qP)波,可以得到

v[I]
qP ＝

１
２

[v[adi][I]２
qP ＋M[M][I]

３３ ±

(v[adi][I]２
qP ＋M[M][I]

３３ )２－４M[M][I]
３３ v[iso][I]

qP ]
１
２ .

(A．５６)
式 (A．５６)有两个解,一个为E波(正号),一个为T

波(负号).当ω＝０时,有

v[I]
１ ＝v[adi][I]

qP ＝v[adi][I]
qPE ,v[I]

２ ＝v[adi][I]
qPT ＝０.

(A．５７)

而当K[I] →０时,也可以得到相同的结果.这是因

为Rudgers① 定义热流弛豫时间的方式令ω → ¥与

K[I] → ¥等效.

①RudgersAJ．AnalysisofThermoacousticWavePropagationinElasticMedia．TheJournaloftheAcousticalSocietyofAmerica,

１９９０,８８(２):１０７８ １０９４．
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