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单边退化抛物方程反问题的收敛性分析

陈嘉琪,杨 柳
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:考虑利用已知终端观测数据进行单边退化抛物型方程辐射系数反演的收敛性分析

问题.首先,对单边退化抛物型方程,需满足Fichera条件以确保问题的可解性;其次,将原

反问题转化为一个最优控制问题,通过最优控制方法找到辐射系数的最优解;最后,结合

Gâteaux导数并引入新的源条件,证明最优解的收敛性.
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0 引 言

偏微分方程在物理学、力学、经济学、医学、工业和高新技术等领域应用广泛.偏微分方程的正问

题是在某些已知条件(如初始条件、边界条件)下确定方程的解,而偏微分方程的反问题是将正问题中

某些原有的条件变成未知条件,需要通过方程、定解条件和某些附加条件确定这些未知量[1].偏微分

方程的正问题与反问题是互逆的,但反问题在Hadamard意义[2]下大部分是不适定的.
目前对经典抛物方程的研究已形成了成熟的理论体系,但对退化抛物型方程的反问题研究报道较

少.随着金融数学的发展,对退化偏微分方程研究的需求也逐渐增加.经典的Black-Scholes方程为



∂V
∂t+12σ

2S2∂
2V
∂S2 +(r-q)S∂V∂s-rV=0,  (S,t)∈ ℝ+×[0,T]. (1)

针对期权定价问题[3-6],当S=0时,Black-Scholes方程退化为一阶方程.文献[7]利用Tikhonov正则

化方法讨论了Black-Scholes方程重构隐含波动率的反问题,并证明了正则化解的收敛性.文献[8]研
究了二阶退化抛物型方程:

ut-(a(x)ux)x +b(x)u=f(x),(x,t)∈Q=(0,1)×(0,2T],

u(x,0)=φ(x), x∈ (0,1{ )
(2)

辐射系数反演的问题,且主项系数在区域的左右边界都退化,在最优控制理论框架下将原问题转化

为一个优化问题,通过引入适当的正则化项,讨论了其最优解的收敛性.文献[9]研究了一类退化抛物

方程:

ut-(a(x)ux)x +q(x)u=0,(x,t)∈Q=(0,l)×(0,T],

u t=0=φ(x), x∈ (0,l{ )
(3)

辐射系数的反演问题,且a(x)>0,a(0)=a(l)=0,x∈(0,l),通过将原问题转化为最优控制问题,
讨论了其最优解的收敛性.问题(3)属于双边退化情形,根据Fichera条件计算得到方程(3)在左右边

界不需要给边界条件,而目前对双边退化抛物方程的实际应用也较广泛,如描述地震波传播、电磁波

传播、声波传播等.文献[10]研究了非散度型二阶抛物型方程的混合问题:

ut-a(x)uxx +b(x)ux +c(x)u=f(x,t),(x,t)∈Q=(0,1)×(0,T],

u(x,0)=φ(x), x∈ (0,l),

u(0,t)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(4)

当a(x)>0,a(0)=a(l)=0,x∈(0,l)时,通过引入赋权的Sobolev空间和一些新的源条件,并对主

项系数的允许函数类附加了较强的正则性条件,证明了其最优解的收敛性.文献[11]研究了一类具有

变指数的退化抛物方程:

ut=div(ρα ∇a(u)p(x)-2∇a(u))+g(x)div(b(u)), (x,t)∈QT,

u t=0=u0(x), x∈Ω{ ,
(5)

在局部边界u(x,t)=0,x,t∈Σp×(0,T)下,得到了方程(5)在无边界条件下弱解的唯一性,其中

Σp⊂∂Ω或Σp≠Ø.文献[12]讨论了一类含对流项的弱退化线性抛物问题:

ut-(xαux)x -(b(x,t)u)x +c(x,t)u=h(x,t)χω,(x,t)∈ (0,1),

u(0,t)=u(1,t)=0, t∈ (0,T),

u(x,0)=u0(x), x∈ (0,1

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(6)

的零可控性,通过建立相应问题的Carleman估计,证明了正则化问题的能观不等式以及含散度形式

对流项的线性退化抛物系统的可控性,并讨论了具超线性源退化较弱的抛物方程与更一般的具超线性

源的退化抛物方程的零可控性.文献[13]利用有限元法求解如下二阶非线性抛物方程:

ut-uxx +u3-u=0,(x,t)∈ (0,1)×(0,T),

u(0,t)=u(1,t)=0, t∈ (0,T),

u(x,0)=u0(x), x∈ (0,1

ì

î

í

ï
ï

ïï ),
证明了其差分格式解的稳定性和收敛性,并用数值算例验证了理论分析结果和算法的有效性.
文献[14]研究如下一类对流扩散方程:

ut-Δu+∇·(v(x)u)=f(x)R(x,t),(x,t)∈Ω×(0,T],

u(x,t)=0, (x,t)∈∂Ω×(0,T],

u(x,0)=u0(x), x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
基于有限元法,同时重构了对流速度和源函数,并验证了其解有严格的收敛性,其中Ω⊂ℝ2.

关于退化抛物方程的反问题,目前研究较多的是双边退化的情形,且标的方程是散度型的,而关

于单边退化的情形相关研究报道较少.形式上看双边退化的情形较复杂,但在实际应用中,利用分部

积分和定义适当的权函数空间,可以较轻松地处理.而单边退化则不然,特别是对非散度型的方程,
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一则分部积分较复杂(多出一些边界积分项),二则边界上的信息依赖于Fichera函数的符号,从而影

响整个方程的先验估计,这是单边退化抛物方程的一个最大特点.
本文主要讨论一类单边退化抛物型方程反问题的收敛性,即利用Fichera条件判断方程在边界处

是否需要配置边界条件,主项系数在区域的左边界退化,在边界x=0处不给出边界条件,可能会使原

来收敛的结果变为发散.所以本文将在适当的附加条件及Fichera条件下,结合Gâteaux导数并引入

新的源条件,研究与原问题对应的最优控制问题解的收敛性.本文考虑的问题(定义为P问题)表述为

ut-r(x)uxx +s(x)ux +p(x)u=f(x,t),(x,t)∈Q=(0,l)×(0,T],

u x=l=0,

u t=0=h(x), x∈ (0,l

ì

î

í

ï
ï

ïï ),
(7)

其中f(x,t),r(x),s(x),h(x)分别是Q 和(0,l)上已知的光滑函数,r(x)满足

r(x)>0, r(0)=0, r(l)>0, x∈ (0,l),
且s(x)>0,s(x)在x=0处满足Fichera条件

s(x)+dr
(x)
d

é

ë
êê

ù

û
úúx x=0

≤0.

方程(7)中的辐射系数p(x)未知.
假设给出终端观测值作为附加条件,即

u t=T =ζ(x),  x∈ (0,l], (8)
其中T>0,ζ(x)是可通过测量或实验得到的已知函数.下面讨论利用方程(7)和条件(8)求出辐射系

数p(x).
退化偏微分方程与经典偏微分方程的主要区别是退化偏微分方程可能缺少边界条件.根据

Fichera理论[15-16],对退化方程在边界上是否需要给出边界条件,取决于相应Fichera函数的符号.
对于一般的二阶线性偏微分方程:

∑
m

i,j=1
aij(x) ∂

2u
∂xi∂xj

+∑
m

i=1
bi(x)∂u∂xi

+c(x)u=f(x),

其中x=(x1,x2,…,xm)∈Ω⊂ℝm,并且设aij=aji,i,j=1,2,…,m.
设Ω 的边界∂Ω 上的单位内法向量为n=(n1,n2,…,nm),定义Fichera函数为

B(x)=∑
m

i=1
bi(x)-∑

m

j=1

∂aij(x)
∂x

é

ë
êê

ù

û
úú

j
ni.

在方程(7)中,将uxx的系数化为正数,有

-ut+r(x)uxx -s(x)ux -p(x)u=-f(x,t),  (x,t)∈ (0,l)×(0,T].
记x1=x,x2=t,有

a11=r(x), a12=a21=a22=0, b1=-s(x), b2=-1.

  在边界x=0上,单位内法向量是(1,0),有∑
2

i,j=1
aijninj=a11 x=0=r(x)x=0=0.Fichera函数为

B(x,t)= b1-∂a
(x)
∂

é

ë
êê

ù

û
úúx x=0

= -s(x)-r′(x)x=0 ≥0.

由Fichera定理,在左边界x=0处不必给出边界条件.因此,问题P是合理的.

1 问题描述

由于反问题P的不适定性,本文考虑下列最优控制问题P1:寻找p(x)∈A,使得

J(p)=min
p∈A

J(p),

J(p)=12∫
l

0
u(x,T;p)-ζ(x)2dx+N

2∫
l

0
∇p 2dx, (9)

A={p(x)0<α≤p≤β,‖p‖H1(0,l)< ∞}, (10)
其中u(x,t;p)是方程(7)对应于给定辐射系数p(x)∈A 的解,N 是正则化参数,α,β是给定正常数.
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本文对x只考虑一维情况,高维情况同样适用.为区分函数的下标与函数的导数,利用高维梯度

算子∇表示对应函数对x的一阶导数.对附加条件(8),假设终端观测值ζ(x)满足ζ(x)∈L∞[0,l].
如无特殊说明,本文C表示与T 无关的不同常数.

定义1 定义函数空间 H1
r(0,l)是集合C∞(0,l)在范数

‖u‖2H1r(0,l)=∫
l

0
r(x)(u 2+ ∇u 2)dx,  u∈H1

r(0,l)

下的闭包.
定义2 如果u(x,t)∈C([0,T];L2(0,l))∩L2((0,T);H1

r(0,l)),对任意给定的函数

ψ∈L2(0,l)∩H1
r(0,l),满足

u(x,0)=h(x),  x∈ (0,l),
且有如下积分等式成立:

∫
l

0
utψdx+∫

l

0
(s+r′)·∇u·ψdx+∫

l

0
r·∇u·∇ψdx+∫

l

0
puψdx=∫

l

0
fψdx, (11)

则称u(x,t)是方程(7)的弱解.
定理1 泛函J(p)存在极小元p∈A,即J(p)=min

p∈A
J(p).

参考文献[9]可证明定理1.

2 局部收敛性分析

下面考虑最优解的收敛性,对T 取相对较小的值进行局部收敛性分析.假设真解ζ(x)是可达的,
则存在p*(x)∈H1(0,l),使得u(x,T;p*)=ζ(x).一般情况下,观测数据会存在误差,记误差水平

为δ,则‖ζ-ζδ‖L2(0,l)≤δ.
用[T-λ,T]上的一个积分泛函代替原来的泛函,引入如下辅助控制问题:

Jλ(p)=12λ∫
T

T-λ∫
l

0
u(x,t;p)-ζ(x)2dxdt+N

2∫
l

0
∇p 2dx. (12)

当λ→0+时,有

Jλ(p)=12λ∫
T

T-λ∫
l

0
u(x,t;p)-ζ(x)2dxdt→ 12∫

l

0
u(x,T;p)-ζ(x)2dx.

从而有Jλ(p)→J(p).
假设存在真解p*(x),使得

1
2λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(x,t;p*)-ζδ(x)2dxdt≤ 12δ

2.

定义正向算子:

u(p):A→H1((0,T);L2(0,l))∩L2((0,T);H1
r(0,l)),

u(p)(x,t)=u(x,t;p(x)),
其中u(x,t;p(x))是式(11)对应p∈A 的解.对任意p∈A 和q∈H1(0,l),计算得到Gâeaux导数

u′(p)q满足齐次初始条件,并对任意φ∈L2(0,l)∩H1
r(0,l),下列不等式成立:

∫
l

0
(u′(p)q)tφdx+∫

l

0
r∇(u′(p)q)·∇φdx+∫

l

0
s∇(u′(p)q)·φdx+

∫
l

0
r′∇(u′(p)q)·φdx+∫

l

0
p(u′(p)q)φdx=-∫

l

0
u(p)qφdx. (13)

  引理1 对任意p∈A 和q∈H1(0,l),使得p+q∈A,有

∫
l

0
(R(p))tφdx+∫

l

0
r∇R(p)·∇φdx+∫

l

0
sφ∇(R(p))dx+∫

l

0
r′φ∇R(p)dx+∫

l

0
p(R(p))φdx=

∫
l

0
q(u(p)-u(p+q))φdx, (14)

其中余项
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R(p)=u(p+q)-u(p)-u′(p)q,  φ∈L2(0,l)∩H1
r(0,l).

  证明:u(p+q)满足

∫
l

0
(u(p+q))tφdx+∫

l

0
r∇u(p+q)·∇φdx+∫

l

0
sφ∇u(p+q)dx+

∫
l

0
r′φ∇u(p+q)dx+∫

l

0
(p+q)u(p+q)φdx=∫

l

0
fφdx. (15)

式(15)减去式(11),有

∫
l

0
(u(p+q)-u(p))tφdx+∫

l

0
r∇(u(p+q)-u(p))·∇φdx+

∫
l

0
sφ∇(u(p+q)-u(p))dx+∫

l

0
r′φ∇(u(p+q)-u(p))dx+

∫
l

0
p(u(p+q)-u(p))φdx=-∫

l

0
qu(p+q)φdx. (16)

式(16)减去式(13),整理得式(14).证毕.
为证明最优解的收敛性,对正问题附加源条件,引入如下线性算子:

F(p):L2((0,T);L2(0,l))→L2(0,l),

F(p)Φ=-1λ∫
T

T-λ
u(p)Φdx,  ∀Φ∈L2((0,T);L2(0,l)), (17)

其中u(p)是方程(11)的解.利用式(13),对任意q∈H1(0,l)和φ∈L2(0,l)∩H1
r(0,l),下面等式

成立:

<F(p)φ,q>=-1λ∫
T

T-λ∫
l

0
qu(p)φdxdt=

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[(u′(p)q)tφ+r·∇(u′(p)q)·∇φ]dxdt+

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[s·∇(u′(p)q)·φ+r′·∇(u′(p)q)·φ+p(u′(p)q)φ]dxdt, (18)

这里<·,·>L2(0,l)表示L2(0,l)空间中的内积,∇是线性算子,定义其共轭算子∇*如下:
<∇*z,φ>L2(0,l)=<z,∇φ>L2(0,l), ∀z∈H1(0,l), φ∈H1(0,l).

如果φ∈H1
0(0,l),则∇*等同于∇.

定理2 假设存在一个函数

φ∈H1
0((T-λ,T);L2(0,l))∩L2((T-λ,T);H1

r(0,l)), (19)
使得在弱解的意义下成立如下源条件:

F(p*)φ=∇*∇p*,  φ x=0=u(p*)-u(pδ
N)x=0, (20)

这里F(p*)由式(17)定义,可表述为:对任意q∈H1(0,l),有

<F(p*)φ,q>=<∇*∇p*,q>=<∇p*,∇q>.
此外,假设存在一点x0∈[0,l],使得pδ

N(x0)=p*(x0),则当T≪1,N~δ时,有下列估计:

∫
l

0
pδ

N -p* 2dx≤Cδ, (21)

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-u(p*)2dxdt≤Cδ2, (22)

这里pδ
N 是式(9)中ζ替代ζδ 的极小元,u(pδ

N)是变分问题(11)当p=pδ
N 时的解,C是一个正常数,不

依赖于δ,N 和T.
证明:由于pδ

N 是式(9)的极小元,故有Jλ(pδ
N)≤Jλ(p*).即

1
2λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+N
2∫

l

0
∇pδ

N
2dx≤ 12δ

2+N
2∫

l

0
∇p* 2dx. (23)

由式(23),有

1
2λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+N
2∫

l

0
∇pδ

N -∇p* 2dx≤
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1
2δ

2+N
2∫

l

0
∇p* 2dx-N

2∫
l

0
∇pδ

N
2dx+N

2∫
l

0
∇pδ

N -∇p* 2dx=

1
2δ

2+N∫
l

0
∇p*·∇(p* -pδ

N)dx=12δ
2+N<∇p*,∇(p*-pδ

N)>. (24)

利用式(18),(20),对式(24)的最后一项,有

<∇p*,∇(p*-pδ
N)>=<F(p*)φ,p*-pδ

N>=

-1λ∫
T

T-λ∫
l

0
(p*-pδ

N)u(p*)φdxdt=

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[(u′(p*)(p* -pδ

N))tφ+r·∇(u′(p*)(p* -pδ
N))·∇φ]dxdt+

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[s·∇(u′(p*)(p* -pδ

N))·φ+r′·∇(u′(p*)(p* -pδ
N))·φ]dxdt+

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[p*(u′(p*)(p* -pδ

N))φ]dxdt.

令

Rδ
N∶=u(pδ

N)-u(p*)-u′(p*)(pδ
N -p*),

则有

N<∇p*,∇(p*-pδ
N)>=N

λ∫
T

T-λ∫
l

0
[(Rδ

N)tφ+r∇(Rδ
N)·∇φ+(s+r′)∇(Rδ

N)·φ+p*(Rδ
N)φ]dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[(u(pδ

N)-u(p*))tφ]dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[r∇(u(pδ

N)-u(p*))·∇φ]dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[s∇(u(pδ

N)-u(p*))·φ]dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[r′∇(u(pδ

N)-u(p*))·φ]dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[p*(u(pδ

N)-u(p*))φ]dxdt=∶

I1+I2+I3+I4+I5+I6. (25)

下面分别估计I1~I6,主要利用不等式(23)的左边分别控制I1~I6.
对于I1,利用式(14)可得

I1=N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(pδ

N -p*)[u(p*)-u(pδ
N)]φdxdt. (26)

由式(26)及Schwarz不等式,有

I1 ≤ N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(pδ

N -p*)φ· u(p*)-ζδ dxdt+

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(pδ

N -p*)φ· ζδ-u(pδ
N)dxdt≤

N
λ∫

T

T-λ
‖(pδ

N -p*)φ‖L2(0,l)·‖u(p*)-ζδ‖L2(0,l)dt+

N
λ∫

T

T-λ
‖(pδ

N -p*)φ‖L2(0,l)·‖ζδ-u(pδ
N)‖L2(0,l)dt. (27)

由条件(10)及Young不等式,有

I1 ≤ 1
12λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(p*)-ζδ 2dxdt+CN2∫

T

T-δ∫
l

0
(pδ

N -p*)φ 2dxdt+

1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
ζδ-u(pδ

N)2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
(pδ

N -p*)φ 2dxdt≤
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1
12δ

2+ 1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
φ 2dxdt. (28)

  对于I2,关于t分部积分,且由u(x,T;p*)=ζ(x)和‖ζ-ζδ‖L2(0,l)≤δ及三角不等式,有

I2 =N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[u(pδ

N)-u(p*)]tφdxdt ≤N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-u(p*))φt dxdt≤

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)φt dxdt+N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))φt dxdt≤

1
12λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(p*)-ζδ 2dxdt+CN2∫

T

T-δ∫
l

0
(pδ

N -p*)φt
2dxdt+

1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
ζδ-u(pδ

N)2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
(pδ

N -p*)φt
2dxdt≤

1
12δ

2+ 1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
φt

2dxdt. (29)

  对于I3,分部积分,且r(0)=0,u x=l=0,利用Schwarz不等式,则有

I3 =N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[r∇(u(pδ

N)-u(p*))·∇φ]dxdt ≤

N
λ∫

T

T-λ
r(u(pδ

N)-u(p*))dφ
dx

x=l

x=0
-∫

l

0
(u(pδ

N)-u(p*))(rφx)xd{ }x dt ≤

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ · ∇(r∇φ)dxdt+

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
ζδ-u(p*)· ∇(r∇φ)dxdt≤

1
12δ

2+ 1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
∇(r∇φ)2dxdt. (30)

  对于I4 和I5,分部积分,且由源条件(20),则有

I4=N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[s∇(u(pδ

N)-u(p*))·φ]dxdt≤

N
λ∫

T

T-λ
sφ(u(pδ

N)-u(p*))x=l
x=0-∫

l

0
(u(pδ

N)-u(p*))·∇(sφ)d{ }x dt≤

N
λ∫

T

T-λ
s(u(pδ

N)-u(p*))2 x=0dt-N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(sφ)dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(sφ)dxdt, (31)

I5=N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[r′∇(u(pδ

N)-u(p*))·φ]dxdt≤

N
λ∫

T

T-λ
r′φ(u(pδ

N)-u(p*))x=l
x=0-∫

l

0
(u(pδ

N)-u(p*))(r′φ)xd{ }x dt≤

N
λ∫

T

T-λ
r′(u(pδ

N)-u(p*))2 x=0dt-∫
T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(r′φ)dxd[ ]t -

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(r′φ)dxdt. (32)

由Fichera条件,(s+r′)x=0≤0,由式(31)和式(32),有

I4+I5 ≤ N
λ∫

T

T-λ
(s+r′)(u(pδ

N)-u(p*))2 x=0dt-∫
T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(sφ)dxdt-

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(sφ)dxdt+∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(r′φ)dxd[ ]t -

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(r′φ)dxd[ ]t ≤

-N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(sφ)dxdt-N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(sφ)dxdt-
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N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(r′φ)dxdt-N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(r′φ)dxdt,

I4+I5 ≤ N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(sφ)dxdt +N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(sφ)dxdt +

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(u(pδ

N)-ζδ)·∇(r′φ)dxdt +N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
(ζδ-u(p*))·∇(r′φ)dxdt ≤

1
6δ

2+ 1
12λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+

CN2∫
T

T-δ∫
l

0
(∇(sφ)2+ ∇(r′φ)2)dxdt. (33)

  类似地,对I6 分部积分有

I6 =N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
[p*(u(pδ

N)-u(p*))φ]dxdt ≤

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ · p*φ dxdt+

N
λ∫

T

T-λ∫
l

0
ζδ-u(p*)· p*φ dxdt≤

1
12δ

2+ 1
24λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+CN2∫
T

T-δ∫
l

0
p*φ 2dxdt. (34)

结合式(24),(25)及式(27)~(34),有

1
2λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+N
2∫

l

0
∇pδ

N -∇p* 2dx≤

1
2δ

2+N<∇p*,∇(p* -pδ
N)>≤ 12δ

2+∑
6

j=1
Ij ≤

δ2+14λ∫
T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+

CN2∫
T

T-λ∫
l

0
[φt

2+ ∇(r∇φ)2+ ∇(sφ)2+ ∇(r′φ)2+ p*φ 2]dxdt. (35)

φ满足条件(19),于是

∫
T

T-λ∫
l

0
(φt

2+ ∇(r∇φ)2+ ∇(sφ)2+ ∇(r′φ)2+ p*φ 2)dxdt≤C.

式(35)可写为

1
4λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+N
2∫

l

0
∇pδ

N -∇p* 2dx≤δ2+CN2,

选取N~δ,有

1
λ∫

T

T-λ∫
l

0
u(pδ

N)-ζδ 2dxdt+N∫
l

0
∇pδ

N -∇p* 2dx≤Cδ2. (36)

式(22)得证,再由式(36)和Poincaré不等式即得式(21).证毕.
注1 利用积分泛函(12)代替原来的泛函(9),是为解决在式(25)中第二项积分的困难.如果选择

泛函形式(9),则可推出式(25)中的第二项(记为췍I2)为

췍I2=-N
λ∫

l

0
(u(qδ

N)-u(q*))t(·,T)φdx.

在对췍I2 进行估计时,没有任何精确解与近似解关于t的导数的信息,因此也不能得到任何收敛性的结

果.传统方法在解决这部分问题时,都是通过改变原控制泛函的形式,或泛函中原有对时间t的积分.
借鉴这些思想,本文对原泛函形式进行改变,通过分部积分,将关于t的导数交换到试探函数φ 上,然

后进行一系列推导,得到最终的收敛性结果.
综上,本文研究了一类具有单边退化抛物型方程辐射系数的反演问题.通过退化抛物型方程的特

点,给定满足主系数与一阶项系数的Fichera附加条件,利用Fichera条件,结合Gâteaux导数并引入
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新的源条件,在最优控制体系下,对与原问题对应的最优控制问题解进行了收敛性分析.
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[15] OLĚINIKO A,RADKEVǏC E V.Second OrderEquationswith NonnegativeCharacteristicForm [M].
NewYork:PlenumPress,1973:1-259.

[16] 姜礼尚,陈亚浙,刘西垣,等.数学物理方程讲义 [M].北京:高等教育出版社,2007:225-238.(JIANGLS,

CHENYZ,LIU XY,etal.LectureNotesonMathematicalandPhysicalEquations[M].Beijing:Higher
EducationPress,2007:225-238.)

(责任编辑:赵立芹)

6131   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 


