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非非奇异H-矩阵的一组新判据

陶汶琪,李 敏,桑海风,刘畔畔
(北华大学 数学与统计学院,吉林 吉林132013)

摘要:基于广义严格α-对角占优矩阵及其相关概念和性质,通过对矩阵指标集进行划分并构

造与之对应的正对角因子及设定新参数的方法,给出一组实用的非奇异H-矩阵新判据,拓广

了非奇异H-矩阵的判定范围.最后,通过数值例子说明新判据的有效性.
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1 预备知识

非奇异H-矩阵在矩阵理论、数值分析、控制理论、经济数学等领域应用广泛,但如何判断一个矩

阵是否是非奇异 H-矩阵很困难,因此研究非奇异 H-矩阵的判定条件备受关注[1-11].由于α-对角占优

矩阵是一类非奇异H-矩阵,所以α-对角占优矩阵理论是判定非奇异 H-矩阵的重要方法.本文介绍

一种α-对角占优矩阵,借助其判别一个矩阵是否为非奇异H-矩阵,并通过数值实例说明新判据的有效

性.
令ℂn×n表示n 阶复方阵集合,A=(aij)∈ℂn×n,AT 表示A的转置.记

N={1,2,…,n}, Ri(A)= ∑
j∈N,j≠i

aij , Ci(A)= ∑
j∈N,j≠i

aji , ∀i,j∈N.

  设A=(aij)∈ℂn×n,如果∀i∈N,aii ≥(>)Ri(A),则A 称为(严格)对角占优矩阵,记为



A∈D0(A∈D).若存在正对角矩阵X 使得AX∈D,则A 称为广义严格对角占优矩阵(也称为非奇异

H-矩阵),记为A∈D*.因为非奇异H-矩阵的主对角元素非零,故本文总假设所涉及的矩阵主对角

元素的模大于零,即 aii >0,∀i∈N.若Ri(A)=0(或Ci(A)=0),则对于指标i总有行(或列)占优

的结论,故本文的矩阵假设Ri(A)≠0,Ci(A)≠0.
定义1[1] 设A=(aij)∈ℂn×n,若存在α∈[0,1],使得对任意的i∈N,都有 aii >[Ri(A)]α×

[Ci(A)]1-α,则A称为严格α-对角占优矩阵,记为A∈D(α).
定义2[1] 设A=(aij)∈ℂn×n,若存在正对角矩阵X,使得AX∈D(α),则A称为广义严格α-对角

占优矩阵,并记为A∈D*(α).
定义3[1] 设 A=(aij)∈ℂn×n 是不可约矩阵,若存在α∈[0,1],使得 aii ≥[Ri(A)]α×

[Ci(A)]1-α,∀i∈N,且至少有一个严格不等式成立,则A称为不可约α-对角占优矩阵.
定义4[1] 设A=(aij)∈ℂn×n,若存在α∈[0,1],使得 aii ≥[Ri(A)]α[Ci(A)]1-α,∀i∈N,

其中至少有一个严格不等式成立并且对每个使 aii =[Ri(A)]α[Ci(A)]1-α成立的i,存在一个非零元

素链aij1aj1j2
…ajk-1jk≠0,使得 ajkjk >[Rjk

(A)]α[Cjk
(A)]1-α,则A称为具有非零元素链的α-对角占

优矩阵.
引理1[2] 设A=(aij)∈ℂn×n,则A 为广义严格对角占优矩阵的充分必要条件是A 为广义严格

α-对角占优矩阵.
引理2[3] 设A=(aij)∈ℂn×n,若A为一个不可约α-对角占优矩阵,或者A是一个具有非零元素

链的α-对角占优矩阵,则A为一个非奇异H-矩阵.
引理3[4] 设A=(aij)∈ℂn×n,若AX 是一个非奇异H-矩阵,且X=diag(x1,x2,…,xn)(xi>0,

i=1,2,…,n),则A为一个非奇异H-矩阵.
注1 当A 为严格α-对角占优矩阵时,若α=1(或者α=0),则有 aii >Ri(A),∀i∈N

(或 aii >Ci(A),∀i∈N)即A∈D(或者AT∈D).当A为广义严格α-对角占优矩阵时,若α=1(或者

α=0),则有A∈D*(或者AT∈D*).总之,A 为非奇异 H-矩阵,故本文只考虑α∈(0,1)的情况.为

方便,记Mi(A)=[Ri(A)]α[Ci(A)]1-α,i∈N.

2 主要结果

记N0(α)={i∈N aii =Mi(A)},N1(α)={i∈N 0< aii <Mi(A)},N2(α)={i∈N aii >

Mi(A)},显然,Nu(α)∩Nv(α)=Ø(u≠v),并且N=N0(α)∪N1(α)∪N2(α).记∑
i∈Ø
·=0,

r= max
i∈N2(α)

∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

ai( )j [Ci(A)](1-α)/α

aii
1/α- ∑

j∈N2(α),j≠i
aij [Ci(A)](1-α)/

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïïα
,

s= max
i∈N1(α)

Mi(A)- aii

Mi(A{ }) ,  δ=max{r,s},

Pi,r(A)= δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +r ∑
j∈N2(α),j≠i

ai
æ

è
ç

ö

ø
÷j [Ci(A)](1-α)/α,  i∈N2(α),

h= max
i∈N2(α)

δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A
æ

è
ç

ö

ø
÷

) [Ci(A)](1-α)/α

Pi,r(A)- ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/α[Ci(A)](1-α)/

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

α
.

  定理1 令A=(aij)∈ℂn×n,对某个α∈(0,1),当i∈N2(α)时,存在j0∈N0(α)∪N1(α),使得

aij0≠0,且对任意的i∈N1(α),都有

aii
Mi(A)- aii

Mi(A) > δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

α

×

577 第4期       陶汶琪,等:非奇异 H-矩阵的一组新判据    



Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α

(1)

成立,则A为非奇异H-矩阵.
证明:易知0<r<1,0<s<1,则0<δ<1.结合r的定义可知,对任意的i∈N2(α),有

raii
1/α > δ∑

j∈N0(α)
aij + ∑

j∈N1(α)
aij

Mj(A)- ajj

Mj(A) +r ∑
j∈N2(α),j≠i

ai
æ

è
ç

ö

ø
÷j [Ci(A)](1-α)/α,

再由Pi,r(A)的定义可知,Pi,r(A)<raii
1/α,因此0<Pi,r(A)

aii
1/α<r≤δ<1(i∈N2(α)).

对任意的i∈N2(α),有

δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A
æ

è
ç

ö

ø
÷

) [Ci(A)](1-α)/α=Pi,r(A)-r ∑
j∈N2(α),j≠i

aij [Ci(A)](1-α)/α,

因此

δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A
æ

è
ç

ö

ø
÷

) [Ci(A)](1-α)/α

Pi,r(A)- ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/α[Ci(A)](1-α)/α
=

      
Pi,r(A)-r ∑

j∈N2(α),j≠i
aij [Ci(A)](1-α)/α

Pi,r(A)- ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/α[Ci(A)](1-α)/α
≤1,

再根据h的定义可得0<h≤1,并且有

hPi,r(A)≥ δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A
æ

è
ç

) +h ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
ö

ø
÷

α [Ci(A)](1-α)/α.(2)

  对任意的i∈N1(α),令

qi= aii
Mi(A)- aii

Mi(A
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1/α

- δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α ×

Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
(1-α)/α

,

由式(1)可知qi>0.再令

wi= qi

∑
j∈N2(α)

aij Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
(1-α)/α,  i∈N1(α). (3)

特别地,由式(1)可知,当 ∑
j∈N2(α)

aij =0时,取wi=+∞;当 ∑
j∈N2(α)

aij ≠0时,wi>0,i∈N1(α).

注意到

0<Pi,r(A)
aii

1/αh≤
Pi,r(A)
aii

1/α <r≤δ<1 (i∈N2(α)),

因此必存在一个充分小正数ε,满足

0<ε< min
i∈N1(α)

{wi}≤+∞,  max
i∈N2(α)

Pi,r(A)
aii

1/αh+{ }ε <δ<1.

  构造一个正对角矩阵X=diag(x1,x2,…,xn),其中

xi=

δ, i∈N0(α),

Mi(A)- aii

Mi(A)
,i∈N1(α),

Pi,r(A)
aii

1/αh+ε, i∈N2(α)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

令B=AX=(bij),下证B∈D(α).
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对任意的i∈N0(α),由0<δ<1,0<Mi(A)- aii

Mi(A) ≤δ<1(i∈N1(α)),0<Pi,r(A)
aii

1/αh+ε<δ<1

(i∈N2(α)),得

Mi(B)= δ ∑
j∈N0(α),j≠i

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) + ∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúε
α
[δCi(A)]1-α <

δ ∑
j∈N0(α),j≠i

aij +δ∑
j∈N1(α)

aij +δ∑
j∈N2(α)

ai( )j
α[δCi(A)]1-α=δaii = bii ,

故 bii >Mi(B),i∈N0(α).对任意的i∈N1(α),若 ∑
j∈N2(α)

aij =0,则由式(1)可知

Mi(B)= δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) + ∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúε
α

×

Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α

< aii
Mi(A)- aii

Mi(A) = bii .

若 ∑
j∈N2(α)

aij ≠0,则由式(3)及ε取值范围可得

[Mi(B)]1/α= δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) + ∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúε ×

Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
(1-α)/α

<

δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) + ∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/α
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúh ×

Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
(1-α)/α

+wi ∑
j∈N2(α)

aij Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
(1-α)/α

=

aii
Mi(A)- aii

Mi(A
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1/α

= bii
1/α,

故 bii >Mi(B),i∈N1(α).
对任意的i∈N2(α),由

aii
1/α>Ri(A)[Ci(A)](1-α)/α > ∑

j∈N2(α),j≠i
ai[ ]j [Ci(A)](1-α)/α

和式(2)可知

aii
1/α Pi,r(A)

aii
1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷ε =Pi,r(A)h+εaii

1/α > δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A
é

ë
êê ) +

∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úúε [Ci(A)](1-α)/α,

从而可得

bii =aii
Pi,r(A)
aii

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷ε > δ∑

j∈N0(α)
aij + ∑

j∈N1(α)
aij

Mj(A)- ajj

Mj(A
é

ë
êê ) +

∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úúε
α

Ci(A)Pi,r(A)
aii

1/αh+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúε
1-α

=Mi(B),

即 bii >Mi(B),i∈N2(α).
综上可知 bii >Mi(B),i∈N0(α)∪N1(α)∪N2(α)=N,故B∈D(α),从而A∈D*(α).于是由

引理1可知,A为非奇异H-矩阵.
定理2 令A=(aij)∈ℂn×n是一个不可约矩阵,对于某个α∈(0,1),对任意的i∈N1(α),有

aii
Mi(A)- aii

Mi(A) ≥δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

α

×
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Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α
, (4)

且式(4)中至少有一个严格不等式成立,则A为非奇异H-矩阵.
证明:构造一个正对角矩阵X=diag(x1,x2,…,xn),其中

xi=

δ, i∈N0(α),

Mi(A)- aii

Mi(A)
,i∈N1(α),

hPi,r(A)
aii

1/α , i∈N2(α)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

令B=AX=(bij),下证B为不可约α-对角占优矩阵.

对任意的i∈N0(α),由0<δ<1,0<Mi(A)- aii

Mi(A) ≤δ<1(i∈N1(α)),0<Pi,r(A)
aii

1/αh≤δ<1

(i∈N2(α)),有

Mi(B)= δ ∑
j∈N0(α),j≠i

aij + ∑
j∈N1(α)

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

α
[δCi(A)]1-α ≤

δ ∑
j∈N0(α),j≠i

aij +δ∑
j∈N1(α)

aij +δ∑
j∈N2(α)

ai( )j
α[δCi(A)]1-α=δaii = bii ,

故 bii ≥Mi(B),i∈N0(α).
对任意的i∈N1(α),由式(4)可知

Mi(B)= δ∑
j∈N0(α)

aij + ∑
j∈N1(α),j≠i

aij
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

α

×

Ci(A)Mi(A)- aii

Mi(A
é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α

≤ aii
Mi(A)- aii

Mi(A) = bii ,

故 bii ≥Mi(B),i∈N1(α).由定理条件可知,其中至少有一个严格不等式成立.
对任意的i∈N2(α),由式(2)可知

aii
1/α Pi,r(A)

aii
1/α

æ

è
ç

ö

ø
÷h =Pi,r(A)h≥ δ∑

j∈N0(α)
aij + ∑

j∈N1(α)
aij

Mj(A)- ajj

Mj(A)
æ

è
ç +

h ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
ö

ø
÷

α [Ci(A)](1-α)/α,

从而可得

bii = aii
Pi,r(A)
aii

1/α
æ

è
ç

ö

ø
÷h ≥ δ∑

j∈N0(α)
aij + ∑

j∈N1(α)
aij

Mj(A)- ajj

Mj(A)
æ

è
ç +

h ∑
j∈N2(α),j≠i

aij
Pj,r(A)
ajj

1/
ö

ø
÷

α

α

Ci(A)Pi,r(A)
aii

1/α
é

ë
êê

ù

û
úúh
1-α

=Mi(B),

即 bii ≥Mi(B),i∈N2(α).
综上可知 bii ≥Mi(B),i∈N0(α)∪N1(α)∪N2(α)=N,且至少有一个严格不等式成立.由A 是

一个不可约矩阵可知B 不可约,因此B 是一个不可约α-对角占优矩阵.由引理2可知B 是非奇异

H-矩阵,再由引理3可知A为一个非奇异H-矩阵.
定理3 令A=(aij)∈ℂn×n,存在α∈(0,1),使得对任意的i∈N1(α),式(4)成立,并且对使

式(4)中等式成立的指标i,均存在非零元素链aij1aj1j2
…ajk-1jk≠0,使得

ajkjk

Mjk
(A)- ajkjk

Mjk
(A) >δ∑

j∈N0(α)
ajkj + ∑

j∈N1(α),j≠jk

ajkj
Mj(A)- ajj

Mj(A) +h∑
j∈N2(α)

ajkj
Pj,r(A)
ajj

1/
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

α

×

Cjk
(A)

Mjk
(A)- ajkjk

Mjk
(A

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)

1-α

, (5)

则A为非奇异H-矩阵.
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证明:类似定理2的证明构造一个正对角矩阵X,易证:对任意的i∈N,都有 bii ≥Mi(B),且

对满足 bii =Mi(B)的行指标i,有非零元素链bij1bj1j2
…bjk-1jk≠0,使得 bjkjk >Mjk

(B),从而B 为

具有非零元素链的α-对角占优矩阵,由引理2可知B 为非奇异 H-矩阵,进一步由引理3可知A 为非

奇异H-矩阵.

3 数值实例

设矩阵

A=

2 1 1 0 0
1 2.3 1 5 0
1 0 3 2 2
0 0 1 6 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

0 1 0 1 9

.

取α=12
,通过计算可得 N0(α)={1},N1(α)={2,3},N2(α)={4,5},r=27

,s= 14-2.3
14

,

δ= 14-2.3
14

,P4,r(A)=4.0889409317822,P5,r(A)=2.0130402879471,h=0.6912041747690.

故

a22 M2(A)- a22
M2(A) =0.8861880302832>0.8792596158529=

δ· a21 + a23 M3(A)- a33
M3(A) +h· a24 P4,r(A)

a44 1/α + a25 P5,r(A)
a55 1/

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúα

α

×

C2(A)M2(A)- a22
M2(A

é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α
,

a33 M3(A)- a33
M3(A) =0.6762099922755>0.6244606018708=

δ· a31 + a32 M2(A)- a22
M2(A) +h· a34 P4,r(A)

a44 1/α + a35 P5,r(A)
a55 1/

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúα

α

×

C3(A)M3(A)- a33
M3(A

é

ë
êê

ù

û
úú)
1-α.

矩阵A满足定理1的条件,所以A是一个非奇异H-矩阵.
采用文献[7]中的记号和公式,通过计算有

a22 Λ2(A)- a22
Λ2(A) =1.1244444444444<1.1967948717947=

αδ· a21 + a23 Λ3(A)- a33
Λ3(A) +h· a24 P4,r(A)

a44 + a25 P5,r(A)
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

55
+

(1-α)C2(A)Λ2
(A)- a22
Λ2(A)

,

显然矩阵A不满足文献[7]中定理的条件,故不能判定A 是一个非奇异 H-矩阵.采用文献[8]中的

记号和公式,通过计算得

a22 =2.3<Λ2(A)
a22

a21 a11
Λ1(A)+

a23 a33
Λ3(A)+

Λ4(A)
a44 +Λ5(A)

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

55
=7.3719806763285,

显然矩阵A不满足文献[8]中定理的条件,故不能判定A 是一个非奇异 H-矩阵.采用文献[9]中的

记号和公式,通过计算得

a22 =2.3< Λ2(A)
Λ2(A)- a22

a21 + a23 Λ3(A)- a33
Λ3(A) + a24 Λ4(A)

a44 + a25 Λ5(A)
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

55
=

4.5673758865248,
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显然矩阵A不满足文献[9]中定理的条件,故不能判定A 是一个非奇异 H-矩阵.采用文献[10]中的

记号和公式,通过计算得

r=15
, P4(A)=65

, P5(A)=65
,

a33 =3< Λ3(A)
Λ3(A)- a33

a31 + a32 Λ2(A)- a22
Λ2(A) + a34 P4(A)

a44 + a35 P5(A)
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

55
=

5.8452380952380,
显然矩阵A不满足文献[10]中定理的条件,故不能判定A 是一个非奇异 H-矩阵.采用文献[11]中的

记号和公式,通过计算有

a22 =2.3<3.4238200048911=1σ2
a21 σ1+ a23 σ3+ a24 kR4(A)

a44 + a25 kR5(A)
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

55
,

显然矩阵A不满足文献[11]中定理的条件,故不能判定A是一个非奇异H-矩阵.
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