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一一类非直积三角模的构造

陈子文,刘西民
(大连理工大学 数学科学学院,辽宁 大连116024)

摘要:考虑乘积格上非直积三角模的构造问题,给出乘积格上一类非直积三角模,从而解决

了在乘积格上是否存在其他形式非直积三角模的一个公开问题.
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0 引 言

Menger[1]引入的三角模是一类重要的聚合函数,旨在统计度量空间框架下的推广三角不等式.为

得到更恰当、更一般的形式,Schweizer等[2]定义了弱统计度量空间的概念,并讨论了 Menger推广的

三角不等式,给出了单位区间上三角模的公理化定义.由于三角模较好地反映了“逻辑与”的性质,因

此三角模在多值逻辑学研究中得到广泛关注.目前,三角模已广泛应用于统计度量空间、多值逻辑、
决策支持、函数方程、测度理论等领域,对三角模的研究已取得了丰富的成果,并将其推广到一般序

结构上,特别是有界格上三角模的构造和刻画[3-7].
单位区间[0,1]与有界格的区别是格中的元素具有不可比较性,即底层结构上的序关系有本质不

同,故在逐点序的乘积格上赋予三角模的研究备受关注.DeBaets等[8]研究了乘积格上的直积三角

模,并提出一个公开问题:在[0,1]2 上是否存在连续的非直积三角模.
Jenei等[9]给出了一个构造乘积格Ln 上非直积三角模的方法,解决了上述问题,并进一步提出以

下公开问题:
(i)在乘积格上是否存在其他形式的非直积三角模;
(ii)刻画一类乘积格上非直积三角模;
(iii)若T 是乘积格L 上的三角模,则是否存在x,y∈L,使得x∧y=0,x∨y=1,T(x,x)=x,



T(y,y)=y蕴含T 的直积分解性.
Karaçal等[10]通过一个反例说明了公开问题(iii)的答案是否定的,并给出直积三角模的一个刻画

定理,解决了公开问题(ii).对于公开问题(i),Karaçal[11]给出了乘积格上一个非直积三角模的实例.

本文讨论更一般乘积格∏
n

i=1
Li 上的非直积三角模,构造乘积格∏

n

i=1
Li 上一类非直积三角模,对

Jenei等[9]提出的公开问题(i)给出不同的答案.

1 预备知识

定义1[12] 有界格(L,≤,0L,1L)是有最大元1L 和最小元0L 的格.
定义2[8] 设(L,≤,0L,1L)是一个有界格,若对任意的x,y,z∈L,满足下列条件:

1)T(x,y)=T(y,x);

2)T(x,T(y,z))=T(T(x,y),z);

3)∀y≤z,T(x,y)≤T(x,z);
4)T(x,1L)=x.

则L上的一个二元运算T:L2→L称为一个三角模.
下面给出有界格上的最大三角模和最小三角模:

T∧ (x,y)=x∧y,

TD(x,y)=
x∧y,1L ∈ {x,y},

0L, 其他{ .
  命题1[8] 设T1 是有界格L1 上的三角模,T2 是有界格L2 上的三角模,则T1 和T2 的直积

T1×T2((x1,x2),(y1,y2))=(T1(x1,y1),T2(x2,y2))
是乘积格L1×L2 上的三角模.

假设本文有界格L均满足 L ≥2,并记1=(1L1
,…,1Ln-1

,1Ln
),0=(0L1

,…,0Ln-1
,0Ln
),ℕ表示

自然数集,FF={1,2,…,n}表示ℕ的前n项.

2 主要结果

设n∈ℕ,n≥2,(Li,≤,0Li
,1Li
)i∈FF是一族有界格,PP是FF的非空子集.对任意j,k∈PP,i∈FF,

定义Lj 上的二元运算췍j 满足如下性质:

1)x췍jy=y췍jx;
2)(x∧y)췍jz=(x췍jz)∧(y췍jz);

3)x∧y≤x췍jy.
映射δij:Li→Lj 满足如下性质:

4)δij(x∧y)=δij(x)∧δij(y);
5)δij(0Li

)=0Lj
;

6)δjj=idLj
;

7)δjk췍δij =δik.

对乘积格∏
n

i=1
Li 中的任意元x=(x1,…,xn-1,xn),y=(y1,…,yn-1,yn),定义

x∧y=(x1 ∧y1,…,xn-1 ∧yn-1,xn ∧yn),

U췍j
δj
(x,y)=(∧

i∈FF
δij(xi))췍j(∧

i∈FF
δij(yi)), (1)

U(i)(x,y)=
U췍i

δi
(x,y),i∈PP,

1Li
, 其他{ .

  定理1 设n∈ℕ,n≥2,(Li,≤,0Li
,1Li
)i∈FF是一族有界格,PP是FF的非空子集.对任意j∈PP,
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i∈FF,Lj 上的二元运算췍j 满足性质1)~3),且映射δij:Li→Lj 满足性质4)~7),则二元运算

T(x,y)=
x∧y, 1∈ {x,y},
(x1 ∧y1 ∧U(1)(x,y),…,xn ∧yn ∧U(n)(x,y)),其{ 他

是∏
n

i=1
Li 上的三角模.特别地,下列结论等价:

1)T 是一个非直积三角模;

2)对某个j∈PP,存在a,b∈Lj,满足a췍jb≠1Lj.
证明:单位元和交换性易证.下面验证保序性和结合性.

保序性.假设x,y,z∈∏
n

i=1
Li,且x≤y.如果1∈{x,y,z},则保序性显然.如果1∉{x,y,z},则由

δij和췍j保序易知T 保序.

结合性.需证明对任意x,y,z∈∏
n

i=1
Li,T(T(x,y),z)=T(T(y,z),x)成立.对1∈{x,y,z},

显然.对1∉{x,y,z},j∈FF且PP={i1,…,is}具有序i1<i2<…<is,考虑如下两种情形.
① 如果j췍PP,则T(T(x,y),z)和T(x,T(y,z))的第j项坐标显然均为xj∧yj∧zj.
② 如果j∈PP,假设j=i1,则T(T(x,y),z)的第j项坐标为

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧ ((∧

k∈FF
δkj(xk)∧∧

k∈FF
δkj(yk)∧U췍j

δj
(x,y)∧

∧
i2≤t≤is

δtj(U
췍t
δt
(x,y)))췍j(∧

k∈FF
δkj(zk)))=

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧ ((∧

k∈FF
δkj(xk)∧∧

k∈FF
δkj(yk)∧

∧
i2≤t≤is

δtj(U
췍t
δt
(x,y)))췍j(∧

k∈FF
δkj(zk))).

对每个i2≤t≤is,有

∧
k∈FF

δkj(xk)∧∧
k∈FF

δkj(yk)∧δtj(U
췍t
δt
(x,y))=

δtj췍δjt(∧
k∈FF

δkj(xk)∧∧
k∈FF

δkj(yk))∧δtj(U
췍t
δt
(x,y))=

δtj(∧
k∈FF

δkt(xk)∧∧
k∈FF

δkt(yk))∧δtj(U
췍t
δt
(x,y))=

∧
k∈FF

δkj(xk)∧∧
k∈FF

δkj(yk).

因此

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧ ((∧

k∈FF
δkj(xk)∧

∧
k∈FF

δkj(yk)∧ ∧
i2≤t≤is

δtj(U
췍t
δt
(x,y)))췍j(∧

k∈FF
δkj(zk)))=

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧ ((∧

k∈FF
δkj(xk)∧

∧
k∈FF

δkj(yk))췍j(∧
k∈FF

δkj(zk)))=

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧U췍j

δj
(x,z)∧U췍j

δj
(y,z).

类似地,T(T(y,z),x)的第j项坐标为

yj∧zj∧xj∧U췍j
δj
(y,z)∧U췍j

δj
(y,x)∧U췍j

δj
(z,x).

根据∧和췍j 的交换性,有

xj∧yj∧zj∧U췍j
δj
(x,y)∧U췍j

δj
(x,z)∧U췍j

δj
(y,z)=

yj∧zj∧xj∧U췍j
δj
(y,z)∧U췍j

δj
(y,x)∧U췍j

δj
(z,x).

因此T 是∏
n

i=1
Li 上的三角模.
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2)⇒1).假设T 是一个直积的三角模,对任意j∈PP,有

T((0L1
,…,1Lj

,…,0Ln
),(0L1

,…,1Lj
,…,0Ln

))=
(0L1
,…,1Lj ∧ ( ∧i∈FF,i≠j

δij(0Li
)췍j ∧

i∈FF,i≠j
δij(0Li

)),…,0Ln
)=

(0L1
,…,0Lj 췍j0Lj

,…,0Ln
)=(0L1

,…,1Lj
,…,0Ln

).
因此,对任意a,b∈Lj,0Lj췍j0Lj=1Lj

,a췍jb=1Lj
,矛盾.

1)⇒2).显然成立.
注1 对任意i,j∈PP,易证Li 和Lj 同构.因此,如果PP=FF,则由定理1可得Ln 上的一类非直积

三角模.

上述结果是在更一般的乘积格∏
n

i=1
Li 上构造了一类非直积三角模,推广了文献[9]中乘积格Ln 上

的结果,对Jenei等提出的公开问题(i)给出了不同回答.基于定理1可继续研究DeBaets等[8]提出的

公开问题.
定理2 设n∈ℕ,n≥2,(L,≤,0L,1L)是一个有界格,PP是FF的非空子集.对任意的j∈PP,

i∈FF,L上的二元运算췍j 满足性质1)~3),且映射δij:L→L满足性质4)~7),则二元运算

T(x,y)=
x∧y, 1∈ {x,y},
(x1 ∧y1 ∧U(1)(x,y),…,xn ∧yn ∧U(n)(x,y)),其{ 他

是Ln 上的三角模.进一步,下列结论等价:

1)T 是一个非直积三角模;

2)对某个j∈PP,存在a,b∈L,满足a췍jb≠1L.
证明类似定理1,故略.
下面利用上述结果,研究乘积格[0,1]3 上的非直积三角模.
例1 对于乘积格[0,1]3,设FF={1,2,3}且PP是FF的非空子集.
情形1)对PP={1},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ1=(δi1)i∈FF,δi1:[0,1]→[0,1]为

Δ1=
δ11
δ21
δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1

=
id[0,1]
xa

x

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

b

.

由定理1知,

T1((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1 ∧ ((x1 ∧xa
2 ∧xb

3)∨ (y1 ∧ya
2 ∧yb

3)),

x2 ∧y2,x3 ∧y3)
是非直积三角模.

情形2)对PP={2},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ2=(δi2)i∈FF,δi2:[0,1]→[0,1]为

Δ2=
δ12
δ22
δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

=
xa

id[0,1]
x

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

b

.

由定理1知,

T2((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1,x2 ∧y2 ∧
((xa

1 ∧x2 ∧xb
3)∨ (ya

1 ∧y2 ∧yb
3)),x3 ∧y3)

是非直积三角模.
情形3)对PP={3},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ3=(δi3)i∈FF,δi3:[0,1]→[0,1]为

Δ3=
δ13
δ23
δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=
xa

xb

id[0,1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
]

.

由定理1知,
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T3((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1,x2 ∧y2,x3 ∧y3 ∧
((xa

1 ∧xb
2 ∧x3)∨ (ya

1 ∧yb
2 ∧y3)))

是非直积三角模.
情形4)对PP={1,2},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ4=(δij)i∈FF,j∈PP,δij:[0,1]→[0,1]为

Δ4=
δ11 δ12
δ21 δ22
δ31 δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

=
id[0,1] x1/a

xa id[0,1]
xb xb/

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

a

.

由定理1知,

T4((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1 ∧ ((x1 ∧xa
2 ∧xb

3)∨ (y1 ∧ya
2 ∧yb

3)),

x2 ∧y2 ∧ ((x1/a1 ∧x2 ∧xb/a
3 )∨ (y1/a1 ∧y2 ∧yb/a

3 )),x3 ∧y3)
是非直积三角模.

情形5)对PP={1,3},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ5=(δij)i∈FF,j∈PP,δij:[0,1]→[0,1]为

Δ5=
δ11 δ13
δ21 δ23
δ31 δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=
id[0,1] x1/b

xa xa/b

xb id[0,1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
]

.

由定理1知,

T5((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1 ∧ ((x1 ∧xa
2 ∧xb

3)∨ (y1 ∧ya
2 ∧yb

3)),

x2 ∧y2,x3 ∧y3 ∧ ((x1/b1 ∧xa/b
2 ∧x3)∨ (y1/b1 ∧ya/b

2 ∧y3)))
是非直积三角模.

情形6)对PP={2,3},0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ6=(δij)i∈FF,j∈PP,δij:[0,1]→[0,1]为

Δ6=
δ12 δ13
δ22 δ23
δ32 δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=
xa xa/b

id[0,1] x1/b

xb id[0,1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
]

.

由定理1知,

T6((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1,x2 ∧y2 ∧ ((xa
1 ∧x2 ∧xb

3)∨ (ya
1 ∧y2 ∧yb

3)),

x3 ∧y3 ∧ ((xa/b
1 ∧x1/b2 ∧x3)∨ (ya/b

1 ∧y1/b2 ∧y3)))
是非直积三角模.

情形7)对PP=FF,0<a,b≤1,定义映射矩阵Δ7=(δij)i∈FF,j∈FF,δij:[0,1]→[0,1]为

Δ7=
δ11 δ12 δ13
δ21 δ22 δ23
δ31 δ32 δ3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

=

id[0,1] x1/a x1/b

xa id[0,1] xa/b

xb xb/a id[0,1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
]

.

由定理1知,

T7((x1,x2,x3),(y1,y2,y3))=(x1 ∧y1((x1 ∧xa
2 ∧xb

3)∨ (x1 ∧xa
2 ∧xb

3)),

x2 ∧y2 ∧ ((x1/a1 ∧x2 ∧xb/a
3 )∨ (y1/a1 ∧y2 ∧yb/a

3 )),

x3 ∧y3 ∧ ((x1/b1 ∧xa/b
2 ∧x3)∨ (y1/b1 ∧ya/b

2 ∧y3)))
是非直积三角模.

易证pj췍Ti:[0,1]3×[0,1]3→[0,1]是连续的,pj 是从[0,1]3 到[0,1]的投射.因此Ti 是一个

连续的非直积三角模,其中i∈{1,2,…,7},j∈{1,2,3}.
注2 例1说明随着参数a和b的取值不同,[0,1]n 上存在足够多的连续的非直积三角模.显然,

文献[9]中的结果是a和b都等于1的情形,表明本文的结果也回答了DeBaets等[8]提出的公开问题.
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