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循环纯phantom态射
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摘要:通过引入循环纯phantom态射的概念,给出循环纯phantom态射的一些等价刻画,
证明每个R-模都有核为循环纯内射模的满的循环纯phantom覆盖,并讨论循环纯phantom
预覆盖在环变换下的传递性.
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Abstract:Byintroducingthenotionofcyclicpurephantom morphisms,wegavesomeequivalent
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Phantom态射起源于拓扑学中关于 CW-复形间的态射研究.文献[1]在三角范畴中引入了

phantom态射的概念,文献[2-5]将phantom态射理论推广到了有限群环的稳定模范畴中;文献[6]将

phantom态射的概念拓展到任意结合环R 上的R-模范畴中.如果对每个(有限表示)左R-模A,Abel
群同态Tor1(f,A):Tor1(M,A)→Tor1(N,A)是零同态,则一个右R-模同态f:M→N 称为phantom
态射.Phantom态射可视为是平坦模的态射,由于其在理想逼近理论[7]中具有重要作用,因此近年来

得到广泛关注[8-12].
Phantom 态 射 与 纯 性 有 密 切 的 关 系.作 为 纯 性 的 推 广,文 献[13]引 入 了 循 环 纯 的 概 念;

文献[14-15]研究了循环纯内射模和循环纯投射模;文献[16]研究了循环纯平坦模.受上述研究结果

的启发,本文引入并研究循环纯phantom态射.

1 预备知识

本文中R 是 有 单 位 元 的 结 合 环,所 涉 及 的 模 均 为 酉 模.用 Mod-R 表 示 右 R-模 范 畴.将

HomR(M,N)和M췍RN 分别简记为Hom(M,N)和 M췍N;将Ext1R(M,N)和TorR
1(M,N)分别简记

为Ext1(M,N)和Tor1(M,N).用 Mor-R 表示所有右R-模同态的范畴,即其中的对象是所有的右

R-同态f:M→N,对象f:M1→N1 到对象g:M2→N2 的态射是一对右R-同态(α1,α2),使得下图可

交换:



如果P1 和P2 是投射右R-模且P是可裂单态射,则Mor-R 中的对象P:P1→P2 称为投射对象.对偶地,

如果E1 和E2 是内射右R-模且E是可裂满态射,则Mor-R 中的对象E:E1→E2 称为内射对象[9,17].
定义1[13] 如果对R 的任意(有限生成)左理想I,序列0→A췍(R/I)→B췍(R/I)→C췍(R/I)→0

正合,则一个右R-模的正合序列0→A→B→C→0称为循环纯正合列.
下面用CP表示循环纯.
定义2[14-15] 如果对每个右 R-模的 CP-正合列0→A→B→C→0,序列0→Hom(M,A)→

Hom(M,B)→Hom(M,C)→0正合,则称右R-模M 是CP-投射的.对偶地,如果对每个右R-模的

CP-正合列0→A→B→C→0,序列0→Hom(C,N)→Hom(B,N)→Hom(A,N)→0正合,则称右R-模

N 是CP-内射的.

2 CP-phantom态射

定义3 如果对R 的任意(有限生成)左理想I,Abel群同态 Tor1(f,R/I):Tor1(M,R/I)→
Tor1(N,R/I)是零同态,则一个右R-模的同态f:M→N 称为CP-phantom态射.

令S={Rn
R/G n∈ℕ,G 是Rn

R 的循环子模}.关于CP-phantom态射,有如下等价刻画.
定理1 设f:M→N 是右R-同态,则下列叙述等价:

1)f是CP-phantom态射;

2)对右R-模的任意正合序列η:0→A→B→N→0,η沿f 的拉回η′:

是CP-正合列;

3)对任意的CP-投射右R-模A 及任意右R-同态g:A→M,fg可以通过投射右R-模分解;

4)对任意的A∈S及任意右R-同态g:A→M,fg可以通过投射右R-模分解;

5)对任意的CP-内射右R-模X,Ext1(f,X)=0.
证明:1)⇒2).设η:0→A→B→N→0是右R-模的正合序列,η′是η沿f 的拉回,则对R 的任意

一个左理想I,有下列行正合的交换图:

由于Tor1(f,R/I)=0,故β=γTor1(f,R/I)=0,所以α췍(R/I)是单态射.因此,η′是一个CP-正合列.
2)⇒3).考察正合序列δ:0→K→P→N→0,其中 P 是投射模.取δ 的沿f 的拉回δ′:

由2)知δ′是CP-正合列.设g:A→M 是右R-同态,其中A 是CP-投射右R-模,则存在右R-同态τ:

A→Q,使得g=ντ.于是fg=fντ=μστ,表明fg可以通过投射右R-模P 进行分解.
3)⇒4).由文献[16]中引理2.5及3)可得.
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4)⇒1).由文献[16]中引理2.6知,存在CP-正合序列0→B →
μ A →

ν
M→0,其中A=췍Ai,

Ai∈S.考察下图:

其中P 是投射右R-模.由4)可知,fν可以通过投射模进行分解.进而存在右R-同态g:A→P,使得

fν=βg.再由分解定理得右R-同态h:B→K,使得gμ=αh.于是对R 的任意一个左理想I,有下列行

正合的交换图:

由于0→B →
μ A →

ν
M→0是CP-正合列,所以μ췍(R/I)是单态射,故φ=0.于是ψTor1(f,R/I)=0.

而ψ是单态射,所以Tor1(f,R/I)=0.因此,f是CP-phantom态射.
2)⇒5).设X 是CP-内射右R-模,ζ:0→X→Z→N→0是右R-模的正合列.考虑ζ的沿f的拉回ζ′:

由2)及 文 献[15]中 命 题 3.4 知,ζ′是 CP-可 裂 正 合 列.于 是 Ext1(f,X)([ζ])=[ζ′]=0.
因此,Ext1(f,X)=0.
5)⇒2).设ξ:0→A→U→N→0是右R-模的正合列,ξ′是ξ沿f 的拉回:

对A,由文献[15]中推论2.6知,存在一个CP-正合列0→A →
n

E→V→0,其中E 是CP-内射模.
考虑ξ′的沿n 的推出ω:

由文献[7]中命题3知,Ext1(M,n)Ext1(f,A)=Ext1(f,E)Ext1(N,n).由5)可得,Ext1(f,E)=0,
故Ext1(M,n)Ext1(f,A)=0.从而

[ω]=Ext1(M,n)[ξ′]=Ext1(M,n)Ext1(f,A)([ξ])=0.

因此ω可裂正合.从而对R 的任意一个左理想I,h췍(R/I)是单态射.又因为0→A →
n

E→V→0是

CP-正合列,所以n췍(R/I)是单态射,故(h췍(R/I))(n췍(R/I))是单态射,即m췍(R/I)是单态射.
因此,ξ′是CP-正合列.

设 A是一个范畴,C是A的满子范畴.根据文献[18],如果C∈C,并且对任意的C′∈C及A中任

意态射β:C′→A,均存在A中的态射γ:C′→C,使得β=αγ,则称 A中的态射α:C→A 是对象A 的

一个C-预覆盖.如果满足αγ=α的态射是同构,则称C-预覆盖α:C→A 是A 的覆盖.下面证明Mor-R
中的每个对象都有满的CP-phantom覆盖.

命题1 Mor-R 中CP-phantom态射的类关于正向极限封闭.
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证明:设(Mi,φi
j)和(Ni,ψi

j)是 Mod-R 中的两个正向系,(fi:Mi→Ni)i∈S是(Mi,φi
j)到(Ni,ψi

j)的
态射集,且每个fi 是 Mod-R 中的CP-phantom态射.对R 的任意一个左理想I,有交换图:

因为
→
limTor1(fi,R/I)=0,所以Tor1(→

limfi,R/I)=0.因此
→
limfi: →

limMi→ →
limNi 是 Mor-R 中的

CP-phantom态射.
命题2 设有 Mod-R 中行正合的交换图:

如果η1 是CP-正合的,β是CP-phantom态射,则γ是CP-phantom态射.
证明:对R 的任意左理想I,有行正合的交换图:

因为β是CP-phantom态射,所以Tor1(β,R/I)=0.故

Tor1(γ,R/I)Tor1(τ1,R/I)=Tor1(τ2,R/I)Tor1(β,R/I)=0.
又因为η1 是CP-正合列,所以σ1췍R/I是单态射.于是Tor1(τ1,R/I)是满态射.故Tor1(γ,R/I)=0.
因此,γ是CP-phantom态射.

设φ:M→N 是右R-同态.根据文献[7],如果φ是CP-phantom态射,并且对任意的CP-phantom
态射ψ:M′→N,均存在右R-同态σ:M′→M,使得ψ=φσ,则称φ是N 的CP-phantom预覆盖.如果M
的满足φ=φσ的自同态σ都是同构,则称N 的CP-phantom预覆盖φ:M→N 为N 的CP-phantom覆盖.

定理2 Mor-R 中每个对象都有一个满的CP-phantom覆盖.
证明:由命题1和命题2知,Mor-R 中CP-phantom态射的类关于正向极限和纯满态射的像封

闭.因此,由文献[19]中定理2.6知,Mor-R 中的每个对象都有CP-phantom覆盖.而 Mor-R 的任意

投射生成子是CP-phantom态射,故每个CP-phantom覆盖是满态射.
由定理2,有:
定理3 每个右R-模都有一个满的CP-phantom覆盖,且其核是CP-内射的.
证明:设N 是一个右R-模,由定理2知,IdN:N→N 有一个满的CP-phantom覆盖.由文献[11]

中引理3.1知,N 有一个满的CP-phantom覆盖.设φ:M→N 是N 的一个满的CP-phantom覆盖.令

K=Kerφ,则由文献[15]中推论2.6可知,存在CP-正合列0→K →
γ

B→L→0,其中B 是CP-内射

模.考察以下推出图:

对R 的任意左理想I,有以下行正合的交换图:
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因为 Tor1(φ,R/I)=0,所 以 u 是 单 态 射.而 γ췍(R/I)也 是 单 态 射,故 v 是 单 态 射.因 此

Tor1(ψ,R/I)=0,从而ψ:M′→N 是CP-phantom态射.由φ:M →N 是N 的CP-phantom覆盖知,
存在σ:M′→M 和τ:B→K,使得下图可交换:

因为φ:M→N 是N 的CP-phantom覆盖,且φσθ=φ,所以σθ是同构.从而τγ也是同构.因此K 是B
的直和项,故K 是CP-内射的.

下面讨论CP-phantom预覆盖在环变换下的传递性.
引理1 设R→S是一个环同态.
1)如果SR 是平坦模,φ:MS→NS 是Mod-S 中的CP-phantom态射,则φ:MR→NR 是Mod-R 中

的CP-phantom态射;

2)如果RS 是平坦模,ψ:AR→BR 是 Mod-R 中的CP-phantom态射,则ψ췍RS:A췍RS→B췍RS
是 Mod-S 中的CP-phantom态射;

证明:1)设I是R 的左理想,则由文献[20]中定理11.64知,有以下交换图:

因为SR 是平坦模,所以序列0→S췍RI→S췍RR→S췍R(R/I)→0正合,并且S췍RI≅ SI,故

S췍R(R/I)≅S/SI.因此TorS1(φ,S췍R(R/I))=0,从而 TorR
1(φ,R/I)=0.于是,φ:MR→NR 是

Mod-R 中的CP-phantom态射.
2)设I是S 的左理想,则由文献[20]中推论11.63知,有以下交换图:

由于TorR
1(ψ,R/I)=0,所以TorS1(ψ췍RS,S/I)=0.因此ψ췍RS 是 Mod-S 中的CP-phantom态射.

设R→S是环同态,M 是右R-模,N 是右S-模.定义

μN:N 췍RS→N,  x췍s xs,

νM:MR →M 췍RS,  y y췍1s.
易证μN 是右S-同态,νM 是右R-同态,且μNνN=IdN,(μM췍RS)(νM췍RS)=IdM췍RS.

设R,S是环,且R是S的子环.根据文献[21],如果下列条件成立,则称S是R的几乎优越扩张:

1)R,S 有 相 同 的 单 位 元,且 存 在s1,s2,…,sn∈S,使 得 S=Rs1+Rs2+…+Rsn,并 且

Rsi=siR,i=1,2,…,n;

2)RS 是平坦模,SR 是投射模;

3)对任意的右S-模M 及M 的任意右S-子模N,如果NR 是MR 的直和项,则NS 是MS 的直和项.
定理4 设R→S 是一个环同态,且SR 和RS 是平坦模,φ:MS→NS 是右S-同态.如果φ 是

Mod-S中的CP-phantom预覆盖,则φ:MR→NR 是 Mod-R 中的CP-phantom预覆盖.当S是R 的几

乎优越扩张时,其逆也成立.
证明:由引理1中1)知,φ:MR→NR 是Mod-R 中的CP-phantom态射.设f:AR→NR 是Mod-R
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中的CP-phantom态射,则由引理1中2)知,f췍RS:A췍RS→N췍RS 是 Mod-S 中的CP-phantom态

射.于是μN(f췍RS):A췍RS→NS 是Mod-S 中的CP-phantom态射.因为φ:MS→NS 是Mod-S 中的

CP-phantom预覆盖,所以存在一个右S-同态m:A췍RS→MS,使得下图可交换:

故mνA 是右R-同态,且φ(mνA)=(φm)νA=μN(f췍RS)νA=μNνNf=f.因此φ:MR→NR是 Mod-R 中

的CP-phantom预覆盖.
反之,设S是R 的几乎优越扩张,φ:MR→NR 是 Mod-R 中的CP-phantom预覆盖.则由引理1

中2)知,φ췍RS:M췍RS→N췍RS 是 Mod-S 中的CP-phantom态射.注意到φμM=μN(φ췍RS),所以

对S的任意左理想J,有

TorS1(φ,S/J)TorS1(μM,S/J)=TorS1(μN,S/J)TorS1(φ췍RS,S/J)=0.
由文献[21]中引理1.1知,TorS1(μM,S/J)是满同态.因此,TorS1(φ,S/J)=0.故φ:MS→NS 是

Mod-S中的CP-phantom态射.设α:BS→NS 是 Mod-S 中的CP-phantom态射,则由引理1中1)知,

α:BR→NR 是 Mod-R 中的CP-phantom 态射.于是存在右R-同态β:BR→MR,使得α=φβ.因为

μBνB=1B,所以B췍RS=KerμB췍ImνB.又因为S是R 的几乎优越扩张,且KerμB 作为右R-子模是

B췍RS 的直和项,所以 KerμB 作为右S-子模也是B췍RS 的直和项.因此,存在右S-模K,使得

B췍RS=(KerμB)췍K.设π:B췍RS→K 是标准投射,定义λ:BS→B췍RS,b π(b췍R1),则λ是右

S-同态,且易见μBλ=1B.令γ=μM(β췍RS)λ,则γ∈HomS(BS,MS),并且

ψγ=φμM(β췍RS)λ=μN(φ췍RS)(β췍RS)λ=μN(φβ췍RS)λ=μN(α췍RS)λ=αμBλ=α.
因此φ:MS→NS 是 Mod-S 中的CP-phantom预覆盖.

设R 是交换环,S 是R 的一个乘闭子集,则有R 关于S 的分式环S-1R,且存在典范环同态

R→S-1R,而且S-1R 是平坦R-模.进一步,对R-模M,有S-1R-模S-1M,并且S-1R췍RM≅S-1M.
由引理1和定理4可得:

推论1 设R 是交换环,S是R 的一个乘闭子集,φ:M→N 是R-模同态,则下列结论成立:

1)φ:M→N 是 Mod-R 中的CP-phantom态射当且仅当S-1φ:S-1M→S-1N 是 Mod-S-1R 中的

CP-phantom态射.
2)如果S-1φ:S-1M→S-1N 是 Mod-S-1R 中的CP-phantom预覆盖,则φ:M→N 是 Mod-R 中

的CP-phantom预覆盖.
推论2 设R→S 是一个满的环同态,且SR 和RS 是平坦模,φ:MS→NS 是右S-同态,则下

列结论成立:

1)φ:MS →NS 是 Mod-S 中 的 CP-phantom 预 覆 盖 当 且 仅 当 φ:MR →NR 是 Mod-R 中

的CP-phantom预覆盖;

2)φ:MS →NS 是 Mod-S 中 的 CP-phantom 覆 盖 当 且 仅 当 φ:MR →NR 是 Mod-R 中

的CP-phantom覆盖.
证明:1)必要性.由定理4可得.
充分性.因为R→S是一个满的环同态,所以对任意的右S-模G,μG:G췍RS→G 是同构.因此由

φ:MR→NR 是 Mod-R 中的 CP-phantom 预覆盖及引理1中2)知,φ:MS→NS 是 Mod-S 中的

CP-phantom态射.设α:BS→NS 是 Mod-S 中的CP-phantom态射,则由引理1中1)知,α:BR→NR

是 Mod-R 中的CP-phantom态射.于是存在右R-同态β:BR→MR,使得α=φβ.令γ=μM(β췍RS)μ-1
B ,

则γ∈HomS(BS,MS),并且φγ=φμM(β췍RS)μ-1
B =φβμBμ-1

B =φβ=α.因此φ:MS→NS 是Mod-S 中的
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CP-phantom预覆盖.
2)必要性.由1)知,φ:MR→NR 是 Mod-R 中的 CP-phantom 预覆盖.设β:MR→MR 是右

R-同态,且φβ=φ.则μM(β췍RS)μ-1
M ∈ HomS(MS,MS),并且φ(μM(β췍RS)μ-1

M )=φμMμ-1
Mβ=φβ=φ.

由φ:MS→NS 是CP-phantom覆盖可得β=μM(β췍RS)μ-1
M 是同构.因此φ:MR→NR 是 Mod-R 中的

CP-phantom覆盖.
充分性显然.
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