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w-核EP逆在对合环上的新刻画

翟笃胜,宋贤梅
(安徽师范大学 数学与统计学院,安徽 芜湖241002)

摘要:考虑对合环上的w-核EP逆,从两个方面讨论其性质.一方面,定义w-核EP分解,通

过该分解给出w-核EP逆的新刻画,并讨论w-核EP可逆元的一些新性质.另一方面,通过

引入e=aw (aw)k+1,f=waw (aw)ka 以及投射元p=awaw ,利用e,f和投射元p 对w-核EP

核逆进行等价刻画,并由此定义w-核EP序a≤wb,研究w-核EP序的性质及其等价刻画.
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NewCharacterizationofw-CoreEPInverseinInvolutiveRings
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Abstract:Weconsideredthew-coreEPinverseininvolutiveringsanddiscusseditspropertiesfrom
twoaspects.Ontheonehand,thew-coreEPdecompositionwasdefined,andanewcharacterization
ofthew-coreEPinversewasgiventhroughthew-coreEPdecomposition,andsomenewpropertiesof
thew-coreEPinvertibleelementwerediscussed.Ontheotherhand,e=aw(aw)k+1,f=waw(aw)ka
andtheprojectionelementp=awaw wereintroduced.Thew-coreEPcoreinversewasequivalently

characterizedbyusinge,fandtheprojectionelementp,andthew-coreEPordera≤wbwasdefined
accordingly.Thepropertiesanditsequivalentcharacterizationsofthew-coreEPorderwerestudied.
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1 引言与预备知识

本文中的R 均指含有单位元的结合环且满足对合性,通常称为对合环或者*-环.这里对合是指

环R 上的一个自同构*,满足对任意的a,b∈R,有

(a*)* =a, (a+b)* =a* +b*, (ab)=b*a*.
Baksalry等[1]通过引入复矩阵上的核逆和对偶核逆的概念,给出了矩阵上的群逆和核逆是等价的;

Rakic'等[2]将核逆和对偶核逆的概念从矩阵推广到对合环上,给出了对合环中群逆、Moore-Penrose
逆、核逆与对偶核逆的等价定义,并从四者之间的等价定义中得出了核逆与对偶核逆是介于群逆和

Moore-Penrose逆之间的广义逆;ManjunathaPrasad等[3]给出了复矩阵上核EP逆的概念,并证明了

核逆是核EP逆的一种特殊情况;Ferreyra等[4]推广了矩阵上的核EP逆,引入了矩阵形式加权的核



EP逆;在此基础上,Gao等[5]给出了对合环中的伪核逆概念,推广了核逆与核EP逆,并给出了伪核

逆的等价刻画,研究了伪核逆的逆序律及加性;Zhu等[6]通过在对合环上引入w-核逆的概念,刻画了

w-核逆与 Marry逆之间的关系;Jin等[7]也研究了对合环上w-核逆的新刻画,得到了a是w-核可逆的

当且仅当对于任意的正整数n,有w(aw)n-1是核可逆的;Zhang等[8]进一步研究了w-核可逆元的性

质;Mosic'等[9]引入了w-核EP逆定义,研究了w-核EP逆的等价刻画及性质,并进一步研究了其与

Marry逆、伪核逆及Drazin逆之间的关系;Wang[10]引入了复矩阵的核-EP分解,并利用核EP分解研

究了核-EP逆;Gao等[11]将复矩阵上的核EP分解推广到了对合环上的情形,并研究了对合环中元素

的伪核分解;Zhu等[12]对对合环上的w-核逆,引入了一种新的序关系w-核序,研究了其等价刻画,并

用w-核序研究了w-核逆的其他性质如逆序性等.
本文受文献[5-7,9-10,12]工作的启发,讨论w-核EP分解和w-核EP序.首先,在对合环上对元

素进行分解,定义w-核EP分解,在此基础上证明a有w-核-EP 分解的充要条件a 是w-核EP可逆

的,并讨论w-核EP可逆元的新性质;其次,引入w-核EP序的定义,讨论w-核EP序的性质与成立

的等价条件,证明在w-核EP序成立的条件下,awb是w-核EP可逆的且满足逆序性.
用ℕ+,ℕ分别表示正整数集和自然数集.设a∈R,若a*=a,则称a是 Hermite的;若a2=a,

则称a是幂等的.记aR={ax:x∈R},Ra={xa:x∈R},a°={x∈R:ax=0},°a={x∈R:xa=0}.
定义1[13] 设a∈R,如果存在一个元素x∈R,使得:

1)ax=xa;

2)xax=x;

3)对某个非负整数k,满足ak=ak+1x.
则a称为Drazin可逆的,x称为a 的Drazin逆元.如果存在这样的x,则它是唯一的,记作aD.满足

条件3)的最小非负整数k称为a 的Drazin指数,记作ind(a).特别地,当k=1时,a是群可逆的,记

作a#.注意到如果存在a的群逆,则满足a#aa#=a#,a#a=aa#,aa#a=a.分别用RD,R#表示R
上的Drazin可逆元和群可逆元的集合.

定义2[14] 设a∈R,如果存在x∈R 满足Penrose方程:

1)axa=a;

2)xax=x;

3)(ax)*=ax;

4)(xa)*=xa.
则a称为 Moore-Penrose可逆,x称为a 的 Moore-Penrose逆.如果存在这样的x,则它是唯一的,记

为a†.环R 上所有Moore-Penrose逆元素的集合记为R†.如果a和x 满足方程axa=a和(ax)*=ax,
则x称为a 的{1,3}-逆,记为a{1,3}.同理,如果a和x 满足方程axa=a和(xa)*=xa,则x称为a 的

{1,4}-逆,记为a{1,4}.通常用R{1,3}和R{1,4}分别表示环R 中所有{1,3}-可逆和{1,4}-可逆元素的集

合.易知a∈R† 当且仅当a∈R{1,3}∩R{1,4}.
定义3[15] 设S是半群,a,d∈S.如果x∈S满足xad=d=dax且x∈dS∩Sd,则称a沿着d 可

逆,x称为a 沿d 可逆元.若存在这样的x则唯一,记x=a‖d.由文献[15]可知,a∈R#当且仅当a沿

着a可逆;a∈RD 当且仅当存在正整数k,使得a沿着ak 可逆;a∈R† 当且仅当a沿着a*可逆.
定义4[2] 设a∈R,如果存在x∈R,使得:

1)axa=a;

2)xR=aR(Rx=Ra);

3)Rx=Ra*(xR=a*R).
则称a是核可逆(对偶核可逆)的.x称为a 的核逆(对偶核逆).若存在a的核逆(对偶核逆)则唯一,
记x=a .文献[2]证明了每个核可逆元均是群可逆的,且核可逆元有下列5个方程表示的等价刻画:

1)axa=a;

2)xax=x;
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3)(ax)*=ax;

4)xa2=a;

5)ax2=x.
定义5[5] 设a∈R,如果存在x∈R,k∈ℕ+,使得:

1)xak+1=ak;

2)ax2=x;

3)(ax)*=ax.
则称a是伪核可逆的,x称为a 的伪核逆.若存在a的伪核逆则唯一,记为x=a .满足条件的最小正

整数k称为a 的伪核逆指数,记作I(a).
定义6[6] 设a,w∈R,如果存在x∈R 满足:

1)awx2=x;

2)xawa=a;

3)(awx)*=awx.
则a称为w-核可逆,x称为a 的w-核逆.若存在这样的x则唯一,记为aw .用Rw 表示所有的w-核可

逆元集合.易知a∈Rw 当且仅当w∈R‖a且a∈R{1,3}.此外,aw=w‖aa{1,3}.
定义7[9] 设a,w∈R.如果存在x∈R,使得:

1)awx2=x;

2)存在非负整数k,x(aw)k+1a=(aw)k;

3)(awx)*=awx.
则称a是w-核EP可逆,x称为a 的w-核EP逆.若存在这样的x则唯一,记为aw .满足条件的最小

正整数k称为a 的w-核EP逆指数,记为iw(a)=k.用Rw 表示所有的w-核EP可逆元集合.
定义8[12] 设a,b,w∈R,a∈Rw,如果awa=awb,awaw=bwaw,则称a,b有w-核序关系,记作

a≤wb.
引理1[9] 设a,w∈R,则下列命题等价:

1)a是w-核-EP可逆;

2)存在x∈R,k∈ℕ,使得

awx2=x, x(aw)k+1a=(aw)ka, xawx=x, awx(aw)ka=(aw)ka, (awx)* =awx.
  引理2[9] 设a,w∈R,则下列命题等价:

1)a是w-核-EP可逆;

2)存在非负整数k,使得w‖(aw)ka存在,且((aw)ka){1,3}∈((aw)ka){1,3};

3)存在非负整数k,使得w‖(aw)ka存在,且((aw)k+1){1,2}∈((aw)k+1){1,3};

4)存在非负整数k,使得w‖(aw)ka存在,且((aw)k+1a){1,2}∈((aw)k+1a){1,3}.
此时,aw=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}.

引理3[15] 设S是半群,a,w∈S,如果w∈S‖a,则w‖a=a(wa)#=(aw)#a.
引理4[9] 设a,w∈R,则下列命题等价:

1)a是w-核-EP可逆;

2)存在非负整数k,使得((aw)k+1)#存在,(aw)ka∈(aw)k+1R且((aw)ka){1,3}∈((aw)ka){1,3};

3)存在非负整数k,使得((wa)k+1)#存在,(aw)ka∈R(wa)k+1且((aw)ka){1,3}∈((aw)ka){1,3};

4)存在非负整数k,使得(aw)ka∈(aw)2k+1aR∩R(aw)2k+1a且((aw)ka){1,3}∈((aw)ka){1,3}.
引理5[16] 设a∈R,则a∈R{1,3}当且仅当a∈Ra*a.特别地,如果对于某个x∈R 满足xa*a=a,

则x*是a的{1,3}逆.
引理6[17] 设a,d∈R,则a∈R‖d当且仅当d∈dadR∩Rdad.此时,a‖d=dt=sd,其中t,s∈R

满足d=dadt=sdad.
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引理7[5] 设a∈R,存在正整数k≥m,则a∈R 且I(a)=m 当且仅当a∈RD 且ind(a)=m 且

ak∈R{1,3}.此时,a =aDak(ak){1,3}.
引理8[9] 设a,w∈R,则下列命题等价:

1)a是w-核-EP可逆;

2)aw 是核-EP可逆;

3)(aw)D 存在且对于k≥ind(aw),有((aw)ka){1,3}∈((aw)ka){1,3}.
此时,aw=(aw)=(aw)D(aw)ka((aw)ka){1,3}.

2 w-核EP逆分解及其相关刻画

定义9 设a,w∈R,如果a=a1+a2,使得下列条件成立:

1)a1 是w-核可逆的;

2)a2w 是幂零的;

3)(a1)*a2=a2wa1=0.
则称a=a1+a2 是a的w-核EP逆分解.

引理9 设a,w∈R,如果存在x∈R,k∈ℕ,使得x(aw)k+1a=(aw)ka,awx2=x,则对任意正

整数m≥k+1,有:

1)x(aw)2x=awx;

2)(aw)m=x(aw)m+1;

3)(aw)m=(aw)mxm(aw)m.
证明:1)由已知条件x(aw)k+1a=(aw)ka,awx2=x可得

(aw-x(aw)2)x=(aw-x(aw)2)awx2=(aw-x(aw)2)aw(awx2)x=
(aw-x(aw)2)(aw)k+1xk+2=((aw)ka-x(aw)k+1a)wxk+2=0.

因此x(aw)2x=awx.
2)对任意正整数m≥k+1,由已知条件可得

(aw)m =(aw)kaw(aw)m-k-1=x(aw)k+1aw(aw)m-k-1=x(aw)m+1.
  3)对任意正整数m≥k+1,由已知条件和2)可得

(aw)m =awx2(aw)m+1=(aw)mxm+1(aw)m+1=(aw)mxm(aw)m.
  定理1 设a,w∈R,则a是w-核EP可逆的当且仅当a有w-核EP逆分解.

证明:充分性.假设aw 存在,且令a1=awawa,a2=a-awawa.则由引理1和引理9易知,存在

k∈ℕ,使得

awaw =aw(aw)2aw, awawaw =aw, awaw(aw)ka=(aw)ka.
进一步,可得

a1w(aw)2=awawaw =aw,awa1wa1=awawawawa=a1,(a1wa )* =(awaw)* =awaw =a1wa .
因此a1 是w-核可逆的且a1w=aw .另一方面,注意到a2wa1=(aw)2awa-awaw(aw)2awa=0,于是

(a2w)k+1=a2w[(a2w)k+(a1w)k]=(a-awawa)w(aw)k=(aw)k+1-awaw(aw)k+1=0,
因此a2w 是幂零的.最后,验证(a1)*a2=0.事实上,

(a1)*a2=(awawa)*a-(awawa)*awawa=a*awawa-a*awawawawa=0.
综上,a有w-核-EP逆分解.

必要性.假设a=a1+a2 是a的w-核EP逆分解,不妨设a1w是a1 的w-核可逆元,(a2w)k=0,

k∈ℕ且(a1)*a2=a2wa1=0.于是有等式

(aw)k=∑
k

i=0

(a1w)i(a2w)k-i (1)

成立.从而可得
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a1w(aw)k+1a=a1waw∑
k

i=0

(a1w)i(a2w)k-ia=

a1wa1w∑
k

i=0

(a1w)i(a2w)k-ia+a1wa2w∑
k

i=0

(a1w)i(a2w)k-ia=

a1wa1wa1 ∑
k

i=1
w(a1w)i-1(a2w)k-( )i a=∑

k

i=0

(a1w)i(a2w)k-ia=(aw)ka.

此外,也可得

aw(a1w)2=a1w(a1w)2+a2wa1w(a1w)2a1w =a1w,
(awa1w)* =(a1wa1w +a2wa1ww(a1w)2)* =(a1wa1w)* =a1wa1w =awa1w.

因此a1w=aw .
由文献[11]中定理3.3可知,a=a1+a2 是a的伪核逆分解且a1 也是核可逆的,因此伪核逆分解

是w-核EP分解的一种特殊形式.
推论1[11] 设a∈R,则a是伪核可逆且I(a)=k当且仅当a 有伪核逆分解.
命题1 设a,w∈R,如果a是w-核EP可逆的,且a=a1+a2 是a的w-核EP逆分解,则a1w 是

群可逆的,且 (a1w)#=(aw)2aw.
证明:不妨设aw 是a 的w-核EP可逆元.由引理1和引理9可知awawaw=aw,aw(aw)2aw=

awaw .由定理1的证明过程可知a1=awawa.下证(aw)2aw 是a1w 的群逆.事实上,

a1w((aw)2aw)2=awawawawaw=(aw)2aw,
((aw)2aw)(a1w)2=awawaw(aw)2awaw=aw(aw)2awaw=a1w,

此外,注意到

a1w((aw)2aw)=aw(aw)2aw=awaw,
((aw)2aw)a1w=awawawaw=awaw.

故a1w((aw)2aw)=((aw)2aw)a1w.所以a1w 是群可逆的且(a )2aw 是其群逆.
定理2 设a,b 是 w-核 EP可逆元,a1,b1 分别是a,b 的 w-核 EP分解中对应的分解元,

k=max{iw(a),iw(b)}.则下列结论等价:

1)awaw=bwaw,awa=awb;

2)(aw)k+1a=bw(aw)ka,a*(aw)k+1=b*(aw)k+1;
3)a1wa1w=b1wa1w,a1wa1=a1wb1.
证明:1)⇒2).对结论1)中第一个等式两边右乘(aw)k+1a,可得(aw)k+1a=bw(aw)ka.对结论1)中

第二个等式做*-对合再右乘(aw)*(aw)k+1,可得a*(awaw)*(aw)k+1=b*(awaw)*(aw)k+1.进一步,
化简可得a*(aw)k+1=b*(aw)k+1.
2)⇒1).对结论2)中第一个等式做*-对合再左乘aw((aw)k+1)*,可得

aw((aw)k+1(aw)k+1)*a=aw((aw)k+1(aw)k+1)*b.
利用引理1,化简可得awa=awb.对结论2)中第二个等式右乘w(aw)k+2,可得(aw)k+2(aw)k+2=
bw(aw)k+1(aw)k+2,化简得awaw=bwaw .

1)⇒3).由定理1的证明及命题1可知,a1=awawa,b1=bwbwb,且a1w=aw .利用结论1)的
第一个等式以及引理1和引理9可得,

a1wa1w =awaw =bwaw(aw)2=(bw)k+1(aw)k+1=
(bw)k+1(bw)k+1(bw)k+1(aw)k+1=bwbwbw(aw)=b1wa1w.

从而结论3)的第一个等式成立.且

awaw =bwawawaw . (2)
进一步,对式(2)做*-对合化简再左乘aw,则有aw=awbwbw .由结论1)的第二个等式,化简有

a1wa1=awawawa=awa=awb=awbwbwb=a1wb1.
  3)⇒1).由定理1的证明可知aw=a1w,于是awaw=a1wa1w=b1wa1w=bwbwbwaw .利用引理1
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可得

awaw =bwbwbwbwbwbw(aw)2=bwbwbw(bw)k(bw)kbw(aw)2=
(bw)kbw(bw)kbw(aw)2=(bw)2bwbw(aw)2=bwaw(aw)2=bwaw .

从而结论1)中的第一个等式成立,且awaw=bwbwawaw .进而得awaw=awawbwbw,对其左乘aw

可得aw=awbwbw .因此

awb=awbwbwb=a1wb1=a1wa1=awawawa=awa=a1wa.
证毕.

推论2[11] 当w=1时,令a,b∈R ,k=max{i(a),i(b)}且a1,b1 分别对应a,b在伪核逆分解中

的分解元,则下列结论等价:

1)aa=ab,aa =ba ;

2)ak+1=bak,a*ak=b*ak,ak+1=bak;

3)a1a1=a1b1,a1a1=b1a1 .

3 w-核EP序关系及其相关刻画

下面通过研究w-核EP可逆的性质定义w-核EP逆上的一种序.为此,需要一些与w-核EP可逆

元相关的等价性质.
引理10 设a,w,p∈R,a是w-核EP可逆,iw(a)=k,p是投射元,则下列结论等价:

1)p=awaw;

2)pR=(aw)kaR;

3)°p=°(aw)ka;

4)(aw)ka=p(aw)ka,°(aw)ka⊆°p.
证明:2)⇒3)显然.
1)⇒2).由a 是 w-核 EP可逆和条件1)有 pR=(aw)k+1(aw )k+1R⊆(aw)kaR.反之,有

(aw)kaR=(awaw)(aw)kaR⊆pR.因此结论2)成立.
3)⇒4).注意到p是投射元,可得(1-p)p=0.再利用结论3)有(1-p)(aw)ka=0.因此结论4)

成立.
4)⇒1).由引理1可得(1-awaw)(aw)ka=0.利用结论4)中°(aw)ka⊆°p,有(1-awaw)p=0.

再结合(aw)ka=p(aw)ka,有

p=pawaw =p(aw)k+1(aw)k+1=(aw)k+1(aw)k+1=awaw .
  定理3 设a,b,w∈R,a是w-核EP可逆,iw(a)=k,则下列结论等价:

1)aw(aw)ka=aw(bw)kb;

2)(aw)kw‖(aw)ka=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}(bw)kb;

3)((aw)ka)*(aw)ka=((aw)ka)*(aw)kb;

4)(aw)ka=awaw(bw)kb;

5)存在投射元p∈R,使得(aw)kaR=pR,p(aw)ka=p(bw)kb;

6)存在投射元p∈R,使得°(aw)ka ⊆°p,p(aw)ka=p(bw)kb.
证明:由引理2可知w‖(aw)ka存在,且aw =(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}.而对于 w‖(aw)ka,存在

x∈R,使得w‖(aw)ka=x(aw)ka,且(aw)ka=(aw)kaww‖(aw)ka.
1)⇒2).根据结论1),有

(aw)kw‖(aw)ka =(aw)kx(aw)ka((aw)ka){1,3}(aw)ka=aw(aw)ka=

aw(bw)kb=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}(bw)kb.
因此结论2)成立.
2)⇒3).结合结论2),有
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((aw)ka)*(aw)ka=((aw)ka)*((aw)kaww‖(aw)ka)=
((aw)ka)*(aw)ka((aw)ka){1,3}(bw)kb=
((aw)ka((aw)ka){1,3}(aw)ka)*(bw)kb=((aw)ka)*(bw)kb.

因此结论3)成立.
3)⇒4).由引理1可知(aw)ka=awaw(aw)ka,所以有

(aw)ka=((aw)kaw(aw)k+1)*(aw)ka=(w(aw)k+1)*((aw)ka)*(bw)kb=
(awaw)*(bw)kb=awaw(bw)kb.

因此结论4)成立.
4)⇒5).令p=awaw,则p2=p=p*,p是投射元.于是

pR=(aw)k+1(aw)k+1R⊆ (aw)kaR=awaw(aw)ka ⊆pR.
进一步,有p(bw)kb=(aw)ka=awaw(aw)ka=p(aw)ka.因此结论5)成立.
5)⇒6)显然.
6)⇒1).根据引理10和结论6)可得p=awaw,则

(aw)ka=p(aw)ka=p(bw)kb=awaw(bw)kb.
因此aw(aw)ka=awawaw(bw)kb=aw(bw)kb.

给定a,w∈R 且a 是w-核EP可逆的,iw(a)=k,下面研究特殊元素e=aw (aw)k+1和f=
waw(aw)ka的一些等价刻画.

引理11 设a,w,e∈R,a是w-核EP可逆的,iw(a)=k,则下列结论等价:

1)e=aw(aw)k+1;

2)Re=R(aw)k+1,ea=(aw)ka;

3)e°=((aw)k+1)°,ea=(aw)ka;

4)((aw)k+1)°⊆e°,ea=(aw)ka.
证明:2)⇒3)和3)⇒4)显然.
1)⇒2).由条件a∈Rw 和结论1)易得ea=(aw)ka.利用引理1可知,Re⊆R(aw)kaw=Rawe⊆

Re.因此结论2)成立.
4)⇒1).对结论4)中的ea=(aw)ka 右乘w(aw)2 可得eaw=(aw)kaw .由引理9知,(aw)k+1×

(1-(aw)k+1(aw)k+1)=0成立.注意到结论4)中的((aw)k+1)°⊆e°,于是e(1-(aw)k+1(aw)k+1)=0.
因此

e=eaw(aw)k(aw)k+1=(aw)kaw(aw)k(aw)k+1=aw(aw)2(aw)k+1=aw(aw)k+1.
类似引理11的证明方法可得以下引理.

引理12 设a,w,f∈R,a是w-核EP可逆的,iw(a)=k,则下列结论等价:

1)f=waw(aw)ka;

2)Rf=R(aw)ka,fwa=w(aw)ka;

3)f°=((aw)ka)°,fwa=w(aw)ka;

4)((aw)ka)°⊆f°,fwa=w(aw)ka.
定理4 设a,b,w∈R,a是w-核EP可逆的,iw(a)=k,则下列结论等价:

1)awaw=bwaw;

2)(aw)ka=bw(aw)kw‖(aw)ka;

3)a(wa)2k+1=b(wa)2k+1;

4)a(wa)k((wa)k+1)#=b(wa)k((wa)k+1)#;

5)(aw)ka=bwaw(aw)ka;

6)存在e∈R,使得Re=R(aw)k+1,ea=(aw)ka,awe=bwe;

7)存在e∈R,使得e°=((aw)k+1)°,ea=(aw)ka,awe=bwe;
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8)存在e∈R,使得((aw)k+1)°⊆e°,ea=(aw)ka,awe=bwe;

9)存在f∈R,使得Rf=R(aw)ka,af=bf,fwa=w(aw)ka;

10)存在f∈R,使得f°=((aw)ka)°,af=bf,fwa=w(aw)ka;

11)存在f∈R,使得((aw)ka)°⊆f°,af=bf,fwa=w(aw)ka.
证明:6)⇒7),7)⇒8),9)⇒10),10)⇒11)显然.注意到a是w-核EP可逆的,故由引理1和

引理2可知awaw(aw)ka=(aw)ka,w‖(aw)ka存在,且aw=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}.

1)⇒2).由w‖(aw)ka存在知,存在s∈R 使得w‖(aw)ka=s(aw)ka.利用结论1),有

(aw)ka=bwaw(aw)ka=bw(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}(aw)ka=

bw(aw)ks(aw)ka((aw)ka){1,3}(aw)ka=bw(aw)ks(aw)ka=bw(aw)kw‖(aw)ka.
  2)⇒3).利用结论2)可得

a(wa)2k+1=bw(aw)kw‖(aw)kaw(aw)ka=bw(aw)k(aw)ka=b(wa)2k+1.
  3)⇒4).根据a是w-核EP可逆的,利用引理2和引理3易知((wa)k+1)#存在.由结论3),有

a(wa)k((wa)k+1)# =a(wa)2k+1((wa)k+1)#((wa)k+1)# =
b(wa)2k+1((wa)k+1)#((wa)k+1)# =b(wa)k((wa)k+1)#.

  4)⇒5).根据a是w-核EP可逆的,利用引理2和引理3可知

aw(aw)ka=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,3}(aw)ka=(aw)kw‖(aw)ka.
于是

(aw)ka=w‖(aw)kaw(aw)ka=(aw)ka((wa)k+1)#(wa)k+1=a(wa)k((wa)k+1)#(wa)k+1=

b(wa)kw(aw)ka((wa)k+1)# =bw(aw)kw‖(aw)ka =bwaw(aw)ka.
  5)⇒6).令e=aw(aw)k+1,则ea=aw(aw)k+1a=(aw)ka.利用引理1可得Re⊆R(aw)kaw=
Rawe⊆Re,即Re=R(aw)k+1.同时awe=(aw)kaw=bwaw(aw)kaw=bwe.

8)⇒1).根据a∈Rw 及结论8),利用引理11可知e=aw(aw)k+1,从而

e(aw)k+1=aw(aw)k+1(aw)k+1=aw .
因此

awaw =awaw(aw)kaw(aw)k+1=awe(aw)k+1=bwaw .
  1)⇒9).令f=waw (aw)ka,则af=bwaw (aw)ka=bf,fwa=w(aw)ka.利用引理1可得

Rf⊆R(aw)ka=Rawaw(aw)ka⊆Rf.
11)⇒1).根据a∈Rw 和结论11)有((aw)ka)°⊆f°,fwa=w(aw)ka.利用引理12可知

f=waw(aw)ka.于是

fwaw =fwaw(aw)2=w(aw)kaw(aw)2=w(aw)kaw,
因此

awaw =aw(aw)kaw(aw)k=afwaw(aw)k=bfwaw(aw)k=
bwaw(aw)k+1(aw)k+1=bwaw .

  引理13 设a,b,w∈R,a,b是w-核EP可逆的,k=max{iw(a),iw(b)}.如果awaw=bwaw,则

下列结论成立:

1)bw(aw)ka=aw(aw)ka;

2)bwaw=(aw)2.
证明:1)根据a是w-核EP可逆的,由引理1可得(aw)ka=awaw(aw)ka,aw=aw(aw)2.再结

合awaw=bwaw,有

bw(aw)ka=bwbwaw(aw)ka=bw(bw)k+2(aw)k+2(aw)ka=
(bw)k+1(aw)k+2(aw)ka=bwawaw(aw)ka=aw(aw)ka.

  2)由结论1)可知bw(aw)ka=aw(aw)ka,则

bwaw =bw(aw)k+1(aw)k+2=aw(aw)k+1(aw)k+2=(aw)2.
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  定义10 设a,b,w∈R,a 是w-核 EP可逆,iw(a)=k,如果awaw =bwaw,aw (aw)ka=

aw(bw)kb,则称a,b有w-核EP序关系,记为a≤wb.
定理5 w-核EP序关系是前序.
证明:1)反身性显然成立.

2)传递性.设a,b,c 是 w-核 EP 可 逆 的,且a≤wb,b≤wc.下 面 证 明a≤wc.假 设k=
max{iw(a),iw(b)},由bwbw=cwbw 和awaw=bwaw 可得

awaw =bwaw =(bw)k(bw)2(aw)k+2=bwbw(bw)k(bw)2(aw)k+2=cwbw(bw)k(bw)2(aw)k+2=
cw(bw)k+1(aw)k+2=cw(bw)(aw)2=cwaw(aw)2=cwaw .

结合引理1,有

aw =aw(awaw)* =aw((bw)k+1(aw)k+1)* =
aw(bwbw(bw)kbw(aw)k+1)* =aw((bw)k+1(aw)k+1)*bwbw .

注意到aw(aw)ka=aw(bw)kb,bw(bw)kb=bw(cw)kc,则

aw(aw)ka=aw(bw)kb=aw((bw)k+1(aw)k+1)*bwbw(bw)kb=
aw((bw)k+1(aw)k+1)*bwbw(cw)kc=aw(cw)kc.

因此有a≤wc.
定理6 设a,b,w∈R 且a 是w-核EP可逆的,iw(a)=k,则下列结论等价:

1)a≤wb;

2)(aw)kw‖(aw)ka=(aw)kw‖(aw)ka((aw)ka){1,2}(bw)kb,(aw)ka=bw(aw)kw‖(aw)ka;

3)((aw)ka)*(aw)ka=((aw)ka)*(aw)kb,a(wa)2k+1=b(wa)2k+1;

4)((aw)ka)*(aw)ka=((aw)ka)*(aw)kb,a(wa)k((wa)k+1)#=b(wa)k((wa)k+1)#;

5)(aw)ka=awaw(bw)kb=bwaw(aw)ka;

6)存在投射元p∈R 和某个e∈R,使得(aw)kaR=pR,p(aw)ka=p(bw)kb,Re=R(aw)k+1,

ea=(aw)ka,awe=bwe;

7)存在投射元p∈R 和某个e∈R,使得°(aw)ka⊆°p,p(aw)ka=p(bw)kb,e°=((aw)k+1)°,

ea=(aw)ka,awe=bwe;

8)存在投射元p∈R 和某个f∈R,使得(aw)kaR=pR,p(aw)ka=p(bw)kb,Rf=R(aw)ka,

af=bf,fwa=w(aw)ka;

9)存在投射元p∈R 和某个f∈R,使得°(aw)ka⊆°p,p(aw)ka=p(bw)kb,f°=((aw)ka)°,

af=bf,fwa=w(aw)ka;

10)存在投射元p∈R 和某个f∈R,使得°(aw)ka⊆°p,p(aw)ka=p(bw)kb,((aw)ka)°⊆f°,

af=bf,fwa=w(aw)ka;

11)存在投射元p∈R 和某个e∈R,使得p(bw)kb=(aw)ka=ea,bwe=(aw)k+1;

12)存在投射元p∈R 和某个e∈R,使得p(bw)kb=(aw)ka=ea,bwe=awe.
证明:结论1)~10)的等价性由定理3和定理4可得,而11)⇒12)显然.因此下面只需证明

1)⇒11),12)⇒3).
1)⇒11).令p=awaw,e=aw(aw)k+1,则p2=p=p*,由引理1可得

ea=(aw)ka=awaw(bw)kb=p(bw)kb,

bwe=awaw(aw)k+1=(aw)k+1=awe.
  12)⇒3).根据结论12),存在投射元p及e∈R,使得p(bw)kb=(aw)ka=ea,bwea=awea,于是

p(aw)ka=(aw)ka,  bw(aw)ka=aw(aw)ka=(aw)k+1a.
因此

((aw)ka)*(bw)kb=(p(aw)ka)*(bw)kb=((aw)ka)*(aw)ka,
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b(wa)2k+1=a(wa)2k+1.

  定理7 设a,b,w∈R,a,b是w-核EP可逆.如果a≤wb,awbw=bwaw,则awb是w-核EP可

逆,此时(awb)w=bwaw .
证 明:由 引 理 13 可 得 bwaw = (aw )2. 下 证 (aw )2 是 awb 的 w-核 EP 逆. 令 k=

max{iw(a),iw(b)},由定理6可得b(wa)2k+1=a(wa)2k+1,于是有

(aw)2(awbw)2k+1(awb)=(aw)2b(wa)2k+1w(bw)2kawb=(aw)2(aw)k+1aw(aw)k(bw)2kawb=
(aw)k(aw)k(bw)2kawb=(awbw)2kawb,

(awb)w(aw)2=awaw(aw)2=(awaw)* =((awb)waw)*,
(awb)w((aw)2)2=(awaw)(aw)2=(aw)2.

证毕.
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