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沥青路面轴对称动力响应问题中解析解对比
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摘 要：当前有关路面力学的研究多集中于解析解推导以及影响因素探究上，缺乏不同解析解

方法的差异性研究。为此，本文分别以传递矩阵法、刚度矩阵法、波传递法以及反射、透射矩阵

法推导出了考虑材料横观各向同性以及层间接触状态的轴对称路面结构动力响应解析解。在

此基础上，结合 4 种路面结构研究了上述 4 种解析解的计算效率以及适用范围。结果表明：

①在矩阵规模上，由小到大依次为反射、透射矩阵法、传递矩阵法、刚度矩阵法以及波传递法；

②在求解速度上，传递矩阵法耗时显著少于其余 3 种解析解方法，且反射、透射矩阵法耗时最

长；③在数值稳定性上，传递矩阵法在进行有限厚度的动力响应计算时极易出现数值溢出问

题，而其余解析解方法均具有较好的数值稳定性；④在实际应用上，传递矩阵法尤其适用于求

解半空间体表面弯沉；刚度矩阵法仅可计算各结构层表面的动力响应；而波传递法和反射、透

射矩阵法可求解路面内部任意位置的动力响应。
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Abstract：The current researches on pavement mechanics usually focus on the derivation of analytical 
solutions and the exploration of the factors affecting them， there are few studies on the difference of 
analytical solutions. In order to solve this problem， transfer matrix method， stiffness matrix method， wave 
transfer method and reflection and transmission matrix method were applied in the deduction process of the 
analytical solutions considering the transverse isotropy of materials and the contact state between layers. On 
this basis， the calculation efficiency and the range of adaptability of the above four analytical solutions are 
studied by combining four kinds of pavement structures. The results show that： ① for the matrix scale， 
reflection and transmission matrix method， transfer matrix method， stiffness matrix method and wave 
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transfer method increase in turn； ② for the solution speed， the transfer matrix method takes much less time 
than the other three methods， while the reflection and transmission matrix method consumes the most 
time； ③ in the numerical stability， the transfer matrix method is very easy to overflow data when 
calculating the dynamic response of finite thickness， while the other analytical solution methods have good 
numerical stability； ④ in practical application， the transfer matrix method is particularly suitable for the 
surface of semi space problems， and the stiffness matrix method can only calculate the dynamic response of 
the surface of each structural layer， however， the wave transfer method and the reflection and transmission 
matrix method can solve the dynamic response of any position in the pavement.
Key words：mechanics of the layered system； transfer matrix method； stiffness matrix method； wave 
transfer method； reflection and transmission matrix method

层状体系力学是路面力学的主要研究方向，

其出现对路面结构的设计、施工及检测具有重要

意义［1］。  随着对路面力学认识的不断加深，路面

结构中所存在的黏弹性［2-5］、横观各向同性［5-8］甚

至复杂层间条件［9-11］等因素被相继考虑。陆建飞

等［12］在考虑材料横观各向同性及饱和土等因素

下，在频域内对埋置动荷载展开了分析。马宪永

等［13］在考虑路面结构黏弹性、横观各向同性及复

杂层间接触的基础上，开展了表面移动荷载的研

究。张军辉等［14］在考虑横观各向同性及层间非完

全连续条件的基础上，结合 BP 神经网络与实数编

码的遗传算法开展了路面结构参数反演可行性研

究。Li等［15］在考虑环境温度、材料黏弹性及非线性

特征的有限元模型基础上，应用遗传算法——神经

网络优化算法开展了路面结构参数反演。

尽管在路面力学中考虑的因素越来越多，但

在解析解的求解方法上，只有系数递推法［16］、传

递矩阵法［14，17，18］、刚度矩阵法［5，11，19，20］、精细积分

法［1，21-23］、波传递法［13］以及反射与透射矩阵法［12，24］。

这些方法中，由 Thomson［25］以及 Haskell［26］提出的

传递矩阵法是最早用于计算路面力学响应的方

法，并广泛应用于层状静力体系［17］。但由于其矩

阵元素中同时含有正指数和负指数部分，因而易

发生数据溢出现象，这在动力计算时尤为突出。

因此，后续提出的各种解析解方法均将消除数据

溢出置于核心位置。其中，刚度矩阵法通过构建

单层刚度矩阵避免了数据溢出问题，并在此基础

上组装整体刚度矩阵以求解力学响应［27］。但随

着结构层层数的增加，刚度矩阵规模不断增大，最

终影响计算效率。精细积分法则通过将路面结构

划分为一系列厚度极小的亚层，并用级数近似表

示正指数来消除数据溢出问题，但过多的亚层往

往会显著降低计算效率［28］。波传递法与反射、透

射矩阵法相似，均在传递矩阵法的基础上建立了

各结构层层顶下行波及层底上行波表达式，进而

建立了波传播矩阵方程以求解力学响应［29］。由

于这两种方法在波传递矩阵计算时仅包含负指数

部分，因而均具有良好的数值稳定性。

总体上看，目前的研究主要集中在解析解推

导及影响因素探究方面，而鲜有不同解析解间差

异性对比的研究。针对这一问题，本文以考虑材

料横观各向同性及层间接触状态的轴对称路面结

构为例，开展了不同解析解方法的对比研究。首

先，基于 Hankel-Laplace 积分变换及现代控制理

论，得到了考虑横观各向同性的动力响应通解表

达式。进而，在考虑层间条件的基础上，依次应用

传递矩阵法、刚度矩阵法、波传递法以及反射、透

射矩阵法推导了 Hankel-Laplace 域的动力解析

解，并结合 Durbin 法以及高斯插值积分法获得了

时域动力响应。最后，以 4 种路面结构为例对上

述不同解析解方法进行对比研究。研究结果可为

路面力学解析解的选择与改进提供参考。

１  考虑横观各向同性的弹性层状

体系

如图 1 所示，将路面结构简化为一轴对称 N
层层状体系结构，其每一层层底的坐标分别为 z1，

z2，…，zN，考虑材料横观各向同性以及各结构层

层间的不完全连续，表面作用轴对称荷载 p（r，t）。

本节在轴对称动力平衡方程、几何方程以及考虑

横观各向同性的物理方程基础上，结合 Hankel-
Laplace 变换得到了考虑横观各向同性的轴对称

动力体系常微分方程组，为后续传递矩阵法、刚度

矩阵法、波传递法以及反射与透射矩阵法求解奠

定基础。
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1. 1　动力基本方程　

柱坐标系下动力平衡方程［16］可以表示为：
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式中：σr、σθ、σz、τzr 分别为径向、环向、竖向和切向

应力分量；r 和 z 分别为距离坐标原点的水平和垂

直距离；ρ 为密度；ur和 uz 分别为水平以及垂直方

向位移；t为时间。

在柱坐标系下考虑横观各向同性的物理方程

可表示为：
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式中：C 11 = kn ( 1- nμ2
v )；C 12 = kn ( μh + nμ2

v )；C 13 = 
knμv ( 1 + μv )；C 33 = k ( 1 - μ2

h )；C 44 = 0. 5E v ( 1 +
μv )-1；n 为 模 量 比 ，n = E h E -1

v ；k = E v ⋅[ ( 1 +
μh ) ( 1 - μh - 2nμ2

v ) ]-1；εr、εθ、εz、γzr分别为径向、环

向、竖向和切向应变分量；μv和 μh分别为垂直和水

平方向的泊松比；Eh和 Ev分别为水平和垂直方向

上的模量。柱坐标下的几何方程为：
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1. 2　求解问题构建

基于状态空间法，选取 ur、uz、σz、τzr 为状态变

量。将物理方程（式（2））以及几何方程（式（3））
代 入 动 力 平 衡 方 程（式（1）），消 去 变 量 σθ、σr，

可得：
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对 t执行 Laplace 变换，

f̄ ( s )=∫
0

+∞

f ( t ) e- st dt

对 r执行 Hankel变换［30］，

f ͂ν ( ξ )=∫
0

+∞

rf ( r ) Jν ( ξr ) dr

Jν (⋅)为第 ν阶的 Bessel函数。由以上可得：

dS͂̄
dz

= A j ( ξ，s ) S͂̄ （5）

式 中 ：S͂̄ 为 Hankel-Laplace 域 内 状 态 向 量 ，

S͂̄=[ ]u͂̄ r1 ( z ) u͂̄ z0 ( z ) τ͂̄ zr1 ( z ) σ͂̄ z0 ( z )
T
，下标 0 和

1 分 别 代 表 第 0 阶 和 第 1 阶 的 Hankel 变 换 。
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1. 3　边界条件

如图 1 所示，在 Hankel-Laplace 域内，荷载边

界 条 件 为 σ͂̄ z0 |z = 0 = - p͂̄ ( ξ，s )，τ͂̄ zr1 |z = 0 = 0；其 中 ，

p͂̄ ( ξ，s ) 为 Hankel-Laplace 变换后的表面荷载条

件 ，p͂̄ ( ξ，s )=∫
0

+∞∫
0

+∞

p ( r，t ) e- st J0 ( ξr ) drdt；位 移

边界条件为 u͂̄ z0| z = zN
= 0，u͂̄ r1| z = zN

= 0，当 zN → +∞

时便退化为半空间问题，即 S͂̄ (+∞ ) | N = 04 × 1。

此外，由于实际道路各结构层材料间所存在差异

性，不可避免会出现层间部分甚至完全滑动的情

况。因而，采用 Matsui 等［31］提出的剪切弹簧模拟

路面层间接触状态。

( 1 - αn
x ) [ u͂̄ n + 1

r1 ( zn )- u͂̄ n
r1 ( zn )]= αn

x β n
x τ͂̄ n

zr1 ( zn )
（7）

式中：上标 n 表示结构层层位；αn
x 为第 n 层与第

（n+1）层的层间滑移参数，0 ≤ αn
x < 1；其中，当

图 1　N层层状体系示意图

Fig. 1　Schematic diagram of n-layer layered system
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αn
x = 0 时，为完全连续状态，当 αn

x = 0. 999 时，表

示完全滑动状态；β n
x 为与 n 层与（n+1）层材料有

关的系数，与模量和泊松比有关，按 β n
x = b [ ( 1 +

μvn ) E -1
vn +( 1 + μv ( n + 1 ) ) E -1

v( n + 1 ) ) ]计算。

进一步的，可获得层间边界条件：

F n ⋅ S͂̄ | n ( zn )= S͂̄ | n + 1 ( zn )

式 中 ：F n = é
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0 0
，I2 × 2

为 2 阶单位矩阵，02 × 2 为 2 阶零矩阵；假设第 N 层

与刚性基岩处于完全连续状态，即 FN = I4 × 4。

2 解析解推导

2. 1　传递矩阵法

在式（5）所示的常微分方程组中，由于 Aj（ξ，
s）特征方程为 λ4+κ1λ2+κ2形式，因而必定存在两

对互为相反数的特征值［32］。根据现代控制理论，

S͂̄ ( z )存在如下通解：

S͂̄ ( z )= Pediag (-a，-b，a，b ) z P-1 S͂̄ ( 0 ) （8）
式中：-a、-b、a、b 为矩阵 Aj（ξ，s）特征值；P为矩

阵 Aj（ξ，s）特征向量。代入层间接触条件，可获得

相邻层间的传递矩阵：

S͂̄ ( zn ) | n + 1 = F n ⋅Ξ n ( zn - zn - 1 ) S͂̄ ( zn - 1 ) | n（9）
在传递矩阵（式（9））的基础上，底部状态向量

和顶部状态向量间可建立如下联系：

S͂̄ ( zN ) | N = ΞN ( zN - zN - 1 ) ∐
n = 1

N - 1

F n Ξ n ( zn -

zn - 1 ) S͂̄ ( 0 ) | 1 （10）

令 Ξ̄= ΞN ( zN - zN - 1 ) ∐
n = 1

N - 1

F n Ξ n ( zn + 1 - zn )，

代入前述应力和位移边界条件，可得：
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式中：Ξ̄ ij 为矩阵 Ξ̄第 i行第 j列的矩阵元素。

若 zN → +∞ 时 ，有 S͂̄ (+∞ ) | N = 04 × 1，必 定

有 P-1
N S͂̄ ( zN - 1 ) | N =[ x 1N，x2 N，0，0 ]T，x1N 和 x2 N 为

与边界条件相关的待定系数。结合式（10），有

S͂̄ ( zN - 1 ) | N = ∐
n = 1

N - 1

F n Ξn ( zn - zn - 1 ) S͂̄ ( 0 ) | 1。为便

于表示，令 Ξ͂= P-1
N ∐

n = 1

N - 1

F n Ξn ( zn + 1 - zn )，类似有：
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传递矩阵法思路清晰，矩阵规模小，计算速度

快。但在实际计算中，由于传递矩阵 Ξ ( z )同时包

含了正指数和负指数，反复相乘很容易出现数据

溢出问题，因此仅能较为稳定地计算表面力学响

应。为提高其数值稳定性，在每次计算传递矩阵

后，按本次计算的最小元素对传递矩阵执行整体

缩小处理［33］。

2. 2　刚度矩阵法

令 ediag (-az，-bz，az，bz ) = diag ( Λ-1 ( z )，Λ( z ) )，S͂̄=
[ S͂̄1，S͂̄ 2 ]T， 其 中 ： Λ( z )= diag ( eaz，ebz )， S͂̄ 1 =
[ u͂̄ r1  u͂̄ z0 ]T，S͂̄ 2 =[ τ͂̄ zr1  σ͂̄ z0 ]T。在式（8）基础上，考虑

层间条件有：
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Λ n ( zn - zn - 1 )
×

é
ë
êêêê ù

û
úúúúP-1

1n P-1
2n

P-1
3n P-1

4n

é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úS͂̄ 1 ( zn - 1 ) | n

S͂̄ 2 ( zn - 1 ) | n

（13）

式中：P 1n~P 4n，P-1
1n ~P-1

4n 分别为 P n 以及 P-1
n 的 2

阶子矩阵。

构建如式（14）所示的单元刚度矩阵。

é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úS͂̄ 2 ( zn - 1 ) | n

- S͂̄ 2 ( zn ) | n + 1

= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

K̄ n
1 K̄ n

2

-K̄ n
3 -K̄ n

4

é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úS͂̄ 1 ( zn - 1 ) | n

S͂̄ 1 ( zn ) | n + 1

（14）
进而，通过式（13）和式（14），可得：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
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ï
ï
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ï

ï

ï
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ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

K̄ n
1 = -[ ( )P 1n + F͂ n P 3n Λ-1

n ( zn - zn - 1 ) P-1
1n +

]            ( )P 2n + F͂ n P 4n Λ n ( zn - zn - 1 ) P-1
3n K̄ n

2

K̄ n
2 = [ ( )P 1n + F͂ n P 3n Λ-1

n ( zn - zn - 1 ) P-1
2n +

]            ( )P 2n + F͂ n P 4n Λ n ( zn - zn - 1 ) P-1
4n

-1

K̄ n
3 = P 3nΛ-1

n ( zn - zn - 1 ) P-1
2n +

            P 4nΛ n ( zn - zn - 1 ) P-1
4n -

            K̄ n
4 [ ( )P 1n + F͂ n P 3n Λ-1

n ( zn - zn - 1 ) P-1
1n +

]           ( )P 2n + F͂ n P 4n Λ n ( zn - zn - 1 ) P-1
3n

K̄ n
4 = [ P 3nΛ-1

n ( zn - zn - 1 ) P-1
2n +

           P 4nΛ n ( zn - zn - 1 ) ]P-1
4n K̄ n

2

（15）
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可见，在计算 K̄ n
1 ~K̄ n

4 时，通过相减、相除运算

大大避免了数据溢出问题。代入位移边界条件，

可 得 ： K̄ N
1 S͂̄1 ( zN - 1 ) | N = S͂̄ 2 ( zN - 1 ) | N。 当

zN → +∞ 时 ，无 法 由 式（15）直 接 计 算 K̄ N
1 ；由

S͂̄ ( zN - 1 ) | N = PN [ x 1N，x2 N，0，0 ]T，进 而 可 得 ：

K̄ N
1 = P 3N /P 1N。结合单元刚度矩阵，可构建下列

整体刚度矩阵方程：
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ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê
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ê

ê

ê ù
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ú

ú

ú

ú
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ú

úK̄ 1
1 K̄ 1

2

-K̄ 1
3 -K̄ 1

4 + K̄ 2
1 K̄ 2

2

-K̄ n
3 -K̄ n

4 + K̄ n + 1
1 K̄ n + 1

2

-K̄ N - 2
3 -K̄ N - 2

4 + K̄ N - 1
1 K̄ N - 1

2

-K̄ N - 1
3 -K̄ N - 1

4 + K̄ N
1 2N

×

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú
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ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

úS͂̄ 1 ( 0 ) | 1

S͂̄ 1 ( z1 ) | 2

S͂̄ 1 ( zn - 1 ) | n

S͂̄ 1 ( zN - 2 ) | N - 1

S͂̄ 1 ( zN - 1 ) | N

=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0
- p͂̄ ( ξ，r )
0 ( 2N - 2 )× 1

（16）
求解矩阵方程（式（16）），即可得到各结构层

表面的状态向量 S͂̄ 1 ( zn - 1 ) | n。刚度矩阵法由于需

要构建 2N 阶的矩阵方程，相比传递矩阵法需更

多计算时间，但基本不存在数据溢出问题。

2. 3　波传递法

令 [ ]W d ( z ) W u ( z ) T = P-1 S͂̄ ( z )，称 W d 为

下行波，W u 为上行波。在式（8）的基础上，可构建

如式（17）所示的波传递方程，即第 n 层结构层的

某一深度 z( zn - 1 ≤ z ≤ zn ) 处波向量由 zn - 1 处的

下行波 W d ( zn - 1 ) | n 以及 zn 处的上行波 W u ( zn ) | n

确定。

[ ]W d ( z ) | n W u ( z ) | n

T
=

diag [ ]Λ-1 ( z - zn - 1 )，Λ-1 ( zn - z ) ×

[ ]W d ( zn - 1 ) | n W u ( zn ) | n

T
（17）

代入层间条件，任意相邻结构层应满足下式：

F n P n
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΛ-1

n ( zn - zn - 1 )
I2 × 2

⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úW d ( zn - 1 ) | n

W u ( zn ) | n

-

P n + 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

I2 × 2

Λ-1
n + 1 ( zn + 1 - zn ) ⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úW d ( zn ) | n + 1

W u ( zn + 1 ) | n + 1

= 04 × 1 （18）

代入应力边界条件，可得：

[ 02 × 2 I2 × 2 ] P 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

I2 × 2

Λ-1
1 ( z1 ) ⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úW d ( z0 ) | 1

W u ( z1 ) | 1
=

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú0

- p͂̄ ( ξ，r ) （19）

代入位移边界条件，可得：

[ I2 × 2 02 × 2 ] PN
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΛ-1

N ( hN - hN - 1 )
I2 × 2

⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úW d ( zN - 1 ) | N

W u ( zN ) | N

= 04 × 1 （20）

若 zN → +∞ 时，由式（18）可得：

FN - 1 PN - 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΛN - 1 ( hN - 1 - hN - 2 )

I2 × 2

⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úW d ( zN - 2 ) | N - 1

W u ( zN - 1 ) | N - 1

-

PN
é
ë
êêêê ù

û
úúúúI2 × 2

02 × 2
⋅ W d ( zN - 1 ) | N = 04 × 1（21）

结合式（17）~（21），可构造下列矩阵方程。其

中，式（22）为有限厚度情况，式（23）为半空间情况。
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ú[ ]02×2 I2×2 ⋅P 1 Λ͂ 12 ( z1 )
F 1 P 1 Λ͂ 11 ( z1 ) -P 2 Λ͂ 22 ( z2 )

... ...
[ ]I2×2 02×2 ⋅PN Λ͂N1 ( zN )

4N

×

é
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ê
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ê
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ú
W d ( z0 ) | 1

W u ( z1 ) | 1

...
W d ( zN-1 ) | N

W u ( zN ) | N

=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0
- p͂̄ ( ξ，r )
0 ( 4N-2 )×1

  （22）

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú[ ]02×2 I2×2 ⋅P 1 Λ͂ 12 ( z1 )
F 1 P 1 Λ͂ 11 ( z1 ) -P 2 Λ͂ 22 ( z2 )

...

FN-1 PN-1 Λ͂ ( N-1 )1 ( zN-1 ) -PN⋅é
ë
êêêê ù

û
úúúúI2×2

02×2 4N-2

×
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ê ù
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úW d ( z0 ) | 1

W u ( z1 ) | 1

...
W d ( zN-1 ) | N

=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û
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ú
úú
ú

ú0
- p͂̄ ( ξ，r )
0 ( 4N-4 )×1

  （23）
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式中：

Λ͂ n1 ( zn - zn - 1 )= diag [ ]Λ-1
n ( zn - zn - 1 )，I2 × 2 ，

Λ͂ n2 ( zn - zn - 1 )= diag [ ]I2 × 2，Λ-1
n ( zn - zn - 1 ) 。

求解式（22）或式（23）所示的矩阵方程，可获

得 [ W d ( zn - 1 ) | n W u ( zn ) | n ]T，结合式（17）即可

获得任意深度处的状态向量。波传递法改写了传

递矩阵，使矩阵仅包含负指数，因而具有良好的数

值稳定性。相比刚度矩阵法，波传递法的矩阵规

模更大，因而在构建矩阵方程以及求解上需消耗

更多的时间。

2. 4　反射、透射矩阵法　

通 过 式（8）可 知 S͂̄ ( z ) 最 后 的 表 达 式 为

e-az，e-bz，eaz，ebz 组合形式。因此，S͂̄ ( z ) 的通解也

可写为 S͂̄ ( z )=M ( ξ，s ) ediag (-a，-b，a，b ) zΦ的形式，该

形式可通过建立仅含变量 ur 和 uz 的偏微分方程

获得。其中，Φ=[ x 1，x2，x3，x4 ]T 为由边界条件

确定的 4×1 阶待定系数矩阵，M ( ξ，s ) 具体表达

形式如下。

M ( ξ，s )= é
ë
êêêê ù

û
úúúúD d D u

Sd S u

（24）

式中：

D d =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú1 1

- α2 - φ 1

αφ 2
- δ 2 - φ 1

δφ 2

；

D u =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú1 1
α2 - φ 1

αφ 2

δ 2 - φ 1

δφ 2

；

Sd=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú-C 44 ( )α- α2 - φ 1

αφ 2
ξ -C 44 ( )δ- δ 2 - φ 1

δφ 2
ξ

ξC 13 + C 33
α2 - φ 1

φ 2
ξC 13 + C 33

δ 2 - φ 1

φ 2

；

S u=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
C 44 ( )α- α2-φ 1

αφ 2
ξ C 44 ( )δ- δ 2-φ 1

δφ 2
ξ

ξC 13+C 33
α2-φ 1

φ 2
ξC 13+C 33

δ 2-φ 1

φ 2

；

φ 1 = ( C 11 ξ 2 + ρs2 ) C -1
44 ；φ 2 = ξ ( C 13 + C 44 ) C -1

44 ；

φ 3 = ( C 44 ξ 2 + ρs2 ) C -1
33 ；φ 4 = ξ ( C 13 + C 44 ) C -1

33 。

类似于波传递法，令 S͂̄ ( z )=M ( ξ，s )w ( z )，其
中 w ( z )=[ wT

d ( z )，wT
u ( z ) ]T，w d ( z )=[ x 1 e-αz， 

x2 e-δz ]T称为上行波，w u ( z )=[ x 3 eαz，x4 eδz ]T称为下

行波。

假设 z、zR 为同一层内的不同深度且满足

zR < z，设 T ( w ) ( z，zR ) 为 波 传 播 矩 阵 ，且 满 足

w ( z )= T ( w ) ( z，zR )w ( zR )。可得：

T ( w ) ( z，zR )= diag [ ]Λ-1 ( z - zR )，Λ( z - zR )
由此传递矩阵 Ξ ( z，zR )也可表示为：

Ξ ( z，zR )=M ( ξ，s )T ( w ) ( z，zR )M-1 ( ξ，s )
假设 z (+)

n 和 z (-)
n 从上下两侧无限接近 z = zn 的

截 面 坐 标 ，且 满 足 z (-)
n < zn < z (+)

n 。 设

T ( w ) ( z (+)
n ，z (-)

n )为波传播矩阵，即：

w ( z (+)
n )=T ( w ) ( z (+)

n ，z (-)
n )w ( z (-)

n )。
结合层间条件：

T ( w ) ( z (+)
i ，z (-)

i )=M -1
n + 1 ( ξ，s )F nM n ( ξ，s )

假设任意两个截面 zα 和 zβ（zα < zβ）处的波向

量分别为w ( zα )和w ( zβ )，并满足关系：

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

w d ( zβ )
w u ( zβ )

=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

T ( w )
dd ( zβ，zα ) T ( w )

du ( zβ，zα )
T ( w )

ud ( zβ，zα ) T ( w )
uu ( zβ，zα )

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

w d ( zα )
w u ( zα )

（25）
式中：T ( w )

dd 、T ( w )
du 、T ( w )

ud 、T ( w )
uu 为 T ( w ) ( zβ，zα ) 的分块

矩阵。

引入反射和透射矩阵，改写式（25）为：

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

w u ( zα )
w d ( zβ )

=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

R d ( zβ，zα ) T u ( zβ，zα )
Td ( zβ，zα ) R u ( zβ，zα )

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

w d ( zα )
w u ( zβ )

（26）
式中：R d ( zβ，zα )和 R u ( zβ，zα )分别为下行波、上行

波的反射矩阵；Td ( zβ，zα ) 和 T u ( zβ，zα ) 分别为下

行波、上行波的透射矩阵。

联立式（25）和式（26），传递矩阵 T ( w ) ( zβ，zα )
与反射、透射矩阵有如下对应关系：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

Rd ( zβ，zα )= -T ( w )- 1
uu ( zβ，zα )T ( w )

ud ( zβ，zα )
R u ( zβ，zα )= T ( w )

du ( zβ，zα )T ( w )- 1
uu ( zβ，zα )

Td ( zβ，zα )= T ( w )
dd ( zβ，zα )- T ( w )

du ( zβ，zα )×
      T ( w )- 1

uu ( zβ，zα )T ( w )
ud ( zβ，zα )

T u ( zβ，zα )= T ( w )- 1
uu ( zβ，zα )

    （27）

观察式（27），若 zα 和 zβ 位于同一土层时，

Td ( zβ，zα )=T u ( zβ，zα )=Λ-1 ( zβ-zα )，R d ( zβ，zα )=
R u ( zβ，zα )= 02 × 2，可见反射、投射矩阵消除了正

指数的影响。假设截面 zα、zβ、zγ（zα < zβ < zγ）处

的波向量分别为 w ( zα )、w ( zβ )、w ( zγ )，可得到递

推关系：

w ( zγ )= T (W ) ( zγ，zβ )T (W ) ( zβ，zα )w ( zα )    （28）
联立式（25）~式（28），有：
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Rd ( zγ，zα )= R d ( zβ，zα )+ T u ( zβ，zα )×
       Γ-1

a ( zγ，zβ，zα ) Rd ( zγ，zβ )Td ( zβ，zα )
R u ( zγ，zα )= R u ( zγ，zβ )+ Td ( zγ，zβ ) R u ( zβ，zα )×
       Γ-1

a ( zγ，zβ，zα )Tu ( zγ，zβ )
Td ( zγ，zα )= Td ( zγ，zβ )Γ-1

b ( zγ，zβ，zα )Td ( zβ，zα )
T u ( zγ，zα )= T u ( zβ，zα )Γ-1

a ( zγ，zβ，zα )T u ( zγ，zβ )
Γ a ( zγ，zβ，zα )= I2 × 2 - R d ( zγ，zβ ) R u ( zβ，zα )
Γ b ( zγ，zβ，zα )= I2 × 2 - R u ( zβ，zα ) Rd ( zγ，zβ )

（29）

代入位移边界条件 S͂̄ 1 ( zN ) | N = 02 × 1，可得：

w u ( zN )= -D-1
uN ( ξ，s ) D d ( ξ，s )w d ( zN )

结合式（26），可知土层 Ls ( zN，0 ) 中波向量

w u ( 0 )、w d ( zN ) 满足 w u ( 0 )= K͂w d ( 0 )，其中 K͂如

式（30）所示。

K͂= R d ( zN，0 )- T u ( zN，0 ) D-1
u ( zN ) D d ( zN )×

[ I2 × 2 + R u ( zN，0 ) D-1
u ( zN ) D d ( zN )]-1

Td ( zN，0 )
（30）

当 zN → +∞ 时，有 K͂= R d ( ∞，0 )。结合荷

载边界条件以及式（26）和式（30），可求得：

w d ( 0 )= [Sd ( 0 )+ S u ( 0 ) K͂ ]-1
⋅[ 0 - p͂̄ ( ξ，r ) ] T

（31）
式中：K͂可反复应用式（27）~式（29）获得。

在求得w d ( 0 )以及w u ( 0 )后，结合式（26）即可

获得任意位置的状态向量。与波传递法类似，反射、

透射矩阵的引入消除了正指数。总体上，反射、透射

矩阵法是一种矩阵规模小、数值稳定性高的计算方法。

3 数值积分收敛分析及解析解验证

3. 1　数值积分方法及收敛分析

前述解析解方法仅能获得 Hankel-Laplace 域

内的力学响应，为计算在时域内的力学响应，往往

需通过数值积分逆变换。考虑到精度要求，本文

采用 20 节点高斯插值积分以及 Durbin 法［34］分别

进行 Hankel逆变换和 Laplace 逆变换。

f ( r，tl )= 2eγlΔt

T
R e{- 1

2 f̄ ( r，γ )+

∑
k = 0

Na - 1 ü
ý
þ

∑
ν = 0

L é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúf̄ ( )r，γ + j ( k + νN a ) 2π

T
⋅ e

j
2π
Na

kl
   （32）

f̄ ( r，s)≈∫
0

χ

ξf̄ ͂ ( )ξ，s J ( ξr ) dξ ≈

∑
i = 1

N 0

∑
k = 1

20

A k
é
ë

ù
ûxik f̄ ͂ ( )xik，s J ( xik r ) （33）

式中：χ 为积分上限；N0 为高斯积分分段总数；

Ak 为 20 节点高斯积分系数；xik 为积分点，xik=
(i-1)∙ΔL+xk，ΔL 为高斯积分的分段长度，xk为

20 节点高斯积分点；T 为总求解时间；Na 为总

的求解步；Δt 为求解时间步增量； tl 为求解时

刻， tl=l∙T/Na；L 和 γ 为计算参数，通常需满足

L ∙Na=50~5 000， γ ∙T=5~10， l 为求解序列；

取 L=ceil(100/Na)，γ=10/T，ceil(∙)为向上取整

计算；ς为单位虚数，ς2=-1。
实际计算时，需确定积分上限 χ 以及分段长

度 ΔL［35］。在表 1 所示的路面结构基础上，分两步

开展收敛研究。首先，在 ΔL=5 基础上，χ 分别取

值 50，100，150，200，300，500；其次，在 χ=300 的

基础上，ΔL 分别取 2，3，5，10，20，30，结果如图

2~图 5 所示。由图 2 可见，4 种方法的计算结果

较为接近，初步验证了解析解推导的正确性。由

图 3~图 5 可知，ΔL 取值对计算结果影响较大，且

χ≥300，ΔL≤5 时计算结果基本收敛。考虑到计

效率以及精度要求，本文取 χ=300，ΔL=5。
3. 2　解析解验证

由于前述 4 种解析解方法具有高度一致性，

因而这里以反射、透射矩阵法为例进行进一步的

表 1　路面结构层材料参数

Table 1　Material Parameters of Pavement Layers

结构层

路面

基层

底基层

土基

Ev/MPa

7 000

10 000

400

100

n

0.3

0.5

1.0

1.0

μv（=μh）

0.25

0.30

0.35

0.35

ρ/（kg∙m-3）

2 400

2 300

2 200

1 600

h/m

0.18

0.35

0.20

3.00

αx

0.8

0.0

0.0

-

注：荷载 p ( r，t )= 707 ⋅ sin ( π/0.03 ⋅ t ) ( r ≤ 0.15 m )，相关材

料参数取值参考《公路沥青路面设计规范》JTG D50-2017。
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文献对比验证，所采用的模型参数及对比结果如

图 6 所示。结果表明，所推导的解析解与相关文

献结果吻合较好，计算精度较高。

(a) r=0.0 m位置弯沉曲线

(b) r=0.3 m位置弯沉曲线

0 10 20 30 40 50 60
−100

0

100

200

弯
沉

/μ
m

传递矩阵法
刚度矩阵法
波传播法
反射透射矩阵法

t/ms

0 10 20 30 40 50 60
−100

−50

0

50

100

150

弯
沉

/μ
m

t/ms

传递矩阵法
刚度矩阵法
波传播法
反射透射矩阵法

图 2　不同解析解计算结果对比  （χ=300， ΔL=5）
Fig. 2　Comparison diagrams of calculation results of 

different analytical solutions （χ=300， ΔL=5）

图 4　水平应变曲线收敛探究  （刚度矩阵法）

Fig. 4　Research on horizontal strain curve convergence
（stiffness matrix nethod）

图 3　弯沉曲线收敛探究  （刚度矩阵法）

Fig. 3　Research on deflection curve convergence
（stiffness matrix method）

(a) χ取值探究 (ΔL=5)

(b) ΔL取值探究 (χ=300)
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峰
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图 5　弯沉峰值收敛探究  （刚度矩阵法）

Fig. 5　Research on deflection peak convergence
（stiffness matrix method）
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4 解析解方法对比

在验证了所推导解析解可靠性的基础上，采

用图 7 所示的 4 种路面结构进行测试；其中，路面

结构 A 和 C 为半空间结构，路面结构 B 和 D 为有

限厚度结构。本文主要以 FWD 荷载作用为计算

目标，限于篇幅有限，本文仅展示针对路表弯沉的

讨论，而不涉及剪应力和应变，这并不意味所推导

解析解仅能用于计算路表弯沉。输出为 r=0. 0
和 0. 3 m 位置处的路表弯沉，求解时间 T=60 
ms，增量 Δt=1 ms。相关计算均采用 Matlab 编程

实现，耗时采用 Matlab 探查器获得，计算所用处

理器为 Intel i7 8750H （2. 2 GHz）。相关计算结果

如表 2、图 8 所示。

图 6　文献对比

Fig. 6　Comparison of literatures
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通过表 2 和图 8 的结果可以看到，4 种方法计

结果基本相同，且从快到慢依次为传递矩阵法、刚

度矩阵法、波传递法以及反射透射矩阵法。其中，

传递矩阵法的计算耗时仅为其他方法的 1/5，在
保证数值稳定下可作为首选算法；刚度矩阵法的

时间大多消耗在计算单元刚度矩阵上；波传递法

在构建矩阵方程以及求解上较刚度矩阵法需花费

更多的时间；值得注意的是，尽管反射透射矩阵法

的矩阵规模小，但大量矩阵运算使得其计算速度

最慢。传递矩阵法在对路面结构 B 和 D 展开计算

时出现了异常结果 NAN，其原因是计算式（11）和

式（12）时分母为零造成的。而且，多次试算表

明，在有限厚度且厚度大于 2 m 时较大概率发生

计算失败；而其他解析解方法均消除了正指数的

影响，基本不存在计算失败的情况。

在适用性方面，对于传递矩阵法，由于在计算

路面内部力学响应时传递矩阵需反复相乘，较易

出现数据溢出问题，因而仅能计算路面结构的路

表弯沉；对于刚度矩阵法，通过构建式（16）所示的

刚度矩阵方程即可获得各结构层表面的力学响

应，而内部应力通常需通过增设结构层实现，这将

进一步增加计算时间；对于波传递法，在获得各结

构层表面的状态向量后，其内部力学响应可通过

波传递矩阵进一步获得；对于反射透射矩阵法，在

获得了表面力学响应的基础上，结合反射、透射矩

表 2　不同求解方法计算耗时

Table 2　Calculative time of different analytical solutions s

计算方法

传递矩

阵法

刚度矩

阵法

波传

递法

反射、

透射

矩阵法

路面结构

A

B

C

D

A

B

C

D

A

B

C

D

A

B

C

D

传递/反射透射矩阵/矩阵元素计算

76.3

计算失败，计算结果为 NAN

80.2

计算失败，计算结果为 NAN

423.4

398.2

554.4

531.5

123.2

113.5

158.4

147.7

76.8

70.4

101.3

95.5

构建矩阵方程并求解

54.4

54.7

121.3

116.8

141.4

138.6

396.6

401.8

496.4

499.7

555.1

559.2

745.4

756.1

数值逆变换

28.9

28.9

30.2

27.9

30.1

27.8

31.0

28.2

29.7

28.0

30.5

29.1

31.6

29.1

总耗时

160.9

191.1

590.7

557.3

741.5

712.8

643.1

629.1

821.7

803.9

677.8

674.3

894.1

895.8

注：表中时间仅为主要步骤时间，因而各部分时间之和与总耗时不严格相等，本表为连续 5 次计算均值。

(a) 路面结构A/B

(b) 路面结构C/D

2×0.15 m

ρ(r,t)=707sin(π/0.03·t)

ρ=2.4×103 kg/m3   h1=0.20 m

r

Ev=9000 MPa,n=0.5,   μv=0.25 ρ=2.3×103 kg/m3   h2=0.60 m

ρ=1.6×103 kg/m3   h4=2.00 m

Ev=10000 MPa,n=0.2,   μv=0.25

Ev=100 MPa,n=1.0,   μv=0.35

αx=0.71

αx=0.52

r

αx=0.71

αx=0.52

αx=0.53

ρ=2.4×103 kg/m3   h1=0.18 m

ρ=2.3×103 kg/m3   h2=0.35 m

ρ=1.6×103 kg/m3   h4=3.00 m

ρ=2.0×103 kg/m3   h3=0.20 m

Ev=100 MPa,n=1.0,   μv=0.35

Ev=400 MPa,n=1.0,   μv=0.35

Ev=10000 MPa,n=0.5,   μv=0.30

Ev=7000 MPa,n=0.3,   μv=0.25

2×0.15 m

ρ(r,t)=707sin(π/0.03·t)

图 7　路面结构示意图

Fig. 7　Schematic diagram of pavement structure
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阵同样也可计算路面结构任意位置的力学响应，

有关求解源代码的更多信息可从通信作者处获

得。综上所述，4 种解析解方法的特点及适用范

围如表 3 所示。

5 结  论

（1）高斯数值积分上限 χ 取 300、分段长度 ΔL

取 5 时，各解析解均可较好地完成路面结构动力

响应计算。但各个算法在求解思想上有所不同，

传递矩阵法和反射、透射矩阵法侧重于寻找不同

深度处状态向量间的联系，因而矩阵规模较小；而

刚度矩阵法和波传递法更侧重于构建路面结构的

整体矩阵方程，因而矩阵规模较大。

（2）在求解速度上，从快到慢依次为传递矩阵

法、刚度矩阵法、波传递法以及反射透射矩阵法。其

中，传递矩阵法的耗时仅为其他方法的 1/5左右；刚

度矩阵法较多时间消耗在计算单元刚度矩阵上；波

传递法由于矩阵规模大而慢于刚度矩阵法；值得注

意的是，尽管反射、透射矩阵法的矩阵规模最小，但

大量的矩阵运算使得其计算耗时最大。

（3）在稳定性上，传递矩阵法并未对正指数进

行任何处理，因而存在数据溢出问题；刚度矩阵法

通过建立单元刚度矩阵消除了正指数；波传递法

则通过构建上行波和下行波消除了正指数；而反

射透射矩阵法在不改变传递矩阵法基本思路的基

础上应用反射矩阵和透射矩阵消除了正指数的

影响。

（4）在实际应用上，传递矩阵法非常适合求解

半空间的路表弯沉，在满足计算可靠性的条件下

可作为首选算法；刚度矩阵法在求解有限厚度力

学响应中有着较为出色的计算效率，但仅能计算

表 3　不同解析解特点及适用范围

Table 3　Characteristics and application scope of 
different analytical solutions

计算方法

传递矩阵法

刚度矩阵法

波传递法

反射、透射矩阵法

计算

速度

快

一般

较慢

较慢

数值

稳定性

较稳定

稳定

稳定

稳定

求解位置

路面表面

各结构层表面

任意位置

任意位置

适应范围

半空间

半空间

有限厚度

半空间

有限厚度

半空间

有限厚度

图 8　不同路面结构表面弯沉

Fig. 8　Deflection of different pavement structures
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各结构层表面的力学响应；波传递法和反射透射

矩阵法均能计算路面结构内部任意位置的动力响

应，但其计算较慢。
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