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指数权的加权Lebesgue空间中拟齐次核最优

Hilbert型积分不等式的参数条件及应用

赵 茜1,洪 勇1,孔荫莹2

(1.广州华商学院 人工智能学院,广州511300;2.广东财经大学 统计与数学学院,广州510320)

摘要:首先,引入拟齐次核的概念,讨论权函数为指数函数的加权Lebesgue空间中具有拟齐

次核的Hilbert型积分不等式;其次,利用权系数方法及若干分析技巧,给出最优 Hilbert型

积分不等式的等价参数条件,并获得了最佳常数因子的计算公式;最后,讨论其在算子理论

中的应用.
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0 引 言

设1
p+

1
q=1

(p>1),f(x)∈Lp(0,+∞),g(y)∈Lq(0,+∞),则Hilbert积分不等式[1]为



∫
+∞

0∫
+∞

0

1
x+yf

(x)g(y)dxdy≤ π
sin(π/p)

‖f‖p‖g‖q, (1)

其中常数因子 π
sin(π/p)

是最佳值.定义积分算子

T(f)(y)=∫
+∞

0

1
x+yf

(x)dx,  f(x)∈Lp(0,+∞),

则式(1)可等价地表示为如下算子T 的不等式:

‖T(f)‖p ≤ π
sin(π/p)

‖f‖p.

因此T 是Lp(0,+∞)中的有界算子,且算子范数‖T‖= π
sin(π/p).

设φ(x)>0,引入加权Lebesgue空间:

Lφ(x)
p (a,b)= f(x):‖f‖p,φ(x)=∫

b

a
φ(x)f(x)pd( )x

1/p

<+{ }∞ .

一般地,若1
p+

1
q=1

(p>1),φ1(x)>0,φ2(y)>0,则以K(x,y)为核的不等式

∫
b

a∫
b

a
K(x,y)f(x)g(y)dxdy≤M‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)

(2)

称为Hilbert型积分不等式,若其常数因子M 为最佳值,则式(2)称为最优不等式.
目前,关于 Hilbert型不等式的研究已有很多成果[2-24].例如:文献[2]考虑指数权函数的加权

Lebesgue空间,得到了一个具有最佳常数因子的Hilbert型不等式:

∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞

f(x)g(y)
(1+exey)λ

dxdy≤B λ
2
,λæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖f‖2,e-λx‖g‖2,e-λy,

其中λ>0,B(u,v)是Beta函数;文献[3]在文献[2]的基础上引入独立参数σ和σ1,讨论了核为

H(eaxeby)的Hilbert型积分不等式:

∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
H(eaxeby)f(x)g(y)dxdy≤M‖f‖p,exp{σapx}‖g‖q,exp{σ1bqy}

,

并得到了最佳常数因子的等价条件.本文引入一类广义齐次核:

K(x,y)=G(eλ1x,eλ2y),
其中G(u,v)是λ阶齐次非负函数,讨论指数函数加权Lebesgue空间中最优 Hilbert型不等式的等价

参数条件.

1 引 理

引理1 设G(u,v)是λ阶齐次非负函数,λ1λ2>0,K(x,y)=G(eλ1x,eλ2y),则

K(x,y)=eλλ1xK 0,y-λ1
λ2

æ

è
ç

ö

ø
÷x =eλλ2yK x-λ2

λ1y
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 .

特别地,有

K(0,t)=eλλ2tK -λ2
λ1
t,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,  K(t,0)=eλλ1tK 0,-λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷t .

  证明:根据G(u,v)是λ阶齐次函数,有

K(x,y)=G(eλ1x,eλ2y)=eλλ1xG(1,eλ2y-λ1x)eλλ1xG e0λ1,eλ2[y-(λ1/λ2)x( )
] =eλλ1xK 0,y-λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷x .

同理可证K(x,y)=eλλ2yK x-λ2λ1y
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 .

引理2 设1
p+

1
q=1

(p>1),λ1λ2>0,a,b∈ℝ,G(u,v)是λ阶齐次非负函数,K(x,y)=

G(eλ1x,eλ2y),记
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W1(s)=∫
+∞

-∞
K(0,t)estdt,  W2(s)=∫

+∞

-∞
K(t,0)estdt,

则有

ω1(b,p,x)=∫
+∞

-∞
K(x,y)e-bpydy=eλ1[λ-(1/λ2)bp]xW1(-bp),

ω2(a,q,y)=∫
+∞

-∞
K(x,y)e-aqxdx=eλ2[λ-(1/λ1)aq]yW2(-aq).

若1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

,则1
λ1W1(-bp)=1λ2W2(-aq).

证明:根据引理1,有

ω1(b,p,x)=eλλ1x∫
+∞

-∞
K 0,y-λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷x e-bpydy=eλλ1x∫

+∞

-∞
K(0,t)e-bp[t+(λ1/λ2)x]dt=

eλ1[λ-(1/λ2)bp]x∫
+∞

-∞
K(0,t)e-bptdt=eλ1[λ-(1/λ2)bp]xW1(-bp).

类似可证ω2(a,q,y)=eλ2[λ-(1/λ1)aq]yW2(-aq).

若1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

,则

W1(-bp)=∫
+∞

-∞
K(0,t)e-bptdt=∫

+∞

-∞
K -λ2

λ1
t,æ

è
ç

ö

ø
÷0e(λλ2-bp)tdt=

λ1
λ2∫

+∞

-∞
K(u,0)e[-λλ1+(λ1/λ2)bp]udu=

λ1
λ2∫

+∞

-∞
K(u,0)e-aqudu=λ1

λ2
W2(-aq),

故1
λ1W1(-bp)=1λ2W2(-aq).

引理3 设1
p+

1
q=1

(p>1),K(x,y)≥0,φ1(x)>0,φ2(y)>0,Ω⊆ℝ是一个可测集,积分算子

T 为

T(f)(y)=∫Ω
K(x,y)f(x)dx,

则Hilbert型不等式

∫Ω∫Ω
K(x,y)f(x)g(y)dxdy≤M‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)

(3)

等价于算子不等式

‖T(f)‖p,φ
1-p
2 (y)≤M‖f‖p,φ1(x). (4)

  证明:若式(4)成立,则根据Hölder不等式,有

∫Ω∫Ω
K(x,y)f(x)g(y)dxdy=∫Ω

g(y)T(f)(y)dy=

∫Ω
φ1
/q
2 (y)g(y( )) φ-1/q

2 (y)T(f)(y( ))dy≤

∫Ω
φ2(y)g(y)qd( )y

1/q

∫Ω
φ-p/q
2 (y)T(f)(y)pd( )y

1/p

=

‖g‖q,φ2(y)∫Ω
φ1-p
2 (y)T(f)(y)pd( )y

1/p

=

‖g‖q,φ2(y)‖T(f)‖p,φ
1-p
2 (y)≤M‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)

,
故式(4)成立.

反之,若式(3)成立,则

‖T(f)‖p
p,φ

1-p
2 (y)=∫Ω

φ1-p
2 (y)T(f)(y)pdy=
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∫Ω
φ1-p
2 (y)∫Ω

K(x,y)f(x)dx
p
dy≤

∫Ω
φ1-p
2 (y)∫Ω

K(x,y)f(x)dx
p-1

∫Ω
K(x,y)f(x)d( )x dy.

令g(y)=φ1-p2 (y)∫Ω
K(x,y)f(x)dx

p-1
,则

‖T(f)‖p
p,φ

1-p
2 (y)≤∫Ω

g(y)∫Ω
K(x,y)f(x)dxdy=

∫Ω∫Ω
K(x,y)f(x)g(y)dxdy≤

M‖ f ‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)=M‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)=

M‖f‖p,φ1(x)∫Ω
φ2(y)φ1-p2 (y)∫Ω

K(x,y)f(x)dx
p-

( )
1 q
d( )y

1/q

=

M‖f‖p,φ1(x)∫Ω
φ1-p
2 (y)∫Ω

K(x,y)f(x)dx
p
d( )y

1/q

=

M‖f‖p,φ1(x)∫Ω
φ1-p
2 (y)T(f)(y)pd( )y

1/q

=

M‖f‖p,φ1(x)‖T(f)‖
p-1
p,φ

1-p
2 (y)

,

从而可得式(4).

2 主要结果

定理1 设1
p+

1
q=1

(p>1),a,b∈ℝ,λ1λ2>0,G(u,v)是λ阶齐次非负函数,K(x,y)=

G(eλ1x,eλ2y),则下列结论成立:

1)记φ1(x)=expλ1 p a
λ1-

b
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }x ,φ2(y)=expλ2 q b

λ2-
a
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }y ,则

A(K,f,g)=∶∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
K(x,y)f(x)g(y)dxdy≤

W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y)
, (5)

其中f(x)∈Lφ1(x)
p
(-∞,+∞),g(y)∈Lφ2(y)

q
(-∞,+∞).

2)若W1(-bp)<+∞,W2(-aq)<+∞,则W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)是式(5)最佳常数因子的充

分必要条件是1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

,且当1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

时,式(5)化为

A(K,f,g)≤ λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)‖f‖p,exp{apqx}‖g‖q,exp{bpqy}, (6)

其中 λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)是最佳常数因子.

证明:1)选取a,b为搭配参数,利用Hölder不等式及引理2,有

A(K,f,g)=∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
(eax-byf(x))(eby-axg(y))K(x,y)dxdy≤

∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
e(ax-by)p f(x)pK(x,y)dxd( )y

1/p

×

∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
e(by-ax)q g(y)qK(x,y)dxd( )y

1/q

=

∫
+∞

-∞
eapx f(x)pω1(b,p,x)d( )x

1/p

∫
+∞

-∞
ebqy g(y)qω2(a,q,y)d( )y

1/q

=

W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)∫
+∞

-∞
expλ1 p a

λ1-b
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }x f(x)pdæ

è
ç

ö

ø
÷x
1/p

×
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∫
+∞

-∞
expλ2 q b

λ2-a
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }y g(y)qdæ

è
ç

ö

ø
÷x
1/q

=

W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)‖f‖p,φ1(x)‖g‖q,φ2(y).
故式(5)成立.

2)充分性.设1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

,则计算可得φ1(x)=exp{apqx},φ2(y)=exp{bpqy}.又根据

引理2,有1
λ1W1(-bp)=1λ2W2(-aq),于是式(5)可化为式(6).从而只需证明式(6)的常数因子最佳

即可.

若式(6)的常数因子不是最佳的,则存在常数M0< λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp),使得

A(K,f,g)≤M0‖f‖p,exp{apqx}‖g‖q,exp{bpqy}.
取充分小的ε>0及足够大的正数N,令

f(x)=
exp{(-apq- λ1 ε)x/p},x≥N,

0, x<N{ ,

g(y)=
exp{(-bpq- λ2 ε)y/q},y≥0,

0, y<0{ ,
则有

‖f‖p,exp{apqx}‖g‖q,exp{bpqy}=∫
+∞

N
e- λ1 εxd( )x

1/p

∫
+∞

0
e- λ2 εyd( )y

1/q

=

1
λ1 εe

- λ1 εæ

è
ç

ö

ø
÷

N
1/p 1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

ε
1/q

=

1
ελ1 1/p λ2 1/qe

- λ1 εN/p.

根据引理1,有

A(K,f,g)=∫
+∞

N
exp -aq- λ1 εæ

è
ç

ö

ø
÷

p{ }x∫
+∞

0
K(x,y)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }y dæ

è
ç

ö

ø
÷y dx=

∫
+∞

N
exp -aq- λ1 εæ

è
ç

ö

ø
÷

p{ }x ×

∫
+∞

0
K 0,y-λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷x eλλ1xexp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }y dæ

è
ç

ö

ø
÷y dx=

∫
+∞

N
exp λλ1-aq- λ1 εæ

è
ç

ö

ø
÷

p{ }x ×

∫
+∞

-(λ1/λ2)x
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q
t+λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }x dæ

è
ç

ö

ø
÷tdx=

∫
+∞

N
exp λλ1-aq- λ1 ε

p -λ1
λ2

bp+ λ1 εæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúq{ }x ×

∫
+∞

-(λ1/λ2)x
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dæ

è
ç

ö

ø
÷tdx=

∫
+∞

N
e λ1 εx∫

+∞

-(λ1/λ2)x
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dæ

è
ç

ö

ø
÷tdx≥

∫
+∞

N
e λ1 εxdx∫

+∞

-(λ1/λ2)N
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dt=

1
ελ1

e- λ1 εN∫
+∞

-(λ1/λ2)N
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dt.

综上可得

1
λ1
e- λ1 εN∫

+∞

-(λ1/λ2)N
K(0,t)exp -bp- λ2 εæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dt≤M0
1

λ1 1/p λ2 1/qe
- λ1 εN/p.
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令ε→0+,利用Fatou引理[25],有

1
λ1∫

+∞

-(λ1/λ2)N
K(0,t)e-bptdt≤M0

1
λ1 1/p λ2 1/q

,

再令N→+∞,得

1
λ1

W1(-bp)= 1
λ1∫

+∞

-∞
K(0,t)e-bptdt≤M0

1
λ1 1/p λ2 1/q

,

于是有 λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)≤M0,与 M0< λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)矛盾,故 λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)是式(6)的最佳常

数因子.

必要性.设W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)是式(5)的最佳常数因子,记1
λ1aq+

1
λ2bp-λ=c

,a1=a-λ1cpq
,

b1=b-λ2cpq
,则

1
λ1

a1q+1λ2
b1p=1λ1

aq+1λ2
bp-c

p -c
q =λ+c-c=λ,

φ1(x)=expλ1 p a
λ1-b

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }x =expλ1 pa1

λ1-b1
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }x =exp{a1pqx},

φ2(y)=expλ2 q b
λ2-a

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }y =expλ2 qb1

λ2-a1
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }y =exp{b1pqy},

W2(-aq)=∫
+∞

-∞
K(t,0)e-aqtdt=∫

+∞

-∞
K 0,-λ1

λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷te(λλ1-aq)tdt=

λ2
λ1∫

+∞

-∞
K(0,u)e(-bp+λ2c)udu=λ2

λ1∫
+∞

-∞
K(0,t)e(-bp+λ2c)tdt,

于是式(5)可化为

A(K,f,g)=W1/p
1 (-bp)λ2λ1∫

+∞

-∞
K(0,t)e(-bp+λ2c)tdæ

è
ç

ö

ø
÷t
1/q

‖f‖p,exp{a1pqx}‖g‖q,exp{b1pqy}. (7)

由于式(5)的常数因子是最佳的,故式(7)的常数因子为

λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1/p
1 (-bp)∫

+∞

-∞
K(0,t)e(-bp+λ2c)td( )t

1/q
,

因为1
λ1a1q+

1
λ2b1p=λ

,故根据充分条件的证明可知,式(7)的最佳常数因子应为

λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)= λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

∫
+∞

-∞
K(0,t)exp-bpt+λ2c

q{ }t dt.

于是

∫
+∞

-∞
K(0,t)exp-bpt+λ2c

q{ }t dt=W1/p
1 (-bp)∫

+∞

-∞
K(0,t)exp{(-bp+λ2c)t}d( )t

1/q
. (8)

利用Hölder不等式,有

∫
+∞

-∞
K(0,t)exp -bp+λ2cæ

è
ç

ö

ø
÷

q{ }t dt=∫
+∞

-∞
1·expλ2c

q{ }t K(0,t)e-bptdt≤

∫
+∞

-∞
1pK(0,t)e-bptd( )t

1/p

∫
+∞

-∞
eλ2ctK(0,t)e-bptd( )t

1/q

=

W1/p
1 (-bp)∫

+∞

-∞
K(0,t)e(-bp+λ2c)td( )t

1/q
. (9)

由式(8)知式(9)取等号,再根据 Hölder不等式取等号的条件,可得eλ2ct=常数,从而c=0,即

1
λ1aq+

1
λ2bp=λ.

3 应 用

根据引理3和定理1,可得下面关于算子理论的定理.
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定理2 设1
p+

1
q=1

(p>1),a,b∈ℝ,λ1λ2>0,G(u,v)是λ阶齐次非负可测函数,K(x,y)=

G(eλ1x,eλ2y),W1(-bp)<+∞,W2(-aq)<+∞,积分算子T 为

T(f)(y)=∫
+∞

-∞
K(x,y)f(x)dx.

  1)记 φ1(x)=expλ1 p a
λ1-

b
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }x ,φ2(y)=expλ2 q b

λ2-
a
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+é

ë
êê

ù

û
úúλ{ }y ,则 T 是 从

Lφ1(x)
p
(-∞,+∞)到Lφ

1-p
2 (y)

p
(-∞,+∞)的有界算子,且T 的算子范数

‖T‖ ≤W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq).

  2)当且仅当1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

时,T 的算子范数‖T‖=W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq).当1
λ1aq+

1
λ2bp=λ

时,有φ1(x)=exp{apqx},φ2(y)=exp{bpqy},且

‖T‖=W1/p
1 (-bp)W1/q

2 (-aq)= λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp).

  推论1 设1
p+

1
q=1

(p>1),λ>0,λ1λ2>0,k1>0,k2>0,则积分算子

T(f)(y)=∫
+∞

-∞

f(x)
(k1eλ1x +k2eλ2y)λ

dx

是从Lexp{-λλ1x}p (-∞,+∞)到Lexp{-λλ2(1-p)y}p (-∞,+∞)的有界算子,且T 的算子范数为

‖T‖= 1
λ1 1/q λ2 1/pkλ/p

1 kλ/q
2
B λ

p
,λæ

è
ç

ö

ø
÷

q
,

其中B(s,t)是Beta函数.

证明:令G(u,v)= 1
(k1u+k2v)λ

,则G(u,v)是-λ阶齐次函数,且

K(x,y)=G(eλ1x,eλ2y)= 1
(k1eλ1x +k2eλ2y)λ

.

取a=-λλ1pq
,b=-λλ2pq

,则

1
λ1

aq+1λ2
bp=-λ, exp{apqx}=exp{-λλ1x}, exp{bpq(1-p)y}=exp{-λλ2(1-p)y},

且

W1(-bp)=∫
+∞

-∞
K(0,t)e-bptdt=∫

+∞

-∞

1
(k1+k2eλ2t)λ

e(λλ2/q)tdt=

1
kλ
1∫

+∞

-∞

1
[1+(k2/k1)eλ2t]λ

e(λλ2/q)tdt=

1
kλ
1∫

+∞

-∞

1
(1+u)λ

k1
k2
æ

è
ç

ö

ø
÷u
λ/q 1

λ2
u-1du=

1
λ2

1
kλ/p
1 kλ/q

2∫
+∞

-∞

1
(1+u)λu

λ/q-1du=

1
λ2 kλ/p

1 kλ/q
2
B λ

q
,λ-λæ

è
ç

ö

ø
÷

q = 1
λ2 kλ/p

1 kλ/q
2
B λ

p
,λæ

è
ç

ö

ø
÷

q .

于是可得

λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)= 1
λ1 1/q λ2 1/pkλ/p

1 kλ/q
2
B λ

p
,λæ

è
ç

ö

ø
÷

q .

综上并根据定理2知结论成立.

推论2 设1
p+

1
q=1

(p>1),λ1λ2>0,0<σ<λ,k1>0,k2>0,则积分算子

T(f)(y)=∫
+∞

-∞

f(x)
(k1+k2eλ1x-λ2y)λdx
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是从Lexp{-λ1σpx}p (-∞,+∞)到Lexp{-λ2σpy}p (-∞,+∞)的有界算子,且T 的算子范数为

‖T‖= kσ-λ
1 k-σ

2

λ1 1/q λ2 1/pB(σ,λ-σ).

  证明:令G(u,v)= 1
(k1+k2u/v)λ

,则G(u,v)是0阶齐次函数,且

K(x,y)=G(eλ1x,eλ2y)= 1
(k1+k2eλ1x-λ2y)λ.

取a=-λ1σq
,b=λ2σp

,则

1
λ1

aq+1λ2
bp=0, exp{apqx}=exp{-λ1σpx}, exp{bpq(1-p)y}=exp{-λ2σpy},

且

W1(-bp)=∫
+∞

-∞
K(0,t)e-bptdt=∫

+∞

-∞

1
(k1+k2e-λ2t)λe

-λ2σtdt=

1
kλ
1∫

+∞

-∞

1
[1+(k2/k1)e-λ2t]λe

-λ2σtdt=

1
λ2

kσ-λ
1 k-σ

2∫
+∞

-∞

1
(1+u)λu

σ-1du= 1
λ2

kσ-λ
1 k-σ

2B(σ,λ-σ),

于是可得

λ2
λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/q

W1(-bp)= kσ-λ
1 k-σ

2

λ1 1/q λ2 1/pB(σ,λ-σ).

综上并根据定理2知结论成立.

若在推论2中取σ=1p
,λ=1,则可得:

推论3 设1
p+

1
q=1

(p>1),λ1λ2>0,k1>0,k2>0,则积分算子

T(f)(y)=∫
+∞

-∞

f(x)
k1+k2eλ1x-λ2y

dx

是从Lexp{-λ1x}p (-∞,+∞)到Lp
exp{-λ2y}(-∞,+∞)的有界算子,且T 的算子范数为

‖T‖= k-1/q
1 k-1/p

2

λ1 1/q λ2 1/pB
1
p
,1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p = 1
λ1 1/q λ2 1/pk1/q1 k1/p2

π
sin(π/p)

.
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[11] KRNIC'M,PĚCARIC'JE.Hilbert’sInequalitiesandTheirReverses[J].PublicationsMathematicalDebrecen,

2005,67(3/4):315-331.
[12] RASSIASMTh,YANGBC,RAIGORODSKIIA.OnaMoreAccurateReverseHilbert-TypeInequalityinthe

WholePlane[J].JournalofMathematicalInequalities,2020,14(4):1359-1374.
[13] 洪勇,温雅敏.齐次核的Hilbert型级数不等式取最佳常数因子的充要条件 [J].数学年刊(A辑),2016,37(3):

329-336.(HONGY,WENY M.ANecessaryandSufficientConditionofThatHilbertTypeSeriesInequality
withHomogeneousKernelHastheBestConstantFactor[J].ChineseAnnalsofMathematics(SeriesA),2016,

37(3):329-336.)
[14] 洪勇,吴春阳,陈强.一类非齐次核的最佳 Hilbert型积分不等式的搭配参数条件[J].吉林大学学报(理学版),

2021,59(2):207-212.(HONGY,WUCY,CHENQ.MathingParameterConditionsfortheBestHilbert-
TypeIntegralInequalitywithaClassofNon-homogeneousKernels[J].JournalofJilinUniversity (Science
Edition),2021,59(2):207-212.)

[15] HEB,HONG Y,LIZ.ConditionsfortheValidityofaClassofOptimalHilbertType MultipleIntegral
Inequalitieswith NonhomogeneousKernels [J/OL].JournalofInequalitiesand Applications,(2021-04-02)
[2024-02-20].https://doi.org/10.1186/s13660-021-02593-z.

[16] LIAOJQ,HONGY,YANGBC.EquivalentConditionsofaHilbert-TypeMultipleIntegralInequalityHolding
[J/OL].JournalofFunctionSpaces,(2020-04-15)[2024-01-15].https://doi.org/10.1155/2020/3050952.

[17] HONGY,HUANGQL,YANGBC,etal.TheNecessaryandSufficientConditionsfortheExistenceofaKind
ofHilbert-TypeMultipleIntegralInequalitywiththeNon-homogeneousKernelandItsApplications[J/OL].
JournalofInequalitiesandApplications,(2017-12-28)[2024-02-15].https://doi.org/10.1186/s13660-017-1592-8.

[18] HONGY,HUANGQL,CHENQ.TheParameterConditionsfortheExistenceoftheHilbert-TypeMultiple
IntegralInequalityandItsBestConstantFactor [J/OL].AnnalsofFunctionalAnalysis,(2020-10-15)
[2024-03-10].https://doi.org/10.1007/s43034-020-00087-5.

[19] CHENQ,YANGBC.A ReverseHardy-Hilbert-TypeIntegralInequalityInvolvingOneDerivativeFunction
[J/OL].AnnalsofFunctionalAnalysis,(2020-12-11)[2024-02-20].https://doi.org/10.1186/s13660-020-
02528-0.

[20] WANGAZ,YANGBC,CHEN Q.EquivalentPropertiesofaReverseHalf-DiscreteHilbert’sInequality
[J/OL].AnnalsofFunctionalAnalysis,(2019-11-04)[2024-03-10].https://doi.org/10.1186/s13660-019-2236-y.

[21] HUANGZX,SHIYP,YANGBC.OnaReverseExtendedHardy-Hilbert’sInequality[J/OL].Annalsof
FunctionalAnalysis,(2020-03-12)[2024-03-15].https://doi.org/10.1186/s13660-020-02333-9.

[22] 洪勇.一类具有准齐次核的涉及多个函数的 Hilbert型积分不等式 [J].数学学报(中文版),2014,57(5):

833-840.(HONGY.AHilbert-TypeIntegralInequalitywithQuasi-homogeneousKernelandSeveralFunctions
[J].ActaMathematicaSinica(ChineseSeries),2014,57(5):833-840.)

[23] YANGBC.OnaExtensionofHilbert’sIntegralInequalitywithSomeParameters[J].TheAustralianJournalof
MathematicalAnalysisandApplications,2004,1(1):11-1-11-8.

[24] 匡继昌.常用 不 等 式 [M].5版.济 南:山 东 科 学 技 术 出 版 社,2021:744-765.(KUANGJC.Applied
Inequalities[M].5thed.Jinan:ShandongScienceandTechnologyPress,2021:744-765.)

[25] 程其襄,张 奠 宙,魏 国 强,等.实 变 函 数 与 泛 函 分 析 [M].北 京:高 等 教 育 出 版 社,1983:123-130.
(CHENGQX,ZHANGDZ,WEIGQ,etal.FunctionofRealVariableandFunctionalAnalysis[M].Beijing:

HigherEducationPress,1983:123-130.)

(责任编辑:赵立芹)

3331 第6期    赵 茜,等:指数权的加权Lebesgue空间中拟齐次核最优 Hilbert型积分不等式的参数条件及应用   


