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铁路纵断面线形参数变化量与垂向偏差模型研究
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(1.石家庄铁路职业技术学院 测绘工程系,河北 石家庄 050041;2.天津市测绘院有限公司,天津 300301)

  摘要:基于惯性导航的轨道检测设备可获取亚毫米级垂向偏差,为纵断面优化提供基础。但

传统方法依赖三维坐标拟合,外业需布设控制网,效率低;既有垂向偏差计算模型未建立变坡点参

数与垂向偏差量的解析关系,难以由相对测量值反演竖曲线要素。针对该问题,提出直接利用垂向

偏差的纵断面优化模型,采用偏微分推导了变坡点高程与里程对垂向偏差影响的定量关系,实现了

仅凭轨检仪垂向偏差数据解算竖曲线参数。仿真试验表明,模型计算垂向偏差与理论值吻合,误差

小于0.1mm,满足精度要求。该方法无需三维坐标,利用相对测量轨检小车完成优化,提高外业效

率,解决了垂向偏差直接反演竖曲线参数的难题,为线路状态评估与优化提供理论依据。
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近年来中国建成并运营的轨道工程数量不断增多,线路在长期运营后,极容易产生偏移,若按设计线形

做出的精调方案调整轨道可能会与实际情况产生较大的偏离,进而导致精调后轨道平顺性变得更糟糕,所以

对运营铁路进行线形优化是非常有必要的[1-3]。传统的线形优化方法是基于轨道几何状态测量仪测量钢轨

的三维坐标,进而利用各种拟合方法实现线形的优化[4-5]。这种方式存在测量效率低、受外界环境影响大、拟
合后线形同原设计线形差别大等缺点[6]。随着惯导技术的发展,基于惯导测量原理的轨道检测技术在获取

轨道内部几何状态的精度和速度已经超过了坐标测量方法,因此基于惯导测量获取的横垂向偏差实现线形

优化不管是在数据获取上还是在工作效率上将更加符合工务部门的要求。为实现基于垂向偏差优化纵断面

线形的目标,推导了纵断面变坡点里程与变坡点高程同垂向偏差间的数学模型,同时运用仿真数据验证了模

型的正确性,利用该模型可实现纵断面线路参数变化量与垂向偏差间的相互转换。

1 纵断面线形参数变化与垂向偏差间的数学模型

1.1 变坡点高程变化模型

中国铁路线路工程中,竖曲线主要采用抛物线形与圆弧形2种形式。抛物线形竖曲线以二次抛物线

为基本方程,将抛物线顶点的曲率半径作为竖曲线半径,通过计算竖曲线上任一点至相应切线的竖距,并
结合切线设计高程,推求该点设计高程;圆弧形竖曲线则以圆曲线方程为基本方程,利用圆曲线上任意点
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图1 变坡点高程变化前后线形示意图

与圆心的几何关系,直接计算该点设计高程[7-8]。根据《铁
路线路设计规范》规定[9],在新建的高速铁路中,主要采用

圆曲线作为竖曲线,所以以圆弧形竖曲线为基础进行模型

推导。变坡点高程变化时,会导致纵断面线形发生改变,
图1为变坡点高程变化对纵断面线形的影响示意图。

由图1可以看出,变坡点高程变化不仅会影响到高程

变化处竖曲线,同时还会影响到前后变坡点的竖曲线。由

于影响范围较大,因此需要对线路进行分段分析。
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图2 变坡点n处竖曲线对比图

1.1.1 变坡点处竖曲线高程变化模型

如图2所示,当变坡点n的高程发生变化时,其影响

首先体现于该点处的竖曲线。在坡长不变的条件下,高程

变化将引起坡度的相应增减,进而导致竖曲线位置与长度

发生改变,产生垂向偏差。为此,首先对变坡点n处竖曲

线圆心的里程与高程关于高程变化量求偏导,进而利用和

差函数推导竖曲线上任一点P 的高程变化量[10]。
该变坡点处坡度值对变坡点高程变化量的偏微分

通式

din-1=
dHBPn

LBPn -LBPn-1

(1)

din=
dHBPn

LBPn+1 -LBPn

(2)

dθn-1= din-1

1+(in-1)2
(3)

式中,LBPn-1
为变坡点n-1里程;LBPn

为变坡点n 里程;dHBPn
为变坡点n 高程变化量;din-1为变坡点

n-1到变坡点n坡度偏微分;din 为变坡点n 到变坡点n+1坡度偏微分;LBPn+1
为变坡点n+1里程;dθn-1

为变坡点n处前坡度角偏微分。
该变坡点处竖曲线坡度差对坡度值变化量的偏微分通式

dωn= din-1

1+(in-1)2
- din

1+(in)2
(4)

式中,dωn 为变坡点n 处转向角偏微分。
该变坡点处切线长T 对竖曲线坡度差变化量的偏微分通式

dTn= ±Rndωn

2cos2 |ωn|
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式中,dTn 为变坡点n 处切线长偏微分;Rn 为变坡点n 处竖曲线半径。
该变坡点处圆心里程LO 及高程HO 对切线长变化量、坡度角变化量的偏微分通式

dLO=Tnsinθndθn-cosθndTn±Rncosθndθn (6)

dHO=dHBPn-dTsinθ-Tcosθdθ∓Rsinθdθ (7)
式中,dLO 为变坡点n 处竖曲线圆心里程偏微分;dHO 为变坡点n 处竖曲线圆心高程偏微分。

该变坡点处竖曲线任意一点P 对圆心里程LO 及高程HO 变化量的偏微分通式

dHP=dHO± R2
n-[LP-(LO+dLO)]2 - R2

n-(LP-LO)2( ) (8)

式中,dHP 为竖曲线上P 点高程变化量。

BPn-1

din-1
YZ

YZ′

ZY

ZY′

BPn

BPn′

i′n-1

in-2

ωω′

θ

O(LO，HO)

O′(LO′，HO′)

R

R

BPn-2

in-1

图3 变坡点n-1处竖曲线对比图

1.1.2 前变坡点处竖曲线高程变化模型

变坡点n高程发生变化后,不仅会影响变坡点n处曲线,
还会对变坡点n-1处曲线产生影响。如图3所示。

同样对前变坡点处竖曲线上高程模型做关于变坡点高程

变化量的偏微分及和差函数,即可得到变坡点n-1处竖曲线

上P 点高程变化量。
前变坡点处竖曲线坡度差对坡度值变化量的偏微分通式

dωn-1= din-1

1+(in-1)2
(9)

前变坡点处切线长 T 对竖曲线坡度差变化量的偏微分
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通式

dTn-1= ±Rdωn-1

2cos2 |ωn-1|
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(10)

前变坡点处圆心里程LO 及高程HO 对切线长变化量的偏微分通式

dLO=-cosθn-2dTn-1 (11)

dHO=-sinθn-2dTn-2 (12)
前变坡点处竖曲线任意一点P 对圆心里程LO 及高程HO 变化量的偏微分通式

dHP=dHO± R2
n-1-[LP-(LO+dLO)]2 - R2

n-1-(LP-LO)2[ ] (13)

1.1.3 后变坡点处竖曲线高程变化模型
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图4 变坡点n+1处竖曲线对比图

变坡点高程变化后同样会导致变坡点n到变坡点n+1的坡

度发生变化,从而影响变坡点n+1处竖曲线,如图4所示。
对后变坡点处竖曲线任一点P 的高程模型做关于变坡点高

程变化量的偏微分,即可得到变坡点n+1处竖曲线上P 点高程

变化量。
后变坡点处坡度角对坡度变化量的偏微分通式

dθn= din

1+(in)2
(14)

后变坡点处竖曲线坡度差对坡度变化量的偏微分通式

dωn+1= din

1+(in)2
(15)

后变坡点处切线长T 对竖曲线坡度差变化量的偏微分通式

dTn+1= ±Rn+1dωn+1

2cos2 |ωn+1|
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后变坡点处圆心里程LO 及高程HO 对切线长变化量、坡度角变化量的偏微分通式

dLO=Tn+1sinθndθn-cosθndTn+1±Rn+1cosθndθn (17)

dHO=-sinθndTn+1-Tn+1cosθndθn±Rn+1sinθndθn (18)
后变坡点处竖曲线任意一点P 对圆心里程LO 及高程HO 变化量的偏微分通式

dHP=dHO± R2
n+1-[LP-(LO+dLO)]2 - R2

n+1-(LP-LO)2[ ] (19)

1.1.4 纵坡高程变化模型

变坡点n高程变化后,竖曲线前后纵坡也会产生高程偏差,对纵坡高程计算公式偏微分可以推导纵

坡上高程偏差。
假设纵坡上有一点P,里程为LP,则变坡点n前、后纵坡的高程为

H前P=HBPn -(LBPn -LP)in-1 (20)

H后P=HBPn +(LP-LBPn
)in (21)

式中,H前P为前纵坡上P 点高程;H后P为后纵坡上P 点高程;LP 为前(后)纵坡上P 点线路里程;in-1为变

坡点n-1到变坡点n坡度;in 为变坡点n 到变坡点n+1坡度。
对式(20)、式(21)进行偏微分,可得变坡点前、后纵坡上点高程偏微分模型

dH前P=dHBPn -(LBPn -LP)din-1 (22)

dH后P=dHBPn +(LP-LBPn
)din (23)

式中,dH前P为前纵坡上P 点高程偏微分;dH后P为后纵坡上P 点高程偏微分。

1.2 变坡点里程变化模型

变坡点里程变化可分为2种情况:第1种情况为仅某一变坡点里程发生变化,对后续线形变坡点里程
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不构成影响,如图5所示;第2种情况为当某一变坡点里程变化后,会影响到后续变坡点里程,此时后续变

坡点里程差不发生变化。如图6所示。
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图6 后续变坡点里程均变化线形对比图

1.2.1 单一变坡点里程变化模型

从图5中可以看出,变坡点里程变化也会影响到相邻曲线,且各曲线的变化方式同变坡点高程变化

形式一致,在此不再进行赘述。假设竖曲线上有一点P,里程为LP,做P 点高程关于变坡点里程变化量

的偏微分,然后利用和差函数推导P 点高程变化量,即可得到竖曲线上P 点高程变化量。
(1)变坡点里程变化时,不管是该变坡点处竖曲线还是前后变坡点处竖曲线,其高程变化模型可参见

变坡点高程变化时对竖曲线高程的变化模型,推导公式基本一致,仅需将坡度关于变坡点高程的偏微分

公式更换为坡度关于变坡点里程的偏微分公式。
(2)变坡点n里程变化后,对前后纵坡高程模型做变坡点里程变化量的偏微分,结果如下:
前纵坡高程对变坡点里程变化量模型

dH前P=(LBPn -LP)din-1-in-1dLBPn
(24)

后纵坡高程对变坡点里程变化量模型

dH后P=(LP-LBPn
)din-indLBPn

(25)

1.2.2 后续变坡点里程变化模型

如图6后续变坡点里程均变化的情况同样会影响相邻竖曲线,且对后续竖曲线均产生影响。当某一

变坡点里程变化后,后续线形所有变坡点里程均产生相同的位移量,因为变化情况相同,所以可采用同一

套模型进行计算,以相邻变坡点处竖曲线为例,进行分析。
(1)变坡点n处高程变化量模型。该模型与单一变坡点里程变化时变坡点n高程偏微分模型相同,

区别在于单一里程变化时后坡度会发生改变。
(2)前后变坡点及纵坡高程变化量模型。对于前变坡点及前后纵坡来讲,模型与单一变坡点里程变

化时完全一致。后变坡点处竖曲线高程变化量模型同单一变坡点里程变化略有不同,为

dHP=dHO±[R2-(LP-LO)2]-1
2(LP-LO)dLBPn

(26)
以上推导得到了变坡点高程、变坡点里程同竖曲线上任一里程点高程变化量的数学模型,接下来推
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图7 垂向偏差示意图

导垂向偏差模型公式。

1.3 垂向偏差同高程变化量关系模型

垂向偏差指设计纵断面线路外一点P'到设计纵断面线路的

最短距离。确定垂向偏差的关键是寻找同一里程处的设计高程

和实际高程,已推导出变坡点高程、变坡点里程同高程变化量的

通用模型,因此只需推导出垂向偏差同高程变化量间关系即可。
以图7为例,设里程点P'的线路里程为L'P,高程为 H'P,对

应里程点P设计里程为LP,高程为HP,P点切线方向与铅垂线方

向的夹角为β,则垂向偏差fh 同高程变化量dHP 的模型为[11-12]

fh=(H'P-HP)sinβ=dHpsinβ (27)
式中,fh 为垂向偏差;H'P 为纵断面线形外一点P'的高程值;HP 为P点的线路高程;β为纵断面中线上P点切

线与铅垂线的夹角,可表示为
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纵坡段

β=π2-|arctanin-1| (28)

竖曲线段

β=π2- arctan HP-HO

LP-LO
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è
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ö

ø
÷∓π2

(29)

式中,i为变坡点n 与前一变坡点n-1的坡度值;LP 为P 点的线路里程;LO、HO 分别为竖曲线圆心的线

路里程、高程。

2 仿真实验与分析

为了验证函数模型的正确性,利用仿真数据对模型进行试验。选取中国某城市地铁线路,截取台账

中部分数据用于实验。纵断面设计线形参数见表1。
表1 纵断面线形参数表

变坡点类型 里程L/m 高程 H/m 半径R/m 坡度i/‰
BP9 3065.066 -12.312 3000 26.986667
BP10 3295.066 -11.852 5000 2.000000
BP11 3695.066 -10.202 5000 4.125000
BP12 4545.066 3.943 5000 16.641176
BP13 4795.066 2.893 5000 -4.200000
BP14 5095.066 8.893 3000 20.000000

  计算垂向偏差过程中,由于不同位置所利用的数学模型不一致,所以要分段进行计算。按照主点里

程将线路分成不同的区间,首先判断线路上点P 处于哪个里程区间,然后利用对应区间的数学模型计算

P 点垂向偏差,最后将各区间上的里程点拼接起来即可得到整个线路的垂向偏差曲线。

2.1 变坡点高程变化数据仿真实验

假设BP11的高程变化+1m,选取里程间隔为1m,包含前后变坡点处曲线在内的K3+100~K4+
730m的里程数据作为变坡点高程试验数据。

采用算法软件计算变坡点高程变化+1m时实验段各里程的高程值,作为实测高程数据。利用所推

导的函数模型计算模拟垂向偏差,同时基于实测高程数据与纵断面设计线形参数获得理论垂向偏差,将2
组垂向偏差逐里程对比,得到图8。
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图8 变坡点高程变化垂向偏差对比及误差图

由图8可知,BP11高程提升1m后,垂向偏差最大值约为1000mm。其原因在于以变坡点高程作为

相邻坡段的高程基准,其偏移通过坡段线性延伸与竖曲线平滑过渡,在整个影响区间内形成系统性垂向

偏差。垂偏值在变坡点附近达到峰值,向两侧坡段递减,与“直线段+竖曲线段”的纵断面线形结构一致,
验证了模型对不同线形单元垂向偏差计算的适用性。全实验段理论垂偏与模型推导垂偏的误差控制在

0.1mm以内,该误差来源于数值计算残差,远低于轨道平顺性优化的精度阈值。误差控制效果显著的关

键原因有2点:①模型推导基于偏微分方法,精准建立了变坡点高程与垂向偏差的数学映射关系;②实验

采用分段计算策略,根据主点里程划分区间并匹配对应模型,避免了不同线形单元混合计算导致的误差

累积。这一结果直接证明,所建模型能够精准反映变坡点高程变化对垂向偏差的影响规律。
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2.2 变坡点里程变化数据仿真实验

假设BP13的里程变化+10m,同样选取里程间隔为1m,包含前后变坡点处曲线在内K4+400~K5+
312m的里程数据作为变坡点里程试验数据。

利用成熟的算法软件分别可以计算出实验段内变坡点里程变化+10m时的高程值,同样将此高程数

据作为实测高程值数据,然后利用推导的函数模型计算出模拟垂向偏差,再根据实测高程数据和纵断面

设计线形参数可以计算理论垂向偏差,对比2套垂向偏差数据并逐里程做差,可以得到图9、图10。
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图9 单一变坡点里程变化垂向偏差对比及误差图
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(a)垂向偏差对比图 (b)垂向偏差误差图

图10 后续变坡点里程均变化垂向偏差对比及误差图

实验设置两类变量场景:①单一变坡点BP13里程单向变化+10m;②BP13后续变坡点里程同步变

化+10m。通过对比分析不同里程偏移模式的垂向偏差影响及不同模式算法模型的适用性。
两类场景下的垂向偏差最大值分别为160mm(单一变坡点变化)和200mm(后续变坡点同步变化),

呈现显著差异:单一变坡点里程变化时,垂向偏差集中分布在BP13前后的坡段衔接区域。这是因为里程

偏移直接改变了该变坡点与相邻变坡点的坡长,导致原竖曲线的起始位置和曲率适配关系发生局部调

整,进而引发局部垂向偏差集中;后续变坡点同步里程变化时,垂向偏差范围扩大且峰值提升。核心原因

在于,多变坡点同步偏移使各坡段长度的调整保持协调,避免了单一偏移导致的局部应力集中,但整体线

形的平移和衔接关系重构,使得垂向偏差在更大范围内形成叠加效应,最终导致峰值更高。
两类场景下,理论垂向偏差与模型推导垂向偏差的误差均稳定在0.1mm以内,均来源于数值计算残

差,与实验1的精度水平一致。这一结果表明,所建模型不仅能精准反映变坡点高程变化的影响,还能有

效捕捉里程变化对垂向偏差的作用机制。其核心优势在于,模型推导过程中充分考虑了纵断面线形的

“坡长-竖曲线-变坡点”联动关系,无论里程变化是单一还是同步模式,都能通过分段计算策略适配不同区

间的线形特性,确保计算精度不受变量模式影响。

3 结论

通过对纵断面任一点高程模型进行研究,推导了纵断面变坡点高程及变坡点里程变化量同垂向偏差

的数学模型,最后利用数据仿真实验验证了模型正确性。根据研究,得出以下结论:
(1)采用偏微分的方法,对纵断面线路任一点高程模型处理,最终推导出垂向偏差同纵断面线形参数

变化量之间的数学模型。
(2)通过仿真实验进行验证,结果表明,模型推导的垂向偏差同成熟软件计算的垂向偏差误差仅来源

于数据计算,可控制在0.1mm内,能够满足轨道平顺性参数计算的精度要求,验证了模型的正确性。
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ResearchonLinearParameterVariationandVerticalDeviation
ModelofRailwayVerticalAlignment

ZHANGHuan1, CHENBorui2

(1.DepartmentofSurveyingandMappingEngineering,ShijiazhuangInstituteofRailwayTechnology,

Shijiazhuang050041,China;
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Abstract:Thetrackdetectionequipmentbasedoninertialnavigationcanobtainsub-millimeter
verticaldeviation,providingthebasisforverticalsectionoptimization.However,thetraditionalmethod
reliesonthree-dimensionalcoordinatefitting,andthefieldrequiresthedeploymentofacontrol
network,whichisinefficient.Theexistingverticaldeviationcalculationmodeldoesnotestablishthe
analyticalrelationshipbetweentheslopepointparametersandtheverticaldeviation,anditisdifficultto
inverttheverticalcurveelementsfromtherelativemeasurementvalues.Inordertosolvethisproblem,

thispaperproposedaverticalsectionoptimizationmodeldirectlyutilizingverticaldeviation,andused
partialdifferentialanalysistoderivethequantitativerelationshipbetweentheelevationofthevariable
slopepointandthemileageontheverticaldeviation.Theverticalcurveparametersweresolvedonlyby
theverticaldeviationdataofthetrackinspectioninstrument.Thesimulationresultsshowthatthe
verticaldeviationcalculatedbythemodelisconsistentwiththetheoreticalvalue,withanerrorofless
than0.1mm,meetingtheaccuracyrequirements.Thismethoddoesnotrequirethree-dimensional
coordinates,andutilizestherelativemeasurementtrackinspectiontrolleytocompletetheoptimization,

improvethefieldefficiency,andsolvetheproblemofdirectinversionofverticalcurveparametersby
verticaldeviation.Itprovidesatheoreticalbasisforlinestateevaluationandoptimization.

Keywords:railway;alignmentoptimization;verticalsectionlinearparametervariation;vertical
deviation;mathematicalmodel


