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摘 要：针对多链 MCMC算法主要依靠设置较多迭代步以生成足量后验样本的问题，提出

了算法收敛及所需后验样本数量的自动判定方法 . 在 MCMC 算法迭代初期引入最优竞争策

略，通过定向差分代替原有随机差分，从而使多链样本快速向目标方向移动以提升计算效率；

将当前迭代步多链带宽与预设精度指标相比较，自动判定由定向差分向随机差分的转换时

机；基于抽样分布定理，采用一段区间内的样本构造 t分布判定指标，对多链 MCMC 算法是否

收敛进行自动判断，并在样本量满足统计要求后自动终止算法，以大幅减少算法平稳期的计

算工作量 . 数值算例及实桥修正结果表明：在相同的计算精度下，所提判定方法可使多链

MCMC 算法燃烧期计算效率提高 30%，考虑预设步长的情况下整个迭代过程可提速约 50%， 
为基于贝叶斯的有限元模型修正在大型土木工程中的应用提供了方法支撑 .
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Abstract：An automatic determination method for the convergence and required posterior samples is proposed 
to address the problem that the multi-chain MCMC algorithm mainly relies on setting a large number of iteration 
steps to generate a sufficient number of posterior samples. The optimal competition strategy was introduced at the 
beginning of the MCMC algorithm iteration， replacing the random difference by the directional difference， so that 
the samples could be moved to the target direction quickly to accelerate the computational efficiency. Based on the 
sampling distribution theorem， a t-distribution determination index was constructed using samples within a period of 
time to automatically determine whether the multi-chain MCMC converged and automatically terminated the 
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algorithm after the sample size meets the statistical requirements， so as to reduce the computational workload of the 
smooth period. The numerical examples and the results of the real bridge correction show that the proposed 
determination method can improve the computational efficiency of the multi-chain MCMC algorithm by 30% with the 
same calculation accuracy， and the entire iteration process can be accelerated by about 50% considering the preset 
step size， which provides a method to support the application of Bayesian-based finite element model correction in 
large civil engineering.
  Key words：building structure； finite element model modification； Bayesian estimation； Markov chains；          
discriminant index

有限元分析已成为土木、机械及航空航天等领

域进行数值模拟的主流手段［1］. 大量实践表明，依靠

设计或竣工图纸建立的初始有限元模型与实际工程

结构并不完全相符，这主要是因为有限元模型建立

过程中存在连接及约束简化、材料参数偏差、施工误

差等因素，而模型修正是消除有限元模型与实际工

程结构不一致的有效途径［2］. 基于贝叶斯的有限元

模型修正将修正参数视为随机变量，结合实际经验

推导并计算其后验概率分布，成功解决了有限元模

型中的不确定性问题，近年来逐渐成为有限元模型

修正的重要分支［3-4］.
在土木工程中，为解决贝叶斯方法无法直接建

立似然函数显式表达式的问题，学界引入马尔可夫

链蒙特卡罗（Markov chain Monte Carlo，MCMC）算法，

通过成千上万次抽样逐步迭代以逼近修正参数的真

实分布［5-6］，并将从初始样本至样本总体平稳的波动

阶段称为燃烧期，将样本在固定范围内游走的阶段

称为平稳期 . Gong等［7］通过数学推导证明当有效样

本量足够大时，马尔可夫链必然达到收敛状态 . 因
此，长期以来 MCMC 算法主要根据经验人为预先设

定迭代次数进行大量寻优计算，随后采用人工方式

对样本是否收敛以及燃烧期、平稳期的界限进行判

定，存在计算时间长、客观性不足等缺点［8］. 为解决

这些问题，Geyer［9］提出了平均收敛图法，通过计算每

个样本与之前样本的平均距离，根据平均值图像是

否稳定来判定收敛；Yu 等［10］构建了消费路径图法，

通过计算单个样本与后验样本均值的累计误差，根

据计算值与 0刻度的接近程度以及计算曲线平滑度

来判定收敛；Geweke［11］将样本划分为数量相等的两

部分，将其均值是否相等作为 MCMC 算法收敛的判

定准则 .

近年来，为解决大型工程结构高维修正参数问

题，多链MCMC算法已逐渐成为主流手段［12］. 该算法

初始抽取多个样本，各样本同步迭代形成多条马氏

链，通过广泛搜索解空间解决高维修正参数的收敛

问题 . 然而多链运算导致计算量大幅攀升，特别是针

对大型有限元模型，往往需数日才能完成修正计算；

同时，早期提出的单链收敛判别方法已不再适用 . 针
对这一问题，Jones等［13］根据样本平均值的置信区间

宽度与指定阈值的比值大小进行收敛判定，通过自

动终止迭代进程计算减少计算量；Gelman等［14］提出

了方差比法，通过计算各链样本的方差平均值与平

均值方差，根据加权组合得到后验分布方差的无偏

估计进行收敛判定 .
上述方法仅能判定 MCMC 算法是否收敛，且计

算复杂导致算法效率不高；同时，未对燃烧期、平稳

期做出严谨划分，依靠人工手段无法消除参数统计

的主观性 . 鉴于此，本文提出一种多链MCMC算法收

敛的判定方法 . 通过构造 t分布模型实现多链收敛自

动判定，并在收敛后基于样本信息自动计算迭代次

数以获取适量后验样本，避免因预设步数过大导致

的计算资源浪费 . 同时，根据定向差分具有快速收敛

优势，在燃烧期采用定向差分替代随机差分以提升

计算效率，而在平稳期保留原随机差分以保证

MCMC算法的总体收敛性 .

1   MCMC有限元模型修正基本原理

在土木工程中，常将有限元模型中单元的弹性

模量、质量密度以及支座刚度等参数视为修正参数

θ，并将所有修正参数组集为向量 θ=［θ1，θ2，…，θn］T， 
n为修正参数的个数 . 当没有测试信息时，修正参数
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的概率分布记为π（θ），称为先验分布 .
在测得结构响应信息或识别得到结构动力特性

后，为便于计算，通常假定有限元模型的计算值 y（θ）

与结构实测值 yt之间的误差服从均值为 0、协方差为

Σ的高斯分布G（0， Σ）［15］：

p (y|θ ) = 1
(2πΣ ) 1/2

exp{ - [ y t - y (θ ) ]T [ y t - y (θ ) ]
2Σ } （1）

式中：p (y|θ ) 表示 θ给定下的条件分布，又称似然

函数 .
根据贝叶斯原理，通过似然函数对先验概率分

布进行更新，可得修正参数的后验分布 p（θ|y）［16］：

p (θ|y ) = p (y|θ )π (θ )∫ θ p (y|θ )π (θ )dθ ∝ p (y|θ )π (θ ) （2）

由式（2）可知，后验分布可直接通过积分进行求

解，但由于土木工程结构尺寸大、构造复杂且修正参

数维度高，往往无法直接建立式（1）中修正参数与有

限元模型计算值 y（θ）之间的显式表达式，故常采用

多链 MCMC 算法进行计算 . 同时，因式（1）中协方差

Σ往往未知，故在MCMC算法中定义目标函数F为：

F (θ ) = [ y t - y (θ ) ]T [ y t - y (θ ) ] （3）
则MCMC算法的主要步骤可表述为：

1） 根据修正参数先验概率分布π（θ）生成m组

初始样本 x i0（i=1， 2 ，…， m），其中m为马尔可夫链的

链数，下标0表示初始样本 .
2） 将初始样本 x i0 代入有限元模型进行计算，得

到m组有限元模型计算值 y i0(x i0 ).
3） 对第 i条链样本进行交叉更新，得到迭代后

的候选样本 xip：

xip = x i0 + γ (xR10 - xR20 ) + e （4）
式中：i表示第 i条链的候选样本；R1、R2均为随机整

数，分别表示第R1、R2条链，1≤R1， R2≤m且R1≠R2≠i；γ
为比例因子，常取 γ = 2.38/ 2n；e为随机游走项，

e∈G（0， c），c一般取10-6.
4） 将候选样本 xip 代入有限元模型进行计算，得

到m组有限元模型计算值 y ip(xip ).
5） 判断是否接受候选样本，即计算接受概率 r i：

r i = F (y ip ) /F (y i0 ) （5）
当 r i>1时，令 x i1=xip，否则 x i1=x i0，其中下标 1表示

第1步迭代 .
6） 对所有的m条马尔可夫链重复以上步骤 2）~

5），完成本步内各链样本更新，得到 1次更新后的后

验样本 x i1（i=1，2，…，m）.
7） 将后验样本 x1视为先验样本，重复步骤 3）~

6），直到达到设定的总迭代步数N. 将所得计算结果

按 迭 代 步 数 排 列 ，则 可 得 到 马 尔 可 夫 链 ：

x1 → x2 → ⋯ → x t → x t + 1 → ⋯ → xN.
8） 检验所得马尔可夫链的稳定性，若判定其从

第 tb步开始平稳，则选取该步及以后的所有平稳样

本进行后验分布的统计推断 .
从 MCMC 计算的步骤可知，先验分布及初始样

本往往是人为或随机选取的，与后验分布往往有较

大差距，导致样本在迭代初期会出现大幅波动现象，

即样本不平稳，称该阶段为燃烧期 .若将燃烧期内产

生的样本纳入计算势必造成较大误差，故业界通常

将该阶段内样本抛弃，仅选取处于平稳期的样本进

行统计 . 但目前燃烧期与平稳期的判定通常凭借人

工经验，导致所得后验分布客观性不强 . 更重要的

是，样本何时达到平稳期无法事先设定，故为保证平

稳期的样本数量满足统计推断要求，业界往往增加

马尔可夫链计算步数N，导致计算量大幅攀升 .

2   多链MCMC快速收敛判定算法

针对多链MCMC算法难以自动判定燃烧期和平

稳期的问题，根据抽样分布定理，提出样本收敛判定

方法及平稳期计算步数的自动确定方法；为提升燃

烧期马尔可夫链计算效率，在燃烧期的初始计算期

间采用定向差分算法代替随机差分算法，从而形成

基于多链MCMC的快速有限元模型修正新方法 .
2.1   马尔可夫链收敛自动判定算法

大量研究结果表明，土木工程中单元弹性模量、

质量密度、支座刚度等修正参数的后验分布满足正

态分布，即所有马尔可夫链上第 k维（即第 k个修正

参数，k=1， 2， …， n）收敛后的样本分布服从均值为

μk、方差为 σk的高斯分布 G ( μk，σ2
k ). 根据统计假设

检验原理［17］，此时可采用区间分析对样本是否满足

高斯分布进行判定 . 对于第 i条链上的第 k维参数，

当马尔可夫链计算到第 t步时，截取链上第 t-tL步到

第 t步共 tL（偶数）个样本为分析区间，并将 t-tL步到 t-
tL/2步内样本记为子区间 I 1i

k ，将 t-tL/2+1步到 t步的样
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本记为子区间 I 2i
k ，计算两子区间之差：

I ik = I 1i
k - I 2i

k （6）
计算所有马尔可夫链第 k维参数的子区间之差，

并将结果随机组成集合 Ik. 此时 Ik 中共有 L=tLm/2个

样本，其方差估计值为：

S2
k = 1

L - 1 ∑
j = 1

L ( Ik，j )2 （7）
由抽样分布定理可知 Ik /σk~G (0，1)，当用样本方

差 S2
k代替总体方差σ2

k时，其中 L个随机变量的平方

和构成的随机变量服从自由度为L-1的卡方分布：

Qk = (L - 1)S2
k

σ2
k

∼ χ 2 (L - 1) （8）
通过标准高斯分布 Ik /σk和卡方分布Qk可以构

造自由度为L-1的 t分布，即

Zk = Ik /σk

Qk / ( )L - 1 = Ik
Sk

~T (L - 1) （9）
当马尔可夫链收敛时，Zk序列将会围绕 0 值波

动，即Zk值满足［18］：

Ζk ∈ (-uα/2，+uα/2 ) （10）
式中：α为显著性水平，假设检验中通常取 5%；u表
示检验临界值，当 t分布自由度大于 120 时，u0.05 =
1.96. 此时Zk中的样本数量 L也应大于 120，即分析区

间宽度 tL的取值为：

tL ≥ é ù240/m （11）
式中：é ù· 表示向上取整的偶数 .如判定未收敛，则令   
 t=t+tL，进入下一次判定流程 .
2.2   平稳期计算步数自动确定算法

马尔可夫链稳定后仍需迭代计算，以满足从样

本中统计推断得出修正参数后验分布的要求 . 根据

统计学原理，对于方差为σ2的高斯分布样本，当样本

数量达到Nc时，即可保证均值误差在 95%置信水平

下小于1%：

Nc = (100u0.05 × σ ) 2 （12）
考虑到多链 MCMC 算法有m条链，同一修正参

数在收敛后分布特性相同，故各链样本均可纳入统

计计算，则第 k个修正参数判定收敛后，平稳期需迭

代计算的步数 tck为：

tck = int (Nc /m) （13）
式中：int（•）表示向上取整 .

因有 n个修正参数，故 MCMC 算法稳定后需要

迭代的次数 tc应取马尔可夫链各维所需迭代的最大

值，即 tc = max ( tck ).

2.3   燃烧期高效寻优迭代算法

燃烧期迭代计算的样本不会用于修正参数的统

计推断，故减少燃烧期内迭代步数可有效提高计算

效率且不影响 MCMC 算法的计算精度，特别当修正

参数维数较高时，可有效解决过长燃烧期导致的计

算效率低下问题 . 鉴于此，在迭代初期引入最优竞争

策略，采用定向差分代替式（4）中的随机差分，以确

保每次更新均向较优位置迭代：

x ipt + 1 = x it + γ* (xBEST
t - x it ) + e* （14）

式中：γ*为随机比例因子，当迭代步数为偶数时从均

匀分布U（0，1）中随机抽取，为奇数时与式（4）中γ取
值相同；xBEST

t 表示第 t步迭代产生样本中的最优样

本，为式（3）计算最小值所对应的样本；e*为自适应游

走项，e*∈G（0， c*），c* = 10-6t/tN.
采用定向差分进行迭代，各链将更快向目标空

间搜索，从而大幅提高计算效率 . 但该策略将打破细

致平衡条件，所形成的马尔可夫链不具备收敛性［19］. 
因此，当样本波动幅度较小时，将定向差分重新转变

为原有随机差分 . 针对第 k个修正参数，设当前步采

用定向差分迭代共产生m个样本，选取其中最大值、

最小值并计算平均值，分别记为 xmax
k 、xmin

k 、xmean
k ，则第 k

个修正参数的带宽Rk归一化后可表示为：

Rk = xmax
k - xmin

k

xmean
k

≤ ε （15）
式中：ε表示预设精度指标 . 该指标的选取将在第 3
节进行讨论 .

因有 n个修正参数，故马尔可夫链当前总带宽

应取各维参数带宽的最大值，即R = max (Rk ).
本文所提算法与传统算法的流程对比如图1所示 .

（a）传统算法

（b）本文算法

图1   算法流程对比

Fig.1   Comparison of algorithm flow
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3   数值模拟算例

3.1   搜索性能检验

为了检验算法改进后的全局搜索性能，采用    
式（16）、式（17）表示的常用基准测试函数进行检验 . 
其中 Rosenbrock 函数（f1）最优解隐藏在狭长的通道

中不易获得，Ackley函数（f2）通过大量局部极值检验

算法跳出局部最优解的能力，函数图像见图2.
f1 = ∑

1

d - 1[100 ( xi + 1 - x2
i )2 + ( xi - 1) 2 （16）

f2 = -20e( )-0.2 1
d∑
i = 1

d

x2
i + 20 - e( )1

d∑
i = 1

d cos (2πxi ) + e （17）

采用 DEMC 算法［20］与改进算法分别对测试函 
数进行 20 次优化计算 . 计算时设定目标函数为        
min（f），其最优值为 0，链数取为 60. 每次优化均选择

距离函数最优解空间距离最远的坐标点作为初始样

本，f1对应取（-10，-10），f2对应取（-30，-30），两种算

法的平均迭代过程如图3所示 .
由图 3可知，DEMC算法寻优速率在计算初期便

急剧降低，很快便陷入局部最优解；而改进算法的计

算精度相较于前者有明显提升，证明该算法能够有

效跳出局部最优解并收敛到真实值 .

3.2   简支梁模型参数

建立长、宽、高分别为 10、0.4、0.6 m 的 C40 混凝

土简支梁有限元模型，并沿梁长方向等长度划分为

10个单元 . 混凝土材料密度为 2 500 kg/m3. 假设各单

元的弹性模量真实值E0，i相互独立，且服从正态分布

Gi（E0，i， 0.12），其中E0，i见表1，E0=3.25×104 MPa.

根据各单元弹性模量的分布进行抽样，将计算

得到的前 6阶频率及前 3阶振型作为“实测值”，各阶

频率见表 2，振型见图 4. 取各单元弹性模量Ei与E0，i
之比作为修正参数，即 θi=Ei/E0，i.

3.3   算法效果对比

马尔可夫链数取为 8，根据式（11）得区间宽度     
tL=30，取精度指标 ε=0.05. 因多链MCMC算法具有一

定随机性，故采用 DEMC 算法、DREAM［21］算法及本

文算法分别进行 10次修正运算 . 假设先验分布服从

均值分布U［0， 3］，即每次修正的初始样本均取 0~3
之间的随机数 . 本文算法某次修正过程中的带宽及

检验值变化情况如图5所示 .

表2   前6阶频率分布情况

Tab.2   The first 6 order frequency distribution

频率阶数

频率均值/Hz
1

11.14
2

44.56
3

100.24
4

178.39
5

280.18
6

404.52

（a）Rosenbrock函数

（b）Ackley函数

图2   基准函数图像

Fig.2   Graphics of reference function

图3   测试函数平均迭代过程

Fig.3   Average iteration process of test function

表1   弹性模量预设值

Tab.1   Preset value of elastic modulus

单元编号

弹性模量

1、2
1.1E0

3、4
1.2E0

5、6
1.3E0

7、8
1.4E0

9、10
1.5E0
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从图 5 可以看出，经过 374 次迭代，总带宽 R满

足精度要求，算法由定向差分转换为随机差分；随后

经过 22次收敛判定，即再迭代 22×30=660次，Zk收缩

到检验临界范围内，马尔可夫链判定收敛 . 三种算法

的平均迭代步数及修正效果对比结果见表3.
由于各参数的迭代收敛规律一致，为节约篇幅，

以第 5 个参数为例，其收敛路径及参数分布对比如

图6所示 .
结合表 3、图 6 可以看出： DEMC 算法在多维修

正参数情况下易采样失败导致算法不收敛；DREAM

算法虽然能够保证收敛，但迭代收敛成本较高；本文

所提算法相较于DEMC算法、DREAM算法能够快速

将多链迭代至真实解，并自动判定收敛，算法可减少

燃烧期迭代步数 30% 以上，考虑预设步长的情况下

整个迭代过程可提速约50%.
3.4   精度指标ε取值分析

由于有限元模型计算值与结构实测值之间的误

差服从均值为 0 的高斯分布，故各修正参数所满足

的分布与结构形式本身并无直接关联，因此本文选

择对典型结构开展大量模拟计算，得到 ε的建议

取值 .
分别取不同的 ε值各进行 10 次独立修正，所需

燃烧期迭代次数平均值如表 4所示 . 定向差分、随机

差分及燃烧期总步数的平均值如图7所示 .

（a）Rk变化过程

（b）Zk变化过程

图5   算法判定流程

Fig.5   Decision flow of proposed algorithm

表3   修正效果对比

Tab.3   Comparison of correction effect

算法

DEMC算法

DREAM算法

本文算法

燃烧期步数

未收敛

1 509
910

平稳期步数

未收敛

1 491
132

总步数

3 000（预设）

3 000（预设）

1 042+120

误差

―

0.30%
0.31%

（a）DREAM算法

（b）本文算法

图6   收敛路径及参数分布

Fig.6   Convergence path and parameter distribution

图4   简支梁结构振型

Fig.4   Mode of simple-supported beam
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结合表 4、图 7 可知，预设精度指标 ε取值过大

时，由于指标宽松易满足判定条件，定向差分所需迭

代步数较少，但此时各链之间距离较远，无法有效临

近后验分布，故随机差分所需迭代步数大幅增加；ε

取值过小时，定向差分所需迭代步数增加，且因该阶

段马尔可夫链不满足细致平衡条件，各链可能被限

制在距真实解一定范围的狭小空间内，导致链间差

分值过小，需要一定步数扩展搜索范围，故随机差分

所需步数也会增加 . 从有效提升计算效率角度出发，

要求定向差分、随机差分总迭代步数较少，经过大量

模拟计算，本文建议预设精度指标ε为0.05.

4   实桥算例

4.1   桥梁测试信息及初始有限元模型

以重庆市高家花园大桥为例，该桥为预应力混

凝土连续刚构桥，主跨径组合为 140 m+240 m+    
140 m，主梁形式为三向预应力钢筋混凝土单室箱型

梁 . 测试主要依靠随机车辆荷载施加激励，利用高灵

敏度加速度传感器（941-B型低频传感器）及采集仪

记录加速度响应数据 . 由于设备限制，测试只对桥梁

竖向平动加速度信号进行采集，传感器布置如图 8
所示 .

通过频域分解法获取大桥的模态信息［22］，经过

稳定测试后得到结构的竖向前 6阶频率及前 3阶振

型，频率实测值如表5所示，振型如图9所示 .

采用商业有限元软件建立桥梁模型，其中，主

梁、桥墩均采用梁单元进行模拟，桥墩底部根据现场

实际情况设置为固结，桥梁主梁两端支座均设定为

滑动铰支座 . 根据设计图纸，初始模型材料参数特性

取值见表 6，由于整体配筋率较小，初始有限元模型

建立时不考虑钢筋作用 .

4.2   模型修正

有限元模型沿桥长方向每2 m划分为一个单元，

共 260个单元 . 由于实桥体积庞大，若针对每个单元

均设置修正参数，则修正参数过多，易出现不适定问

题 . 针对这一问题，将若干单元组集形成超单元，采

用同一个修正参数进行表达，全桥各单元的组集方

式如图 10所示，共组集为 10个超单元，选取各超单

元的弹性模量及质量密度为修正参数，共 20个修正

参数 .

表6   材料参数

Tab.6   Parameter of material

构件名

桥墩

主梁

材料

C40
C50

弹性模量/Pa
3.25×1010

3.45×1010

泊松比

0.2
0.2

密度/（kg·m-3）
2 450
2 450

表5   频率实测值

Tab.5   Values of measured frequency

频率阶数

频率测试均值/Hz
1

0.684
2

1.135
3

1.416
4

1.892
5

3.43
6

3.821

表4   不同ε值迭代步数

Tab.4   Iteration number with different values of ε

ε

定向差分

随机差分

0.2
161

1 772

0.1
280
864

0.05
389
531

0.025
423
612

0.01
612
946

0.005
783

1 039
图8   传感器立面布置（单位：mm）

Fig.8   Elevation arrangement of sensors（unit：mm）

图7   不同ε取值下迭代步数

Fig.7   Iteration number with different values of ε

图9   测试桥梁结构振型

Fig.9   Mode of test bridge
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采用本文所提方法对模型参数进行修正，取链

数m=10，根据自由度取值要求，区间宽度 tL=24，初始

样本取 0~3 之间的随机数值 . 某次迭代过程中某参

数收敛路径如图11所示 .

由图 11可知，该参数在 923步时已满足 5%预设

精度指标，达到转换为随机差分的要求；通过 t分布

收敛诊断方法对随后区间进行收敛诊断，在 1 643步

时，马尔可夫链中所有参数均已收敛 . 将估计参数代

入模型计算获得修正后的频率响应及模态置信因子

（MAC），结果如表7所示 .

由表 7 可知，修正后频率的最大误差为 3.01%，

振型MAC最小值为 0.968，各阶频率和振型与实测吻

合度均有大幅提升，验证了所提方法在大型工程有

限元模型修正中的有效性 .

5   结  论

针对传统多链MCMC算法依靠人工判定或大量

计算来生成足量后验参数样本、主观误差大、无法自

动终止的问题，通过构造 t分布指标判定多链收敛

性，并在迭代初期通过定向差分代替原随机差分使

样本快速向目标方向迭代，结论如下：

1）通过构造 t分布指标，采用最新样本区间进行

多链收敛判定，剔除迭代过程中陈旧和不稳定的样

本，成功突破了传统算法一步一判定的局限性，提高

了诊断效率；

2）迭代初期采用定向差分代替随机差分能够使

样本快速向目标方向迭代，在 5%精度指标下燃烧期

能够缩短30%；

3）多链收敛判定后根据置信水平及精度要求进

行固定次数迭代，能够有效避免预设迭代次数不合

理导致的计算资源浪费，从而提高计算效率 .
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