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扭Yangian代数Y(o2)的Verma模

葛万里,谭易兰,徐森荣
(江苏大学 数学科学学院,江苏 镇江212013)

摘要:考虑扭Yangian代数Y(o2)的Verma模M(μ(u))可约的充分必要条件.如果M(μ(u))
的权由某个有理函数决定,则通过构造法可得到M(μ(u))的一个真子模,进而证明M(μ(u))
可约;若 M(μ(u))可约,则可得到一个关于u的有理函数,从而给出了 M(μ(u))可约的必要

条件为该有理函数是在u=∞处的Laurent展开.
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Abstract:WeconsiderednecessaryandsufficientconditionsfortheVermamodulesM(μ(u))of
twistedYangianY(o2)tobereducible.IftheweightofM(μ(u))wasdeterminedbyacertainrational
function,wecouldobtainapropersubmoduleofM(μ(u))throughconstructionmethod,thusproving
thatM(μ(u))wasreducible.IfM(μ(u))wasreducible,wecouldobtainarationalfunctionassociated
withu,thuswegaveanecessaryconditionforM(μ(u))tobereduciblewasthattherationalfunction
wasaLaurentexpansionatu=∞.
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0 引 言

设gN 是复数域上的正交李代数oN 或辛李代数spN(N∈ℕ且N≥2).目前在有界可积系统的研究

中,Yangian代数Y(glN)的余理想子代数Y(gN)受到广泛关注[1-4].文献[5-8]研究了该代数的有限维

不可约模,文献[9-11]讨论了它的无限维非最高权且非最低权的权模.
Y(gN)的有限维不可约模由一系列Drinfeld多项式唯一决定.Y(gN)存在有限维不可约模的必要

条件是其所对应的Verma模可约.文献[12]给出了Y(sp2)的Verma模 M(μ(u))可约的充分必要条

件,即M(μ(u))可约当且仅当

2μ(u)
μ(u)+μ(-u)=

P(u)
Q(u2)

, (1)

其中P(u)和Q(u)是首1多项式,且deg(P(u))=2deg(Q(u)).



本文考虑Y(o2)的Verma模,并证明了如下结果.
定理1 设μ(u)=1+μ

(1)u-1+μ
(2)u-2+…是一个关于u-1的形式幂级数,则Y(o2)的Verma模

M(μ(u))可约的充分必要条件为 4uμ(u)
(2u+1)μ(u)+(2u-1)μ(-u)

是一个关于u的有理函数在u=∞处的

Laurent展开,即

4uμ(u)
(2u+1)μ(u)+(2u-1)μ(-u)=

P(u)
Q(u)

, (2)

其中P(u)和Q(u)是同次的首1多项式.

推论1 Y(o2)的Verma模M(μ(u))可约当且仅当μ(-u)
μ(u)

=S(u)
T(u)

,其中S(u)和T(u)是同次的

首1多项式.

1 预备知识

扭Yang代数Y(o2)是由一族生成元{e(2i+2),h(i),f(2i+2)i∈ℕ}生成的结合代数,其满足如下生成

关系:
[e(i),e(j)]=0,  [f(i),f(j)]=0, (3)

[h(i),h(j)]=-∑
j

a=1

(h(i+a-1)h(j-a)-h(j-a)h(i+a-1))+

∑
j

b=1

(-1)b(f(i+b-1)e(j-b)-f(j-b)e(i+b-1))-

∑
[j/2]

c=1

(fi+2c-2)e(j-2c)-f(j-2c)e(i+2c-2)),

[e(i),f(j)]=-∑
j-1

a=1

(h(i+j-1-a)h(a)
1 -h(a)h(i+j-1-a)

1 )+

∑
j-1

b=1

(-1)b(h(i+j-1-b)
1 h(b)

1 -h(b)h(i+j-1-b))-

∑
[j/2]

c=1

(h(i+j-2c)h(2c-2)
1 -h(2c-2)h(i+j-2c)

1 )-4h(i+j-1), (4)

[h(i),f(j)]=-∑
j

a=1

(h(i+j-a)f(a-1)-h(a-1)f(i+j-a))+

∑
j

b=1

(-1)b(f(i+j-b)h(b-1)
1 -f(b-1)h(i+j-b))-

∑
[j/2]

c=1

(f(i+j-2c)h(2c-2)
1 -f(2c-2)h(i+j-2c)

1 ), (5)

[e(i),h(j)]=-∑
j

a=1

(h(i+a-1)e(j-a)-h(j-a)e(i+a-1))+

∑
j

b=1

(-1)b(h(i+b-1)
1 e(j-b)-h(j-b)e(i+b-1))-

∑
[j/2]

c=1

(h(i+2c-2)e(j-2c)-h(j-2c)e(i+2c-2)),

其中h(0)=h(0)
1 =1,e(0)=f(0)=0,且对任意的r∈ℕ,均有e(2r+1)=f(2r+1)=0,h(2r+1)

1 =-h(2r+1),

h(2r+2)
1 =h(2r+2)+h(2r+1).

命题1[5] 设

x(u)∈ {e(u)=e(1)u+e(2)u2+…,h(u)=1+h(1)u+h(2)u2+…,f(u)=f(1)u+f(2)u2+…},
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形式幂级数g(u)=1+g(2)u-2+g(4)u-4+…,则映射

νg:x(u) g(u)x(u) (6)
定义了Y(o2)的一个自同构.

设μ(u)=1+μ
(1)u-1+μ

(2)u-2+…是一个关于u-1的形式幂级数.Y(o2)的Verma模为Y(o2)商去

所有e(i)和h(i)-μ
(i)生成的左理想,Y(o2)的 Verma模 M(μ(u))是最高权模,其中最高权为μ(u),

最高权向量是Y(o2)中的元素1在商中的像,记为1μ(u).形如

f(r1)…f(rk)1μ(u) (7)
的有序向量构成了M(μ(u))的一组基,这里k≥0.

2 定理1必要性的证明

引理1[13] 设复系数形式幂级数μ(u)=1+μ
(1)u-1+μ

(2)u-2+….如果存在一个正整数N 和一组

不全为零的复数c0,c1,…,cm,使形式幂级数μ(u)的系数u(r),对任意的r≥N,均满足

c0μ
(r)+c1μ

(r+1)+…+cmμ
(r+m)=0, (8)

则μ(u)是一个形如P(u)
Q(u)

的有理函数在u=∞处的Laurent展开,其中P(u)和Q(u)是同次的首1

多项式.
命题2 如果Y(o2)的Verma模 M(μ(u))可约,则式(2)成立,其中P(u)和Q(u)是同次的首1

多项式.
证明:设

g(u)= 4u
(2u+1)μ(u)+(2u-1)μ(-u)

,

且ν(u)=g(u)μ(u).易见g(u)=g(-u),且常数项为1.根据自同构(6)可知,M(μ(u))和
M(ν(u))=M(g(u)μ(u))具有相同的可约性.即研究 M(μ(u))的可约性等价于研究 M(ν(u))的
可约性.

设K 是M(ν(u))的非平凡子模.下面分5步证明.
1)K 继承M(ν(u))的权空间分解.
如果将M(ν(u))视为一个o2-模,其中o2=spanℂ {h

(1)},则可得它的一个权空间分解

M(ν(u))=췍νM(ν(u))ν,
其中M(ν(u))ν={η∈M(ν(u))h(1)η=νη}.事实上,它的权ν形如ν(1)+2k,其中k是一个非负整数.
根据[h(1),f(r)]=2f(r)可知,单项式(7)对某个确定的k构成了M(ν(u))ν 的一组基,其中ν=ν(1)+2k.
如果K 是M(ν(u))的一个非平凡子模,则可得K 的权空间分解

K=췍νKν,  Kν=K ∩M(ν(u))ν, (9)
这是因为

K=K ∩M(ν(u))=K ∩ (췍νM(ν(u))ν)=췍ν(K ∩M(ν(u))ν).
  对于权ν=ν(1)+2k,可以选定最小整数k使得Kν≠{0}.显然k≥1,否则1ν(u)∈K.因为Kν≠{0},
所以存在非零向量

ζ=∑
r
crf(r1)…f(rk)1ν(u)∈Kν,  cr∈ ℂ, (10)

其中k元数组r=(r1,…,rk),1≤r1≤…≤rk,并满足 max
r
{r1+…+rk}存在.

2)e(t)ζ=0.
对任意的非零向量ξ∈Kν,均有e(t)ξ=0.否则,有

h(1)e(t)ξ=[h(1),e(t)]ξ+e(t)h(1)ξ=(ν-2)e(t)ξ,
表明非零向量e(t)ξ∈Kν-2={0},从而有e(t)ζ=0.

3)e(t)ζ=∑
r
drf(r1)…f(rk-1)1ν(u).
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注意到

e(t)f(r1)…f(rk)1ν(u)=∑
k

i=1
f(r1)…f(ri-1)[e(t),f(ri)]f(ri+1)…f(rk)1ν(u). (11)

根据式(4)以及定义关系h(2r-1)
1 =-h(2r-1)和h(2r)

1 =h(2r)+h(2r-1),可将[e(t),f(ri)]写成一些h(r′)h(t′)和

的形式;再利用式(5),又可将h(t′)f(m)=[h(t′),f(m)]+f(m)h(t′)写成一些f(r″)h(t″)和的形式.因此,将

式(11)右端适当整理后,可写成一些单项式f(r1)…f(rk-1)1ν(u)线性组合的形式.
设N=max

r
{r1+…+rk},且式(10)中f(m1)…f(mk)1ν(u)的系数cm≠0,其中 m1≤…≤mk,且

m1+…+mk=N.本文考虑t≥N 的情形.
4)当t≥N 时,e(t)ζ展开项中f(m1)…f(mk-1)1ν(u)的系数dm=a0ν(t)+a1ν(t+1)+…+aN-kν(t+N-k)=

0,其中a0,a1,…,aN-k是一些常值复数.
利用式(4)和式(5),再结合定义关系h(2r-1)

1 =-h(2r-1)和h(2r)
1 =h(2r)+h(2r-1)计算e(t)ζ,可得单项

式f(m1)…f(mk-1)1ν(u)的系数dm.注意到m1+…+mk-1≤N-1,且1≤mk≤N-k+1,所以易见dm 是

ν(t),ν(t+1),…,ν(t+N-k)的线性组合,即dm=a0ν(t)+a1ν(t+1)+…+aN-kν(t+N-k).根据2)和3)可知,

dm=0,即有a0ν(t)+a1ν(t+1)+…+aN-kν(t+N-k)=0.
事实上,每个ν(t+i)的系数ai 都是复系数cr 的线性组合,每个cr 的系数又是1,ν(1),ν(2),…,ν(N-k)

的线性组合.当t≥N 时,ai 的计算方式完全相同,且与t的取值无关,即a0,a1,…,aN-k是一些常值

复数.
5)ν(t+mk-1)的系数amk-1≠0.
通过计算e(t)ζ展开项中单项式f(m1)…f(mk-1)1ν(u)的系数dm 可知,ν(t+mk-1)的系数amk-1

仅由

cme(t)f(m1)…f(mk)1ν(u)提供.事实上,这是因为e(t)f(r1)…f(rk)1ν(u)按照式(11)展开,当r1+…+rk<N
时,无法提供ν(t+mk-1)f(m1)…f(mk-1)1ν(u)这一项;当r1+…+rk=N 时,计算f(m1)…f(mk-1)1ν(u)的系数,
即

e(t)ζ=∑
r
cre(t)f(r1)…f(rk)1ν(u)=

∑
r

cr∑
k

i=1
f(r1)…f(ri-1)[e(t),f(ri)]f(ri+1)…f(rk)1ν(u( )) =

∑
r

cr∑
k

i=1
f(r1)…f(ri-1)f(ri+1)…f(rk)[e(t),f(ri)]1ν(u( )) =

∑
r

-4cr∑
k

i=1
f(r1)…f(ri-1)f(ri+1)…f(rk)h(t+ri-1)1ν(u( )) =

∑
r

-4cr∑
k

i=1
ν(t+ri-1)f(r1)…f(ri-1)f(ri+1)…f(rk)1ν(u( )) =

-4mcmν(t+mk-1)f(m1)…f(mk-1),
其中m 是指标1≤j≤k时mj=mk 的个数,显然m≥1;这里“=”右端表示可能参与组成系数amk-1

的

项.因此,当m1,…,mk-1确定时,可得amk-1=-4cm≠0.根据引理1可知ν(u)是有理函数P(u)
Q(u)

在

u=∞处的Laurent展开,即式(2)成立,其中P(u)和Q(u)是同次的首1多项式.

3 定理1充分性的证明

命题3 如果式(2)成立,则Y(o2)的Verma模M(μ(u))可约,其中P(u)和Q(u)是同次的首1多

项式.
证明:设deg(P(u))=deg(Q(u))=p,下面分4步证明.
1)假设Y(o2)的Verma模M(μ(u))的权μ(u)是关于u-1的次数不超过2p的多项式.
设
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ν(u)=
(-1)p4uQ(u)Q(-u)u-2p

(2u+1)μ(u)+(2u-1)μ(-u)
,

易见ν(u)=ν(-u)且常数项为1,即ν(u)=1+ν(2)u-2+ν(4)u-4+….对于 Y(o2)的 Verma模

M(μ(u)),利用自同构(6),可得一个Y(o2)的模,且这个模与Y(o2)的Verma模M(ν(u)μ(u))具有相

同的可约性,其中

ν(u)μ(u)=(-1)pP(u)Q(-u)u-2p

是一个关于u-1的次数不超过2p的多项式.
因此,研究M(μ(u))的可约性即等价于研究 M(ν(u)μ(u))的可约性.不失一般性,假设μ(u)是

一个关于u-1的次数不超过2p的多项式,可见对任意正整数m>2p,均有h(m)1μ(u)=h
(m)
1 1μ(u)=0.

注意到Verma模M(μ(u))由向量f(r1)…f(rk)1μ(u)线性张成,且如有必要可对f(ri)进行任意排序,

所以本文假设r1≤…≤rk.设M(μ(u))的子空间K=span
ℂ
{f(r1)…f(rk)1μ(u)rk>2p},根据Y(o2)的定

义关系可知,对任意的正整数r恒有e(2r-1)=f(2r-1)=0,所以这里的ri 全部取偶数即可.下面的证明

默认ri 是偶数且rk>2p.
2)h(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)∈K.
使用数学归纳法证明,设k=1.定义关系(5)等价于

[f(r1),h(t)]=-∑
t

a=1

(f(r1+a-1)h(t-a)-f(t-a)h(r1+a-1))+

∑
t

b=1

(-1)b(f(r1+b-1)h(t-b)-f(t-b)h(r1+b-1)1 )-

∑
[t/2]

c=1

(f(r1+2c-2)h(t-2c)-f(t-2c)h(r1+2c-2)). (12)

因为对任意的正整数m>2p,均有h(m)1μ(u)=h
(m)
1 1μ(u)=0,所以

[f(r1),h(t)]1μ(u)=-∑
t

a=1

(f(r1+a-1)h(t-a)1μ(u)-f(t-a)h(r1+a-1)1μ(u))+

∑
t

b=1

(-1)b(f(r1+b-1)h(t-b)1μ(u)-f(t-b)h1(r1+b-1)1μ(u))-

∑
[t/2]

c=1

(f(r1+2c-2)h(t-2c)1μ(u)-f(t-2c)h(r1+2c-2)1μ(u))=

-∑
t

a=1
μ
(t-a)f(r1+a-1)1μ(u)+∑

t

b=1

(-1)bμ
(t-b)f(r1+b-1)1μ(u)-

∑
[t/2]

c=1
μ
(t-2c)f(r1+2c-2)1μ(u).

因此[f(r1),h(t)]1μ(u)∈K.又因为f(r1)h(t)1μ(u)=μ
(t)f(r1)∈K,所以h(t)f(r1)1μ(u)∈K.

假设h(t)f(r1)…f(rk-1)1μ(u)∈K.下面证明h(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)∈K.计算可得

h(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)=-[f(r1),h(t)]f(r2)…f(rk)1μ(u)+f(r1)h(t)f(r2)…f(rk)1μ(u).
根据诱导假设可知,对任意的正整数r,均有f(r)h(t)f(r2)…f(rk)1μ(u)∈K.由定义关系h(2r-1)

1 =
-h(2r-1),h(2r)

1 =h(2r)+h(2r-1)以及式(12)可知[f(r1),h(t)]f(r2)…f(rk)1μ(u)∈K.因此,由数学归纳法

可知

h(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)∈K.
  3)e(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)∈K.

根据定义关系(4),可得

[e(t),f(r)]1μ(u)=-∑
r-1

a=1

(h(r+t-1-a)h(a)
1 1μ(u)-h(a)h(r+t-1-a)

1 1μ(u))+
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∑
r-1

b=1

(-1)b(h1(r+t-1-b)h(b)
1 1μ(u)-h(b)h(r+t-1-b)1μ(u))-

∑
[r/2]

c=1

(h(r+t-2c)h(2c-2)
1 1μ(u)-h(2c-2)h(r+t-2c)1μ(u))-4h

(r+t-1)1μ(u).

与2)类似,利用数学归纳法,可以证明e(t)f(r1)…f(rk)1μ(u)∈K.
4)K 是M(μ(u))的非平凡子模.
易见子空间K 的生成元在Y(o2)的作用下是稳定的.事实上,易知f(t)对K 的作用是稳定的;由

2)和3)可知,K 在h(t)和e(t)下的作用也是稳定的.又因为K 是M(μ(u))的非平凡子空间,所以可知

K 是M(μ(u))的非平凡子模.

参 考 文 献

[1] CHENHJ,GUAY N,MA X G.TwistedYangians,TwistedQuantum LoopAlgebrasandAffineHecke

AlgebrasofTypeBC[J].TransAmerMathSoc,2014,366(5):2517-2574.
[2] GUAYN,REGELSKISV,WENDLANDTC.RepresentationsofTwistedYangiansofTypesB,C,D:Ⅰ [J].

SelectaMathNewSer,2017,23(3):2071-2156.
[3] GUAYN,REGELSKISV,WENDLANDTC.RepresentationsofTwistedYangiansofTypesB,C,D:Ⅱ [J].

TransformGroups,2019,24(4):1015-1066.
[4] GUAYN,REGELSKISV.TwistedYangiansforSymmetricPairsofTypesB,C,D [J].MathZ,2016,

284(1/2):131-166.
[5] MOLEVA.YangiansandClassicalLieAlgebras[M].Providence,RI:AmericanMathematicalSociety,2007:

45-184.
[6] MOLEVA.Finite-DimensionalIrreducibleRepresentationsofTwistedYangians [J].J MathPhys,1998,

39(10):5559-5600.
[7] MOLEVA.SkewRepresentationsofTwistedYangians[J].SelectaMathNewSer,2006,12(1):1-38.
[8] ARNAUDON D, MOLEV A,RAGOUCY E. On the R-Matrix Realization of Yangians and Their

Representations[J].AnnHenriPoincaré,2006,7(7/8):1269-1325.

[9] 刘晓华,谭易兰,夏利猛.TwistedYangianY(sp2)的单权模 [J].东北师大学报(自然科学版),2024,56(1):

1-7.(LIUXH,TANYL,XIAL M.SimpleWeightModulesofTwistedYangianY(sp2)[J].Journalof
NortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2024,56(1):1-7.)

[10] TANYL,XIAL M,ZHOU YK.SimpleWeightModulesforYangianY(sl2)[J/OL].JAlgebraAppl,
(2023-07-20)[2024-01-05].DOI:10.1142/s0219498824502347.

[11] 吴青云,谭易兰,夏利猛.量子Loop代数Uq(L(sl2))的单权模 [J].吉林大学学报(理学版),2024,62(2):

256-262.(WUQY,TANYL,XIALM.SimpleWeightModulesofQuantumLoopAlgebraUq(L(sl2))[J].
JournalofJilinUniversity(ScienceEdition),2024,62(2):256-262.)

[12] TANYL.VermaModulesforTwistedYangians[J].CommAlgebra,2020,48(1):210-217.
[13] BILLIGY,FUTORNYV,MOLEVA.VermaModulesforYangians[J].LettMathPhys,2006,78(1):1-16.

(责任编辑:李 琦)

0921   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 


