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摘要:在模糊等式的框架下,引入Ω-BCK代数的概念.首先,将BCK代数中的清晰等式用

模糊等式取代,给出Ω-BCK代数的定义;其次,刻画Ω-BCK代数的子结构,并证明Ω-BCK
子代数判定的充分必要条件;再次,利用模糊同余关系得到Ω-BCK代数与BCK代数的关

系;最后,将BCK代数的偏序关系进行推广,定义Ω-BCK代数的E-偏序关系.
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在模糊集合论[1-2]的基础上,Fourman等[3]首次引入了Ω-集,旨在为直觉主义逻辑建模.Höhle[4]

将经典等式推广,引入了模糊等式的概念.Demirci[5-6]提出了将代数结构模糊化的新方法,研究了

Vague群及相关问题.Bělohl췍vek等[7]研究了具有模糊等式的代数结构,并系统发展了模糊泛代数理

论.模糊恒等式最早由Šešelja等[8]提出,并在文献[9-10]中得到进一步发展.在模糊等式和模糊恒等

式的框架下,Šešelja等[11]从Ω 是一个完备格的Ω-集出发,提出了Ω-代数的概念.在Ω-代数的理论基



础上,经典代数结构被进一步推广,Ω-群[12]、Ω-格[13]、Ω-环[14]、Ω-模[15]等结构相继被刻画,这些模糊

代数结构可以满足特定的模糊恒等式,而这些恒等式的清晰版本在底层代数中无需满足.目前,Ω-代
数结构的其他性质也得到广泛关注,例如,TchoffoFoka等[16]从泛代数的角度研究了Ω-代数;周鑫

等[17]从范畴的角度讨论了Ω-群;Zhi等[18-19]探讨了Ω-斜格和Ω-半群上的模糊格林关系.
自Iséki[20]首次提出了BCK代数后,对BCK代数的研究及其与其他逻辑代数之间关系的探讨备

受关注[21-23].Xi[24]首次将模糊集应用于BCK代数的研究,给出了模糊BCK代数的概念;Jun等[25]对

模糊BCK-理想进行了研究;Ahmed等[26]探讨了模糊 BCK 代数中上半格、下半格的相关性质;
刘春辉[27]对BCK代数的反模糊理想格结构问题进行了深入研究.

本文首先在模糊等式的框架下,从一个(2,0)型代数X=(X,*,0)出发,使其模糊子代数μ满足

相应的模糊恒等式,定义了Ω-BCK代数,这里的X不必是一个BCK代数.其次,刻画了Ω-BCK代数

的子代数,给出了Ω-BCK子代数判定的充分必要条件.再次,通过模糊同余关系刻画了Ω-BCK代数

的商结构,证明了Ω-代数是Ω-BCK代数当且仅当任意截集构成的商结构都是经典的BCK代数.
最后,结合模糊集和模糊关系,将BCK代数中的偏序关系进行推广,定义了一类Ω-BCK代数中的

E-偏序关系.

1 基本概念

设(Ω,£)是一个完备格,即格Ω 的每个子集S 都有下确界∧S和上确界∨S.特别地,∨Φ 和∧Φ
分别是最小元和最大元,用0和1表示.本文中完备格(Ω,≤)简记为Ω.A=(A,F)表示一个泛代数,
其中A 是一个集合,F 是A 上的运算集.

定义1[2] 设X 是一个集合,则映射μ:X→Ω 称为X 上的Ω-值模糊集,简称为X 上的模糊集.令

α∈Ω,则μα={x∈X μ(x)≥α}是集合X 的子集,称为μ的α-截集.设μ,v:X→Ω 均为集合X 上的模

糊集,若对任意的x∈X,有μ(x)≤v(x),则称μ是v 的模糊子集,记为μ⊆v.
定义2[4] 设X 是一个集合,则映射ρ:X2→Ω 称为X 上的模糊(二元)关系.对任意的α∈Ω,

ρα={(x,y)∈X2 ρ(x,y)≥α}是集合X2 的子集,称为ρ的α-截集,ρα 也称为ρ的切关系.
定义3[4] 设 X 是一个集合,映射ρ:X2→Ω 为X 上的模糊关系,对任意的x,y,z∈X,若

ρ(x,z)∧ρ(z,y)≤ρ(x,y)成立,则称ρ是传递的;若ρ(x,y)=ρ(y,x)成立,则称ρ是对称的;若

ρ(x,y)≤ρ(x,x)∧ρ(y,y)成立,则称ρ是严格的;若ρ(x,y)=ρ(x,x)=ρ(y,x),可得x=y,则称ρ是

可分的.若ρ是X 上对称的、传递的模糊关系,则称ρ是X 上的Ω-值等式或者模糊等式.
定义4[11] 设X 是一个集合,ρ:X2→Ω 为X 上的模糊关系,μ:X→Ω 是X 上的模糊集.若对任

意的x,y∈X,都有ρ(x,y)≤μ(x)∧μ(y)成立,则称ρ是μ 上的模糊关系.若ρ是μ 上的模糊关系,且

对任意的x∈X,有ρ(x,x)=μ(x),则称ρ在μ 上是自反的.若ρ是X 上对称的、传递的模糊关系,且

在μ上是自反的,则称ρ是μ 上的模糊等式.
注1 若ρ是X 上的模糊关系,令μ(x)=ρ(x,x),则μ是X 上的模糊集,此时称μ由ρ诱导.
定义5[11] 设 A=(A,F)是一个泛代数,f:An→A 是F 中的n(n>0)元运算.对任意的

x1,…,xn∈A,如果A 上的模糊集μ:A→Ω,使得∧
n

i=1
μ(xi)≤μ(f(x1,…,xn))成立,且对于常量(零元

运算)c∈A,有μ(c)=1,则μ称为A上的模糊子代数,简称μ是A上的模糊代数.
定义6[11] 设A=(A,F)是一个泛代数,f:An→A 是F 中的n(n>0)元运算,ρ是A 上的模糊关

系,对任意的x1,…,xn,y1,…,yn∈A,如果∧
n

i=1
ρ(xi,yi)≤ρ(f(x1,…,xn),f(y1,…,yn))成立,且对于

常量c∈F,有ρ(c,c)=1,则称ρ与F 中的运算是相容的.若μ为泛代数A上的模糊代数,ρ是μ 上的

模糊关系,若ρ与F 中的运算是相容的,则称ρ与μ 是相容的.若E:A2→Ω 是μ 上的模糊等式,则称

E 是A上的模糊等式.
定义7[12] 设A=(A,F)是一个泛代数,E:A2→Ω 是 A上的模糊等式,若由模糊等式E 诱导的

A上的模糊代数μ:A→L,满足μ(x)=E(x,x),则称췍A=(A,E)是一个Ω-代数.
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定义8[12] 设A=(A,F)是一个泛代数,E:A2→Ω 是 A上的模糊等式,u,v:An→A 是A 上的

n 元运算.对任意的x1,…,xn∈A,称E(u(x1,…,xn),v(x1,…,xn))是A上关于E 的模糊恒等式,简

称为模糊恒等式.
定义9[12] 设췍A=(A,E)是一个Ω-代数,μ是由A 上模糊关系E:A2→Ω 诱导的,易得μ为 A上

的模糊代数.若对任意的x1,…,xn∈A,有

∧
n

i=1
μ(xi)≤E(u(x1,…,xn),v(x1,…,xn)),

则称模糊恒等式E(u(x1,…,xn),v(x1,…,xn))在췍A上成立.
定义10[13] 设A=(A,F)是一个泛代数,ρ:A2→Ω 是A上的模糊关系,E:A2→Ω 是A上的模糊

等式.若对任意的x,y∈A,都有ρ(x,y)∧ρ(y,x)≤E(x,y),则称ρ是E-反对称的.设췍A=(A,E)是
一个Ω-代数,μ:A→Ω 是A上的模糊代数,ρ:A2→Ω 是A上的模糊关系,E:A2→Ω 是A上的模糊等

式,如果ρ在μ 上是自反的、传递的,并且ρ是E-反对称的,则称ρ是模糊代数A的一个E-偏序关系.
定义11[20] 对于一个(2,0)型代数(A,*,0),如果对任意的a,b,c∈A,下列条件成立:

1)((a*b)*(a*c))*(c*b)=0;

2)a*0=a;

3)0*a=0;

4)b*a=0,a*b=0,可得a=b.
则(A,*,0)称为BCK代数.

2 Ω-BCK代数

定义12 设X=(X,*,0)是一个(2,0)型代数,μ:X→Ω 是X上的模糊代数,E:X2→Ω 是μ 上的

模糊等式,如果对任意的x,y,z∈X,下列模糊恒等式成立:

1)E(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)≥μ(x)∧μ(y)∧μ(z);

2)E(x*0,x)≥μ(x);

3)E(0*x,0)≥μ(x);

4)E(x,y)=E(x*y,0)∧E(y*x,0).
则称췍X=(X,E)是一个Ω-BCK代数.

注2 设췍X=(X,E)是代数X=(X,*,0)上的Ω-代数,μ1 是μ的模糊子集,并且是X的一个模糊

子代数,则췍X1=(X,E1)也是一个Ω-代数,其中E1(x,y)=E(x,y)∧μ1(x)∧μ1(y),E1 称为E 在μ1

下的限制.
定义13 设췍X=(X,E)和췍X1=(X,E1)是同一个代数X=(X,*,0)上的Ω-BCK代数,E1 是E 在μ1

下的限制,其中μ1 由E1 确定,则称췍X1 是췍X的Ω-BCK子代数.
定理1 设췍X=(X,E)是一个Ω-BCK代数,E1:X2→Ω 是X上的模糊关系,满足下式:

E1(x,y)=E1(x,x)∧E1(y,y)∧E(x,y),
则代数结构췍X1=(X,E1)是췍X=(X,E)的Ω-BCK子代数,当且仅当下列条件成立:

E1(x,x)∧E1(y,y)=E1(x*y,x*y).
  证明:充分性.由E1(x,x)∧E1(y,y)=E1(x*y,x*y)可验证E1 是X上的模糊等式,由假设可

知E1 与X中的二元运算兼容,因为

E1(x,y)∧E1(u,v)=E1(x,x)∧E1(y,y)∧E(x,y)∧E1(u,u)∧E1(v,v)∧E(u,v)≤
E1(x*u,x*u)∧E1(y*v,y*v)∧E(x*u,y*v)=E1(x*u,x*u),

所以结构췍X1=(X,E1)是一个Ω-代数.下面证明췍X1=(X,E1)满足定义12中1)~4),用μ和μ1 分别表

示由E 和E1 确定的췍X和췍X1 的子代数.先证明定义12中1)成立,根据E1 的定义有

E1(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)= E1(((x*y)*(x*z))*(z*y),((x*y)*(x*z))*(z*y))∧
E1(0,0)∧E(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)≥
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μ1(((x*y)*(x*z))*(z*y),((x*y)*(x*z))*(z*y))∧

μ1(0,0)∧μ(x)∧μ(y)∧μ(z)≥μ1(x)∧μ1(y)∧μ1(z).
  类似地,可证明定义12中2)和3)成立.下面证明定义12中4)成立.由E1(x,x)∧E1(y,y)=
E1(x*y,x*y),可得

E1(x,y)=E1(x,x)∧E1(y,y)∧E(x,y)=
E1(x,x)∧E1(y,y)∧E1(y,y)∧E1(x,x)∧E(x,y)=
E1(x*y,x*y)∧E1(y*x,y*x)∧E(x*y,0)∧E(y*x,0)=
E1(x*y,0)∧E1(y*x,0).

反之,若췍X1=(X,E1)是췍X=(X,E)的Ω-BCK子代数,则E1(x,x)∧E1(y,y)=E1(x*y,x*y)显然成立.
引理1 设췍X=(X,E)是Ω-BCK代数,μ:X→Ω 是X上的模糊代数,E:X2→Ω 是μ 上的模糊等

式,则对任意的α∈Ω,切关系Eα 是μα 上的同余关系,其中Eα={(x,y)∈X2 E(x,y)≥α}.
证明:首先,证明Eα 是μα 上的等价关系.对任意的x∈μα,有E(x,x)=μ(x)≥α,则(x,x)∈Eα,

自反性成立.对任意的x,y∈μα,若(x,y)∈Eα,即 E(x,y)≥α,而 E(y,x)=E(x,y)≥α,则

(y,x)∈Eα,对称性成立.对任意的x,y,z∈μα,若(x,y)∈Eα,(y,z)∈Eα,根据E 的传递性,有

E(x,z)≥E(x,y)∧E(y,z)≥α,则(x,z)∈Eα,传递性成立.
其次,证明 Eα 与μα 上的运算相容.取x,y,z,w∈μα,假设(x,y)∈Eα,(z,w)∈Eα,即

E(x,y)≥α,E(z,w)≥α,又由E(x*z,y*w)≥E(x,y)∧E(z,w)≥α,有(x*z,y*w)∈Eα,所以

Eα 与μα 上的运算相容.
定理2 设췍X=(X,E)是Ω-代数,μ:X→Ω 是X 上的模糊代数,E:X2→Ω 是μ 上的模糊等式,则

췍X=(X,E)是Ω-BCK代数当且仅当对任意的α∈Ω,其商结构μα/Eα 是BCK代数.
证明:充分性.假设对任意的α∈Ω,其商结构μα/Eα 是BCK代数,则只需证明췍X=(X,E)是

Ω-BCK代数.
先证明定义12中1)成立.设μ(x)∧μ(y)∧μ(z)=α,则x,y,z∈μα.由于假设μα/Eα 是BCK代

数,有

(([x]Eα*[y]Eα)*([x]Eα*[z]Eα))*([z]Eα*[y]Eα)=([x*y]Eα[x*z]Eα)*[z*y]Eα =
[((x*y)*(x*z))*(z*y)]Eα =[0]Eα,

则(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)∈Eα,从而

E(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)≥α=μ(x)∧μ(y)∧μ(z).
同理可证明定义12中2)和3)也成立.

下面证明定义12中4)成立.设E(x*y,0)∧E(y*x,0)=α,则(x*y,0)∈Eα,(y*x,0)∈Eα,
即[x*y]Eα=[x]Eα*[y]Eα=[0]Eα,且[y*x]Eα=[y]Eα*[x]Eα=[0]Eα.由BCK代数的定义,有

[x]Eα=[y]Eα,即(x,y)∈Eα,则

E(x,y)≥α=E(x*y,0)∧E(y*x,0).
同理,设E(x,y)=α,可得E(x*y,0)∧E(y*x,0)≥α=E(x,y).因此,E(x*y,0)∧E(y*x,0)=
E(x,y).

必要性.假设췍X=(X,E)是Ω-BCK代数,证明对任意的α∈Ω,μα/Eα 是BCK代数.取任意的

[x]Eα,[y]Eα,[z]Eα∈μα/Eα,由于

E(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)≥μ(x)∧μ(y)∧μ(z)≥α,
所以(((x*y)*(x*z))*(z*y),0)∈Eα,则有

(([x]Eα*[y]Eα)*([x]Eα*[z]Eα))*([z]Eα*[y]Eα)=
(([x]Eα*[y]Eα)*([x]Eα*[z]Eα))*([z]Eα*[y]Eα)=
([x*y]Eα*[x*z]Eα)*[z*y]Eα =[(x*y)*(x*z)]Eα*[z*y]Eα =
[((x*y)*(x*z))*(z*y)]Eα =[0]Eα.
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  同理可证明定义11中2)和3)成立.下面证明定义11中4)成立.对任意的[x]Eα,[y]Eα∈μα/Eα,
若有[x]Eα*[y]Eα=[x*y]Eα=[0]Eα,且[y]Eα*[x]Eα=[y*x]Eα=[0]Eα,则(x*y,0),(y*x,0)∈
Eα,即E(x*y,0)∧E(y*x,0)≥α.又因为E(x,y)=E(x*y,0)∧E(y*x,0)≥α,所以(x,y)∈Eα,
[x]Eα=[y]Eα.

3 Ω-BCK代数中的E-偏序关系

引理2[13] 设췍X=(X,E)是Ω-BCK代数,μ:X→Ω 是X上的模糊代数,E:X2→Ω 是μ 上的模糊

等式,ρ:X2→Ω 是X上的模糊关系,定义为ρ(x,y)∶=μ(x)∧μ(y)∧E(x*y,0).任取α∈Ω,若对

任意的x,y∈μα,[x]Eα,[y]Eα∈μα/Eα,则[x]Eα≤[y]Eα当且仅当ρ(x,y)≥α.
定理3 设췍X=(X,E)是Ω-BCK代数,μ:X→Ω 是X上的模糊代数,E:X2→Ω 是μ 上的模糊等

式,ρ:X2→Ω 是X上的模糊关系,ρ(x,y)∶=μ(x)∧μ(y)∧E(x*y,0),则模糊关系ρ是Ω-BCK代

数췍X=(X,E)上的E-偏序关系.
证明:首先,有ρ(x,x)=μ(x)∧μ(x)∧E(x*x,0)≥μ(x),而ρ(x,x)≤μ(x)∧μ(x)=μ(x),

因此ρ(x,x)=μ(x),所以ρ在μ 上是自反的.
其次,假设ρ(x,y)∧ρ(y,x)=α∈Ω,则根据ρ的定义知,μ(x)≥α,μ(y)≥α,从而x,y∈μα.并且

ρ(x,y)≥α,ρ(y,x)≥α,根据引理2,有[x]Eα≤[y]Eα,[y]Eα≤[x]Eα,所以[x]Eα=[y]Eα,从而

(x,y)∈Eα,即E(x,y)≥α=ρ(x,y)∧ρ(y,x).
最后,为验证传递性,将验证ρ的所有切关系作为普通关系在对应μ 的截集上是传递的.令α∈Ω,

假设(x,y)∈ρα,(y,z)∈ρα.由ρ的定义可得x,y,z∈μα,(x*y,0),(y*z,0)∈Eα.由E 的定义,有

E(x*z,((x*z)*0)*0)≥E(x*z,(x*z)*0)∧E((x*z)*0,((x*z)*0)*0)≥
μ(x*z)∧μ(x*( )z *0)≥μ(x)∧μ(z)≥α.

根据E 与运算*的相容性,有

E(((x*z)*0)*0,((x*z)*(x*y))*(y*z))≥
E(x*z,x*z)∧E(0,x*y)∧E(0,y*z)≥μ(x)∧μ(y)∧μ(z)≥α.

由定义12中1),可得

E(((x*z)*(x*y))*(y*z),0)≥μ(x)∧μ(y)∧μ(z)≥α,
由E 的传递性可得E(x*z,0)≥α,即(x*z,0)∈Eα,所以所有的截集都是传递的.

令ρ(x,y)∧ρ(y,z)=α∈Ω,则ρ(x,y)≥α,ρ(y,z)≥α,所以(x,y),(y,z)∈ρα,而ρα 是传递的,
因此(x,z)∈ρα,即ρ(x,z)≥α=ρ(x,y)∧ρ(y,z).

综上所述,本文在模糊等式的框架下,引入了Ω-BCK代数的概念,刻画了Ω-BCK代数的子结构

和商结构,并讨论了其相关性质.通过定义Ω-BCK代数中的E-偏序关系,推广了经典BCK代数的序

结构.后续研究可进一步基于模糊等式讨论其他逻辑代数的推广,并讨论这些模糊逻辑代数结构之间

的关系.
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