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求解单调变分包含问题的
自适应-正则化方法及应用
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(1.重庆工商大学 数学与统计学院,重庆400067;2.重庆工业职业技术大学 通识教育学院,重庆401120)

摘要:在Hilbert空间中给出一种求解单调变分包含问题的自适应-正则化方法.首先,利用

自适应规则去除现有算法收敛性分析中迭代步长对算子的依赖;其次,结合正则化技巧建立

关于求解变分包含问题的强收敛性定理;最后,通过图像重建实验说明该算法的收敛性和

优越性.
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0 引 言

设 H 为一实Hilbert空间,其内积和范数分别表示为<·,·>和‖·‖,A:H→2H 是集值映象,

B:H→H 是单值算子.考虑变分包含问题:求x*∈H 满足

0∈Ax* +Bx*. (1)
用Ω 表示变分包含问题的解,并假设Ω≠Ø.变分包含问题包含变分不等式、平衡问题和最优化等



问题的统一框架(模型),广泛应用于信号处理、图像重建、计算机断层扫描中的传感器网络和强度调

制放射治疗等领域[1-4].
近年来,关于变分包含问题的研究主要集中在解的存在性和数值逼近解,不动点方法和预解算子

技巧是求解变分包含问题的重要方法.Combettes等[5]给出了一种向前-向后分裂算法:

xn+1=JA
γn
(xn -γnBxn), (2)

其中JA
γn=(I+γnA)-1,I表示单位算子.文献[6]在算子B 具有强制性且γn∈[a,b]⊂(0,2c)的条件

下证明了由式(2)定义的迭代序列{xn}弱收敛到变分包含问题(1)的解(c为强制性常数).
但算子B 的强制性比Lipschitz连续条件更严格,导致算法(2)的应用受限,且不能推广到更一般

的变分包含问题中.基于此,Tseng[6]利用外推技巧建立了 向 前-向 后-向 前(forward-backward-
forward)方法:

yn =JA
γn
(xn -γnBxn),

xn+1=yn +γn(Bxn -Byn
{ ),

(3)

并在算子B 具有L-Lipschitz连续性且γn∈[a,b]⊂(0,1/L)的条件下,证明了{xn}弱收敛到变分包含

问题(1)的解.同时,Tseng[6]介绍了线性搜索选取γn=max{γi},其中γi∈{σ,σl,σl2,…},l∈(0,1).
另一方面,在无限维空间中序列的弱收敛和强收敛不同,并且在大多数情况下强收敛比弱收敛更

有理论意义.因此,研究者们开始关注变分包含问题的强收敛解,尝试构造新的数值方法并在其收敛性

分析中逐步减弱算子B的条件[7-10].VanHieu等[10]通过引入单调算子F进一步建立了如下正则化迭代

方法:

yn =JA
γn
[xn -γn(Bxn +αnFxn)],

xn+1=yn +γn(Bxn -Byn),

γn+1=minγn,δ‖xn -yn‖
‖Bxn -Byn

{ }‖

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(4)

并通过调整步长γn 的选取方式,降低了文献[6]中线性搜索过程的计算复杂度,在一定条件下建立了

关于求解变分包含问题(1)的强收敛性定理.
在上述研究工作的基础上,本文利用自适应技巧改进正则化方法(4),解决在算子B 未知或者

Lipschitz常数很难估计情形下逼近单调变分包含问题的数值解.定义迭代序列{xn}:

yn =JA
γn
(xn -γnBxn -γnαnFxn),

xn+1=xn -σnρ[xn -yn -γn(Bxn -Byn)],

σn =minσn-1,
<xn -yn,d(xn,γn)>
‖d(xn,γn)‖{ }2 , γn+1=minγn,δ‖xn -yn‖

‖Bxn -Byn
{ }‖

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(5)

其中d(xn,γn)=xn-yn-γn(Bxn-Byn),且{αn}为非负实数序列.本文的目标是在 Hilbert空间中建

立关于单调变分包含问题(1)数值解的强收敛定理,并通过数值实验说明新建立的自适应-正则化

方法(5)具有收敛速度更快、在图像重建应用中效果更好的优势.

1 预备知识

设B:H→H 为一非线性映象,对任意的x,y∈H,如果存在常数μ>0满足‖Fx-Fy‖≤

μ‖x-y‖,则称B是μ-Lipschitz映象.特别地,1-Lipschitz是非扩张映象.如果有<Bx-By,x-y>≥0,
则称B 是单调映象;如果存在常数γ>0满足<Bx-By,x-y>≥γ‖x-y‖2,则称B 是γ-强单调映

象;如果存在常数θ>0满足<Bx-By,x-y>≥θ‖Bx-By‖2,则称B 是θ-逆强单调映象(θ-ism).

特别地,1-ism也称为严格非扩张映象.显然,如果B 是θ-ism,则B 一定是1
θ-Lipschitz

映象.

设A:H→2H 是一集值映象,用G(A)∶={(x,u):x∈H,u∈Ax}表示A 的图.如果A 单调且

G(A)不真包含于其他任何单调映象的图,则 A 称为极大单调映象.对任意的λ>0,预解算子

JA
λ=(I+λA)-1是单值、非扩张且严格非扩张映象[5-6].
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设A:H→2H 是极大单调映象,B:H→H 是θ-逆强单调映象,F:H→H 是γ-强单调且

μ-Lipschitz连续映象.引入变分包含的正则化辅助问题:求x∈H 满足

0∈Ax+Bx+αFx, (6)
其中正则化参数α>0,并用xα 表示变分包含辅助问题(6)的解.

引理1[5-6] 变分包含问题(1)等价于不动点问题x=JA
λ(I-λB)x,其中I为单位算子,λ>0.

引理2[11] 设A:H→2H 是极大单调映象,B:H→H 是单调且Lipschitz-连续,则A+B 是极大

单调映象.
引理3[10] 设F:H→H 是γ-强单调映象,xα 是变分包含辅助问题(6)的解,则{xα}α>0有界,且

<Fx*,x* -xα>≥γ‖x* -xα‖2,  ∀x*∈Ω.
  引理4[10] 设F:H→H 是γ-强单调映象,xα,xβ 是变分包含辅助问题(6)的解,则

‖xα-xβ‖ ≤
α-β
α

‖Fxβ‖
γ .

  引理5[12] 设{Φn}为非负实数序列,且满足不等式Φn+1≤(1-an)Φn+bn(n≥1),如果序列

{an}⊂(0,1)和 {bn}满足下列条件:

(i)lim
n→∞

an =0,∑
∞

n=1
an =∞;

(ii)limsup
n→∞

bn

an
≤0或∑

∞

n=1
bn < ∞.

则lim
n→∞

Φn=0.

引理6[13] 设C为Hilbert空间H 的非空闭凸子集,F:H→H 是单调半连续映象.如果u∈C是

变分不等式的解,则<Fu,u-u>≥0等价于<Fu,u-u>≥0,∀u∈C.

2 主要结果

定理1 设A:H→2H 是极大单调映象,B:H→H 是θ-ism,F:H→H 是γ-强单调且μ-Lipschitz
连续映象.如果非负实数序列{αn}满足如下条件:

1)lim
n→∞

αn =0,∑
∞

n=0
αn =∞;

2)lim
n→∞

αn+1-αn

α2n =0.

则对给定的ρ∈(0,2),δ∈(0,1),γ0∈(0,θ),σ0>0,由式(5)定义的迭代序列{xn}强收敛到x*∈Ω,且

<Fx*,u-x*>≥0,  ∀u∈Ω. (7)

  证明:首先,证明序列{γn}和{σn}有界.由式(5)可知γn+1≤γn(∀n≥0).当n=0时,显然

γ0≥min{γ0,θδ}.假设γn≥min{γ0,θδ}(∀n>0),则当γn+1=γn 时,有γn+1≥min{γ0,θδ};否则,

γn+1= δ‖xn -yn‖
‖Bxn -Byn‖ ≥

δ‖xn -yn‖
θ-1‖xn -yn‖=θδ≥ min{γ0,θδ}.

由数学归纳法得γn≥min{γ0,θδ}(∀n≥0).因此,min{γ0,θδ}≤γn+1≤γn≤γ0,且lim
n→∞

γn=r≥

min{γ0,θδ}.因为B:H→H 是θ-ism,所以是1
θ-Lipschitzian

映象.由式(5)可得

Γn =<xn -yn,d(xn,γn)>=<xn -yn,xn -yn -γn(Bxn -Byn)>=
‖xn -yn‖2-γn<xn -yn,Bxn -Byn>≥

‖xn -yn‖2-γn‖xn -yn‖‖Bxn -Byn‖ ≥ ‖xn -yn‖2-γn

θ‖xn -yn‖2,

整理可得

<xn -yn,d(xn,γn)>≥ 1-γnæ

è
ç

ö

ø
÷

θ ‖xn -yn‖2, (8)
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其中1-γn

θ>0
(γn≤γ0∈(0,θ)).又因为

‖d(xn,γn)‖2=‖xn-yn‖2+γ2n‖Bxn-Byn‖2-2γn<xn-yn,Bxn-Byn>≤

‖xn-yn‖2+γn
2

θ2 ‖xn-yn‖2+2γn

θ‖xn-yn‖2= 1+γnæ

è
ç

ö

ø
÷

θ
2

‖xn-yn‖2,(9)

故由式(8)和式(9)可得

1-γnæ

è
ç

ö

ø
÷

θ ‖xn -yn‖ ≤ ‖d(xn,γn)‖ ≤ 1+γnæ

è
ç

ö

ø
÷

θ ‖xn -yn‖. (10)

如果yn≠xn,则结合式(8)和式(11)进一步可得

<xn -yn,d(xn,γn)>
‖d(xn,γn)‖2 ≥ 1-γn/θ

(1+γn/θ)2 ≥
M1, (11)

其中M1=
1-γ0/θ
(1+γ0/θ)2>0.

另一方面,如果yn=xn,则σn=σn-1.进一步可得

σn =minσn-1,
<xn -yn,d(xn,γn)>
‖d(xn,γn)‖{ }2 ≥ min{σn-1,M1}≥ … ≥ min{σ0,M1}.

由式(5)得σn≤σn-1(∀n≥1),故σn≤σn-1≤…≤σ0,进一步可得min{σ0,M1}≤σn≤σ0,即{σn}有界.
其次,证明不等式

‖xn+1-xαn‖
2 ≤ [1-ρ(2γ-με)αnγnσn]‖xn -xαn‖

2- ρ(2-ρ)σ2n -μραnγnσn

εM
é

ë
êê

ù

û
úú

2
‖d(xn,γn)‖2,

其中ε>0,M2= 1-γ0æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
2

>0.由式(5)可得

‖xn+1-xαn‖
2=‖xn -xαn -ρσnd(xn,γn)‖2=

‖xn -xαn‖
2-2ρσn<xn -xαn

,d(xn,γn)>+ρ2σ2n‖d(xn,γn)‖2 ≤

‖xn -xαn‖
2-2ρσn<xn -yn,d(xn,γn)>-

2ρσn<yn -xαn
,d(xn,γn)>+ρ2σ2n‖d(xn,γn)‖2 ≤

‖xn -xαn‖
2-ρ(2-ρ)σ2n‖d(xn,γn)‖2-2ρσn<yn -xαn

,d(xn,γn)>, (12)
再利用式(5)中yn 的定义,有

xn -yn -γnBxn -γnαnFxn ∈γnAyn,
整理得

xn -yn -γn(Bxn -Byn)-γnαnFxn ∈γnAyn +γnByn. (13)
结合式(13)和d(xn,γn)的定义得

d(xn,γn)
γn

-αnFxn ∈Ayn +Byn. (14)

设xαn
为变分包含辅助问题(6)的解,即

-αnFxαn ∈Axαn +Bxαn. (15)
由式(14),(15)和引理2,有

<d(xn,γn)
γn

-αnFxn +αnFxαn
,yn -xαn>≥0,

进一步可得

<d(xn,γn),yn -xαn
>≥αnγn<Fxn -Fxαn

,yn -xαn
>. (16)

另一方面,由式(10)和F 的γ-强单调性可得

<Fxn -Fxαn
,yn -xαn

>=<Fxn -Fxαn
,yn -xn>+<Fxn -Fxαn

,xn -xαn
>≥

-‖Fxn -Fxαn‖‖yn -xn‖ +γ‖xn -xαn‖
2 ≥

-μ‖xn -xαn‖‖yn -xn‖ +γ‖xn -xαn‖
2 ≥
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-με
2‖xn -xαn‖

2-μ
2ε‖yn -xn‖2+γ‖xn -xαn‖

2 ≥

2γ-με
2 ‖xn -xαn‖

2- μ
2ε(1-γn/θ)2

‖d(xn,γn)‖2,

其中ε>0.结合式(12),(16)可得

‖xn+1-xαn‖
2 ≤‖xn -xαn‖

2-ρ(2-ρ)σ2n‖d(xn,γn)‖2-2ραnγnσn<Fxn -Fxαn
,yn -xαn

>≤
[1-ρ(2γ-με)αnγnσn]‖xn -xαn‖

2-

ρ(2-ρ)σ2n -μραnγnσn

εM
é

ë
êê

ù

û
úú

2
‖d(xn,γn)‖2. (17)

  下面证明lim
n→∞
‖xn-xαn‖=0.由于ρ∈(0,2),结合式(17)和条件1)可知,存在N>0,且

‖xn+1-xαn‖
2 ≤ [1-ρ(2γ-με)αnγnσn]‖xn -xαn‖

2,  n>N,
即

‖xn+1-xαn‖ ≤ 1-ρ(2γ-με)αnγnσné

ë
êê

ù

û
úú2 ‖xn -xαn‖,  n>N. (18)

假设xαn
和xαn+1

为变分包含辅助问题(6)的解,则由引理4可得

‖xαn -xαn+1‖ ≤
αn -αn+1

αn

‖Fxαn+1‖
γ ≤ αn -αn+1

αn
M3, (19)

其中M3=sup 1γ‖Fxαn+1{ }‖ .由式(18),(19)可得

‖xn+1-xαn+1‖ ≤‖xn+1-xαn‖+‖xαn -xαn+1‖ ≤

1-ρ(2γ-με)αnγnσné

ë
êê

ù

û
úú2 ‖xn -xαn‖+ αn -αn+1

αn
M3. (20)

记an=ρ
(2γ-με)αnγnσn

2
,bn=

αn-αn+1

αn
M3,再结合条件2)可得

bn

an
= 2
ρ(2γ-με)γnσn

αn -αn+1

α2n
M3 →0,  n→ ∞.

因此,利用式(20)和引理5可得lim
n→∞
‖xn-xαn‖=0,即{xn}强收敛到xαn.

最后,证明迭代序列{xn}强收敛到x†∈Ω,且x† 是变分不等式(7)的唯一解.用ωw(xα)表示序列

{xα}的弱聚点集,取x′∈ωw(xα),故存在一个子列{xαn
}⊂{xα}满足xαn⇀x′(n→∞,αn→0+).假设

(x,y)∈G(A+B),即y∈Ax+Bx,并且-αFxα∈Axα+Bxα.利用A+B 的单调性得

<y,x-xα>≥α<Fxα,xα-x>. (21)
在式(21)中取α=αn,由引理3可知{xαn

}有界且F 是μ-Lipschitz连续映象,故{<Fxαn
,xαn-x>}有界.

当n→∞且αn→0+时,取极限得

<y,x-x′>≥0,  ∀(x,y)∈G(A+B).
又因为A+B 是极大单调映象,所以有0∈(A+B)x′,即x′∈Ω.另一方面,再利用引理3可得

<Fx*,x* -xα>≥γ‖x* -xα‖2,  ∀x* ∈Ω. (22)
不妨在式(22)中取α=αn,则结合xαn⇀x′(αn→0+)可得<Fx*,x*-x′>≥0,∀x*∈Ω.利用引理6知

x′是变分不等式(7)的解,结合F 的强单调性可知x′是唯一解,即x′=x†.在式(22)中用x† 代替x*,
进一步可得

‖x†-xαn‖
2 ≤ 1γ

<Fx†,x†-xαn
>. (23)

取极限得lim
n→∞
‖xαn-x

†‖=0(αn→0+).因此,结合式(20)可知式(5)定义的序列{xn}强收敛到x†∈Ω,

且x† 为变分不等式(7)的唯一解.
注1 在定理1中,如果出现yn=xn 的情形,则式(11)不成立.因此,需要补充算法(5)的迭代停

止规则:如果迭代过程中出现yn=xn(n≥1),则终止迭代计算.
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定理2 设A:H→2H 是极大单调映象,B:H→H 是θ-ism,F:H→H 是γ-强单调且μ-Lipschitz
连续映象.设非负实数序列{αn}满足定理1中条件1)和2),且ρ∈(0,2),δ∈(0,1),γ0∈(0,θ),

σ0>0.如果存在n=N≥1,使得由式(5)定义的迭代序列yN=xN,则xN=x*∈Ω,且xN 为变分不等

式(7)的唯一解.
证明:若yN=xN,则d(xn,γn)=0且xn+1=xn,n≥N.由式(5)可知σn=σn-1,且{σn}有界.因为

yn =xn =JA
γn
(xn -γnBxn -γnαnFxn) (24)

等价于0∈Axn+Bxn+αnFxn,即xn 是变分包含辅助问题(6)的解(α=αn).因此,xn+1=xn=xαn
,且

xN =xαN =xN+1=xαN+1 =xαN+2 =….
此外,由定理1类似可得极限lim

n→∞
‖xn-xαn‖=0和lim

n→∞
‖xαn-x

†‖=0(αn→0+).

3 数值实验

为便于比较,本文考虑文献[8,14]中数值实验相同的线性方程组:

b=Ax+ξ, (25)
其中A∈ℝM×N为模糊矩阵,x∈ℝN×1是初始值,ξ∈ℝM×1是噪声项,b∈ℝM×1是输出项.易验证线性

方程组(25)可转化为如下凸优化问题:

min
x∈ℝN

1
2‖Ax-b‖22+τ‖x‖{ }1 ,

其中τ>0.令A=∂(τ‖x‖1),B=AT(Ax-b),则凸优化问题即为本文讨论的变分包含问题(1).
因此,可用求解变分包含问题的各种算法进行图像重建.

为说明图像重建的效果,采用文献[8]中的峰值信噪比(PSNR)和结构相似性(SSIM)作为图像重

建的质量指标.在求解变分包含问题的算法(2)~(5)中相关参数取值如下:算法(2)中γn=12
;

算法(3)中:δ=0.5,l=0.8,γn=12
;算法(4)中:δ=0.5,γ0=1,αn= 10

n+1
;算法(5)中:δ=0.5,

ρ=1.5,σ0=1,γ0=1,αn= 10
n+1

.

数值实验使用的金丝猴图像(原图)来自AI图片创作,实验设置最大迭代次数N=2000,对金丝
猴图像重建的效果比较和质量指标分别如图1和图2所示.

图1 基于算法(2)~(5)的图像重建效果比较

Fig.1 Comparisonofimagereconstructioneffectsbasedonalgorithms(2)—(5)
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图2 不同算法对金丝猴图像重建的迭代次数及质量指标(PSNR,SSIM)对比结果

Fig.2 Comparisonresultsofiterationsandqualityindicators(PSNR,SSIM)of
imagereconstructionforgoldenmonkeybydifferentalgorithms

由图1和图2可见:求解变分包含问题的算法(2)和(3)适用条件不同,在图像重建应用效果方面

几乎无差别;本文提出的自适应-正则化方法(5)不仅在理论上获得了单调变分包含问题的强收敛解,
而且在迭代次数、收敛速度、计算精度以及图像重建的应用中均具有明显优势.
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