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具有射影向量场的近Ricci-Bourguignon孤立子

张晓丽,刘建成
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:用几何分析的方法,研究具有射影向量场的近Ricci-Bourguignon孤立子.首先,证明

势向量场是射影向量场的近Ricci-Bourguignon孤立子的Cotton张量场为零,Bach张量场散

度自由,Ricci张量场是共形Killing张量场;其次,证明势向量场为射影向量场的K-切触近

Ricci-Bourguignon孤立子是Einstein流形.
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Abstract:Byusingthemethodofgeometricanalysis,westudyRicci-Bourguignonalmostsolitons
withprojectivevectorfield.Firstly,ifthepotentialvectorfieldisprojectiveone,weprovethatthe
Ricci-BourguignonalmostsolitonshavevanishingCottontensorfield,divergence-freeBachtensor
fieldandRiccitensorfieldisconformalKillingtensorfield.Secondly,weprovetheK-contactRicci-
BourguignonalmostsolitonwhosepotentialvectorfieldisaprojectivevectorfieldisanEinstein
mainfold.
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1 引言及主要结果

设(Mn,g)是n维Riemann流形,n≥3.若Mn 上存在光滑向量场V,光滑函数λ和常数ρ,使得

Ric+12LVg-ρRg=λg, (1)

则(Mn,g)称为近Ricci-Bourguignon孤立子(简称近RB孤立子),记为(M,g,V,λ,ρ)
[1],其中 Ric,R

分别表示Mn 的 Ricci曲率张量场和数量曲率,LVg 表示度量g 沿V 方向的Lie导数.特别地,当

ρ=0时,方程(1)即为近Ricci孤立子方程.
若在(Mn,g)上存在光滑函数σ,使得LVg=2σg 成立,则称V 是共形向量场.特别地,当σ=0时,

称V 是Killing向量场.在(Mn,g)上定义一个(1,2)-型张量场LV∇:X(M)×X(M)→X(M),使得

LV∇(Y,Z)=LV(∇YZ)-∇Y(LVZ)-∇[V,Y]Z,
其中X(M)表示流形M 上的全体光滑向量场,Y,Z∈X(M).若存在1-形式P,使得向量场V 满足



(LV∇)(X,Y)=P(X)Y+P(Y)X, (2)
则势向量场V 称为射影向量场[2].特别地,若P=0,则称V 是仿射Killing的.射影向量场是Killing
向量场和仿射Killing向量场的推广.

文献[1]首次提出了近RB孤立子的概念,证明了:如果近RB孤立子的势向量场V 是一个非平凡

的共形向量场,则R 和λ-σ是常数;对于紧致的近RB孤立子,如果势向量场V 是一个非平凡的共形

向量场,则孤立子等距于欧氏球面.自Sharma[3]研究了切触流形上的Ricci孤立子以来,关于切触流

形的研究目前也取得了一些成果[4-5].受上述工作的启发,本文将文献[6]中近Ricci孤立子情形下的

定理1和定理4推广到近RB孤立子的情形,得到如下结果.
定理1 设(Mn,g,V,λ,ρ)是近RB孤立子,如果势向量场V 是射影向量场,则:

1)Mn 的Cotton张量场为零;

2)Mn 的Bach张量场散度自由;

3)Mn 的Ricci张量场Ric是共形Killing张量场,Ric-2Rn+2g
是Killing张量场.

定理2 设(M2m+1,g,V,λ,ρ)是 K-切触近 RB孤立子,如果势向量场V 是射影向量场,则

(M2m+1,g)是Einstein流形.

2 预备知识

如果在Riemann流形(Mn,g)上存在1-形式k,使得二阶对称张量T满足

(∇XT)(Y,Z)+(∇YT)(Z,X)+(∇ZT)(X,Y)=k(X)g(Y,Z)+k(Y)g(Z,X)+k(Z)g(X,Y),(3)
则T称为二阶共形Killing张量场[7].当k=0时,称T是一个Killing张量场.

在(Mn,g)上选取局部标准正交标架场{ei},用Rijkl,Rij,R 分别表示Mn 的Riemann曲率张量的

分量、Ricci曲率张量的分量和数量曲率,则 Weyl张量场W[8]可局部地表示为

Wijkl =Rijkl - 1
n-2

(Rjkgil -Rikgjl +gjkRil -gikRjl)+ 1
(n-1)(n-2)

(gjkgil -gikgjl).

二阶无迹对称Bach张量场B[9]可局部地表示为

Bij = 1
n-1

∇k∇lWiklj + 1
n-2

RklWiklj.

类似地,由文献[10]可知,Riemann流形上的Cotton张量场C可局部地表示为

Cijk =∇iRjk -∇jRik - 1
2(n-1)

(gjk∇iR-gik∇jR).

文献[11]证明了Cotton张量场C与 Weyl张量场W 和Bach张量场B的如下关系:

Cijk =-n-2
n-3∑l ∇lWijkl,  ∑

j
∇jBij = n-4

(n-2)2∑j,kCijkRjk. (4)

  设Mn 是一个n=2m+1维的光滑流形,若该流形上存在一个(1,1)-型张量场ϕ、向量场ξ及1-形

式η,满足

ϕ2=-I+η췍ξ,  η(ξ)=1, (5)
则称三元组(ϕ,ξ,η)是一个近切触结构.由式(5)易见ϕξ=0,η췍ϕ=0.赋予近切触结构的流形称为近

切触流形.如果近切触流形上存在Riemann度量g,满足

g(ϕX,ϕY)=g(X,Y)-η(X)η(Y), (6)
则g称为Mn 上的相容度量.赋予相容度量的近切触流形称为近切触度量流形.在式(6)中令Y=ξ,
可得

g(X,ξ)=η(X).
  进一步,定义一个斜对称张量Φ,使得Φ(X,Y)=g(X,ϕY)=-g(ϕX,Y).如果dη=Φ,则η即为

一个切触形式,即η∧(dη)n≠0,此时 Mn 称为切触度量流形.特别地,当ξ是 Killing向量场时,

Mn 称为K-切触度量流形,此时有如下等式成立:
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∇Xξ=-ϕX, (7)

Ric(ξ,X)=2mg(ξ,X). (8)

3 主要结果的证明

3.1 定理1的证明

由文献[2]知,关于任意切向量场X,Y 和势向量场V,有

(LV∇Xg-∇XLVg-∇[V,X]g)(Y,Z)=-g((LV∇)(X,Y),Z)-g((LV∇)(X,Z),Y). (9)
将近RB孤立子方程(1)和射影向量场满足的方程(2)代入式(9),得

-2(∇XRic)(Y,Z)+2∇X(λ+ρR)g(Y,Z)=
g(P(X)Y+P(Y)X,Z)+g(P(X)Z+P(Z)X,Y). (10)

利用Ricci算子Q的定义式Ric(X,Y)=g(QX,Y),式(10)可改写为

-2(∇XQ)Y+2(Xλ)Y+2ρ(XR)Y=2P(X)Y+P(Y)X+g(X,Y)췍P, (11)
其中췍P是使得g(췍P,X)=P(X)成立的向量场.

设{ei}是Mn 上的一个局部标准正交标架场,在式(11)中令Y=ei,并与ei 做内积,再关于i求和

得

∑
n

i=1

(-2g((∇XQ)ei,ei)+2(Xλ)g(ei,ei)+2ρ(XR)g(ei,ei))=

            ∑
n

i=1

(2P(X)g(ei,ei)+2P(ei)g(X,ei)).

注意到

∑
n

i=1
g(Qei,ei)=R,  P(ei)g(X,ei)=P(X),

由向量场X 的任意性,得

ndλ+(ρn-1)dR=(n+1)P, (12)
其中d为外微分算子.同理,在式(11)中令X=ei,再关于i求和,并由Y 的任意性知

2dλ+(2ρ-1)dR=(n+3)P. (13)
结合式(12),(13)可得

P= 2-n
(n-1)(n+2)

dR,  dλ= 2
(n-1)(n+2)-

æ

è
ç

ö

ø
÷ρ dR. (14)

将式(14)代入式(11),得

(∇XQ)Y= 1
(n-1)(n+2)

n(XR)Y+
(n-2)
2

((YR)X+g(X,Y)∇Ræ

è
ç

ö

ø
÷), (15)

其中∇R 为数量曲率R 的梯度.关于X,Y 反对称化作用式(15),得

(∇YQ)X= 1
(n-1)(n+2)

n(YR)X+
(n-2)
2

((XR)Y+g(X,Y)∇Ræ

è
ç

ö

ø
÷),

从而

(∇XQ)Y-(∇YQ)X= 1
2(n-1)

((XR)Y-(YR)X). (16)

于是Cotton张量场C可表示为

C(X,Y,Z)=(∇XQ)Y-(∇YQ)X- 1
2(n-1)

((XR)Y-(YR)X)=0.

结论1)得证.从而由式(4)可知当Cotton张量场C为零时,divB=0.结论2)得证.最后,由式(15)
可得

(∇XRic)(Y,Z)+(∇YRic)(Z,X)+(∇ZRic)(X,Y)=
2

n+2
((XR)g(Y,Z)+(YR)g(X,Z)+(ZR)g(X,Y)), (17)
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再由式(3)可知Ric是共形Killing的.此外,式(17)也可以写为

∇X Ric- 2R
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷g (Y,Z)+ ∇Y Ric- 2R

n+2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷g (Z,X)+ ∇Z Ric- 2R

n+2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷g (X,Y)=0,

从而Ric-2Rn+2g
是Killing的.定理1证毕.

3.2 定理2的证明

在K-切触度量流形中,ξ是Killing的,所以LξQ=0,于是

(LξQ)X=LξQX-Q(LξX)=∇ξQX-∇QXξ-Q(∇ξX-∇Xξ)=(∇ξQ)X-∇QXξ+Q∇Xξ,
从而

(∇ξQ)X=∇QXξ-Q∇Xξ. (18)
将式(7)代入式(18)得

∇ξQ=Qϕ-ϕQ. (19)
在式(16)中令Y=ξ,由于ξ是Killing的,因此ξR=0,从而式(16)可化为

(∇XQ)ξ-(∇ξQ)X=14m
(XR)ξ. (20)

根据Ricci算子Q的定义,式(8)可改写为Qξ=2mξ.对该式沿X 方向求协变导数,并利用式(8)可得

(∇XQ)ξ=QϕX-2mϕX. (21)
整理式(19)~(21),得

ϕQX-2mϕX=14m
(XR)ξ. (22)

用ϕ作用式(22)并利用式(5),(8)可得QX=2mX,即(M2m+1,g)是Einstein流形.定理2证毕.
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