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一类由变分不等式驱动的模糊分数阶
微分包含系统解的存在性

李慧敏,顾海波
(新疆师范大学 数学科学学院,乌鲁木齐830017)

摘要:考虑一类动态模糊系统,该系统由模糊Atangana-Baleanu分数阶微分包含和变分不等

式组成,称为模糊分数阶微分变分不等式(FFDVI),它包括了模糊分数阶微分包含和变分不

等式两个领域的研究,拓宽了模糊环境下的可研究问题,该模型在同一框架内捕获了模糊分

数微分包含和分数微分变分不等式的期望特征.利用 Krasnoselskii不动点定理,得到了

FFDVI在某些温和条件下解的存在性.
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0 引 言

分数阶微积分作为经典整数阶微积分的一种自然推广,近年来备受关注.由于整数阶微分方程具



有一定的局限性,而分数阶模糊微分方程在应用中比整数阶模糊微分方程更贴合实际,因此对分数阶

模糊变分不等式系统的研究很有必要,已广泛应用于电动力学、生物技术、空气动力学、分布式螺旋

桨设计和控制动力系统中[1-8].最常用的分数式积分和微分算子是 Riemann-Liouville,Hadamard,
Grunwald-Letnikov,Caputo和Riesz-Caputo.Atangana和Baleanu[9]引入了一种新的分数阶导数,它

包含由 Mittag-Leffler函数描述的非局部和非奇异核,Atangana-Baleanu分数阶微积分[9-10]是一种强

大的数学工具,可以解释和描述各种复杂的物理现象、化学反应过程、种群动力学行为等问题[11-15].
近年来,Caputo和Fabrizio[16]基于实值函数空间中的幂函数核,引入了Caputo意义上的分数阶

导数新定义如下:

CFDα
a+x(t)=M(α)

1-α∫
t

a
exp- α

1-α
(t-s{ }) ddsx(s)ds,

其中α∈(0,1),M(α)是满足M(0)=M(1)=1的归一化常数.目前,Caputo-Fabrizio(CF)[17-18]分数阶

导数已经在扩散建模和质量弹簧-阻尼器系统领域得到广泛应用.
最近,研究者提出了一个新的分数阶导数概念,基于将CF分数阶导数公式中的函数核exp{z}替

换为函数(一个参数)Eα,1(z),这个概念被称为定义在Caputo意义上的Atangana-Baleanu分数阶导数

(ABC)[9,19]:

ABCDα
a+x(t)=M(α)

1-α∫
t

a
Eα,1 - α

1-α
(t-s)æ

è
ç

ö

ø
÷

α d
dsx
(s)ds,

ABC分数阶导数在传热、变分问题、混沌理论和经济模型等领域应用广泛.
模糊微分包含在人工智能、人口动力学、石油工程、力学、医学等领域[20-21]的不确定现象建模方

面有许多重要应用.最早,Hüllermeier[22]基于在知识系统中的应用,介绍并研究了以下一类模糊微分

包含:

x′(t)∈ [F(t,x(t))]α, α∈ [0,1],

x(0)∈ [x0]α{ .
Guo等[23]建立了模糊脉冲泛函微分包含的一些存在性结果,并在模糊总体模型中提供了一个应用;
Min等[24]研究了一类隐式模糊微分包含,并给出了其在钻井石油工程动力学中的应用;Majumdar
等[25]讨论了模糊微分包含问题在大气和医学控制论中的应用;Liu等[26]进一步讨论了模糊延迟微分

包含;Wu等[27]建立了半线性模糊微分包含的一些存在性结果;Dai等[28]研究了一类通用振子模糊微

分方程;Liu等[26]给出了模糊过程、混合过程和不确定过程的一些基本概念,并发展了一种模糊微积

分,提出了一类新的模糊微分方程;Hung等[29]研究了Banach空间中一类具有可解算子的模糊微分

包含体.
变分不等式理论是优化理论的重要组成部分,它作为一种数学规划工具广泛应用于建模等许多优

化和决策问题中[30-31].但在数学优化、控制理论、运筹学和博弈论等领域中出现许多决策问题,其面

临着不确定性.针对这些不确定性,Zadeh[32]首先提出并研究了模糊集的概念.模糊集理论由于可作

为建模不确定问题的有力工具,也获得了广泛关注.Chang等[33]提出了模糊映射的概念和简单的模糊

变分不等式,而这种模糊变分不等式之所以能引起研究者的广泛关注,是因为它可以解决如图像处

理、接触力学和动态交通网络等问题,包括Chang等[34]引入并研究了由模糊映射驱动的向量拟变分不

等式;Chang[35]证明了模糊向量拟变分类不等式解的存在性;在适当的条件下,Huang等[36]应用

F-KKM定理研究了一类f互补问题;Tang等[37]研究了有限维空间中具有模糊映射的摄动变分不等

式的存在定理.
基于上述分析,本文研究一种新的动态模糊系统,即分数阶模糊变分不等式,该系统由Atangana-

Baleanu模糊分数阶微分包含和变分不等式相结合,即具有Atangana-Baleanu分数阶导数的模糊分数

阶微分变分不等式:
ABC
0 Dγx(t)∈ [F(t,x(t))]α+Q(t,x(t))u(t),t∈ [0,T],

u(t)∈SOL(K,g(t,x(t))+G,φ), t∈ [0,T],

x(a)=x′(a)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(1)
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其中:ABC0 Dγx(t)为Caputo型Atangana-Baleanu分数阶导数,γ∈(1,2];α∈[0,1];x(t):[0,T]→
ℝn;u(t):[0,T]→K,K 是ℝm 空间中的非空紧凸集;F:[0,T]×ℝn→En 为模糊映射;Q:[0,T]×
ℝn→ℝn×m×ℝm;SOL(K,g(t,x(t))+G(·),φ)表示ℝm 空间中以下广义混合变分不等式的解集,
即对给定的t∈[0,T]和x(t)∈ℝn,存在一个u(t)∈K,使得

<g(t,x(t))+G(u(t)),v-u(t)>+φ(v)-φ(u(t))≥0,  ∀v∈K,
式中<·,·>表示ℝm 空间中向量的标准内积,G:K→ℝm*,g:[0,T]×ℝn→ℝn,φ:K → ℝ∶=
ℝ ∪ {+∞}.

本文将给出γ∈(1,2]阶的Atangana-Baleanu型分数阶模糊变分不等式系统解的存在性条件,该

系统可作为模糊分数阶微分包含与之前研究的分数阶微分变分不等式的一些扩展.本文研究拓宽了在

模糊环境下的可研究问题,为发酵动力学等问题的应用研究提供了理论支持.

1 预备知识

设‖·‖是ℝn 空间中的Euclid范数,L1[0,T]为所有Lebesgue可积函数x:[0,T]→ℝn 的

Banach空间,范数定义为 ‖x‖L1 =∫
T

0
‖x(t)‖dt,C[0,T]为所有连续函数x(t):[0,T]→ ℝn 的

Banach空间,范数定义为‖x‖C[0,T]=sup
t∈[0,T]

‖x(t)‖.

设Ξ是基空间X 中的一个非空子集.考虑一个函数ω:X→[0,1]是 X 的一个模糊集,映射

F:Ξ→F(X)是一个模糊映射,其中F(X)是所有模糊集的集合.F(u)(下面用Fu 表示)是每个u∈Ξ
上的模糊集合,Fu(x)是模糊集合Fu 中元素x 的隶属度,定义

[ω]α={x∈X:ω(x)≥α},  α∈ (0,1],

表示X 上的模糊集ω 的α-阶集,并且模糊集的支集[ω]0 定义为[ω]0= ∪
α∈(0,1]

[ω]α,其中 ∪
α∈(0,1]

[ω]α是

∪
α∈(0,1]

[ω]α 的闭包.

设En(E 为一个Banach空间)为表示满足以下假设的ℝn 中所有模糊子集ω 的空间:
(i)ω是正态的,即[ω]1≠Ø;

(ii)supp[ω]0= ∪
α∈(0,1]

[ω]α={x∈ℝn:ω(x)>0}是紧的;

(iii)[ω]α={x∈ℝn:ω(x)≥α}(α∈(0,1])是闭的;
(iv)ω是模糊凸的,即

ω(kv1+(1-k)v2)≥ min{ω(v1),ω(v2)}, ∀v1,v2 ∈ ℝn, k∈ [0,1].
注意到模糊向量空间En 以其特征函数的形式包含了ℝn 的所有非空紧凸子集.显然,模糊向量空间

En 和ℝn 上的模糊集F(ℝn)空间有以下关系:En⊂F(ℝn).
设(Λ,d)是一个度量空间.对∀ξ∈Λ和∀A,B∈2Λ,定义ξ与B 的距离为

d(ξ,B)=
inf
b∈B

d(ξ,B),B≠Ø,

+∞, B=Ø{ ;
(2)

定义A,B 之间的Hausdorff距离为

H(A,B)=max{sup
b∈B

d(b,A),sup
a∈A

d(a,B)}.

若(Λ,d)是完备度量空间,则有(Pf(Λ),W),其中Pf(Λ)是Λ 中所有非空闭子集的空间.在En 上的

度量定义为

W(u,v)=sup{W([ω]α,[ω]α):α∈ [0,1]},  ∀u,v∈En.
则(En,W)是完备的度量空间.

设Ψ:Y→2Y\{Ø}是一个集值映射,其中Y 是Banach空间.若y∈Ψ(y),则称点y∈Y 是Ψ 的不

动点.下面给出Ψ 的性质:

1)若Ψ(y)对所有的y∈Y 为紧(凸,闭)的,则Ψ 有紧(凸,闭)值;
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2)若对于每个y∈Y,集合Ψ(y)是Y 中的一个非空闭子集,并且对任意Y 中的开集V 有Ψ(y)⊂
V,其中在y中有一个开邻域N,使得Ψ(N)⊂V,则Ψ 在Y 上是上半连续(u.s.c)的;

3)若Ψ(V)对任意有界子集V⊂Y 都是相对紧的,则Ψ 是完全连续的.
若Ψ 是有紧值且完全连续的,则是上半连续(u.s.c)的.当且仅当 Ψ 有一个闭图,即xn→x*,

yn→y*和yn∈Ψ(xn)有y*∈Ψ(x*).
设Z是一个可分的度量空间,(I,U)是一个可测空间.若φ-1(V)∈U对任意闭集V⊂Z,其中

φ-1(V)={z∈Z:φ(z)⊆V},则具有闭值的一个集值映射φ:I→2Z\{Ø}称为弱可测的;若φ-1(V)∈U
对任意开集U⊂Z,则具有闭值的一个集值映射φ:I→2Z\{Ø}称为可测的.如果φ有紧值,则φ的弱

可测性和可测性等价.
设γ∈(0,1),b>0,则γ阶Riemann-Liouville分数阶积分定义为

(Iγ
0+x)(t)= 1

Γ(γ)∫
t

0
(t-s)γ-1x(s)ds,  t∈ [0,b],

其中Γ为Gamma函数,定义为Γ(γ)=∫
∞

0
tγ-1e-tdt.γ阶Caputo分数阶导数为

(CDγ
0+x)(t)= 1

Γ(1-γ)∫
t

0
(t-s)-γx′(s)ds, t∈ [0,b], s∈ ℝ+.

函数x:[0,T]→ℝn 从0开始的γ阶的Atangana-Baleanu分数积分定义为

(ABIγ
0x)(t)=1-γ

B(γ)x
(t)+ γ

B(γ)
(Iγ
0x)(t),  t∈ [0,b].

函数x:[0,T]→ℝn 的γ 阶的Caputo型Atangana-Baleanu分数阶导数定义为

(ABCDγ
0x)(t)=B(γ)

1-γ∫
t

0
x′(s)Eγ -γ

(t-s)γ
1-

é

ë
êê

ù

û
úúγ ds, t∈ [0,b], s∈ ℝ+,

其中B(γ)是一个满足B(0)=B(1)的标准归一化正函数,Eγ 是 Mittag-Leffler函数,定义为

Eγ(z)=∑
∞

n=0

zn

Γ(nγ+1)
,

  设γ∈(m,m+1],m∈N0,b>0,函数x(n)为n阶导数.设δ=γ-n,δ∈(0,1].则γ阶的Caputo
型Atangana-Baleanu分数阶导数定义为

(ABCDγ
0x)(t)=(ABCDδ

0x(n))(t).
由x(0)(t)=x(t),对γ∈(0,1)有(ABCDγ

0x)(t)=(ABCDγ
0x)(t).相应的分数积分由下式给出:

(ABCIγ
0x)(t)=Im

0(ABCIγ
0x)(t).

对x(t)∈[0,T],γ∈(m,m+1],存在m∈N0,有

(ABCIγ
0
ABCDγ

0x)(t)=x(t)-∑
m

k=0

x(k)

k!
(t-0)k.

  给定一个Banach空间E,用C([0,b];E)表示从[0,b]到E 所有连续函数的空间.设X 和Y 是

两个拓扑向量空间,D 是X 的子集,用2X 表示X 中的所有子集的集合,则:
(i)函数A:X→[0,1],称为X 上的模糊集,并用F(X)表示X 上所有模糊集的集合;
(ii)从D→F(Y)的函数F,即F:D→F(Y),称为D 上的模糊映射.
注1 如果F:D→F(Y)是模糊映射,则对任意x∈D,F(x)∈F(Y)是Y 上的模糊集,即F(x)是

从Y 映射到[0,1]的函数.对任意y∈Y,通常Fx(y)称为y在模糊集合Fx 上的隶属度,其中对所有

x∈D和y∈Y 有Fx(y)=F(x,y).
定义1 若函数x∈(C[0,T],En),可积函数u:[0,T]→K 和函数f∈S1췍F(x)满足:

x(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
[f(s)+Q(s,x(s))u(s)]ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1[f(s)+Q(t,x(s))u(s)]ds,

<g(t,x(t))+G(u(t)),v-u(t)>+φ(v)-φ(u(t))≥0, ∀v∈K, t∈[0,T]
{ .
其中,
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S1췍F(x)={f∈L1([0,T],ℝn):f(t)∈췍F(t,x(t))=[F(t,x(t))]α,t∈ [0,T]}. (3)
则称函数对(x,u)是系统(1)的解,x称为温和轨迹,u是变分控制轨迹.

定义2 设Φ:[0,T]×ℝn→2ℝ
n,定义为

Φ(t,x(t))={Q(t,x(t))u(t):u(t)∈SOL(K,g(t,x(t))+G,φ)}, (4)
其中

SOL(K,g(t,x(t))+G,φ)={u∈K:<g(t,x(t))+G(u(t)),v-u(t)>+
φ(v)-φ(u(t))≥0,∀v∈K}, (5)

x(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
[f(s)+g(s)]ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1[f(s)+g(s)]ds,

f∈S1췍F(x),g∈S1Φ(x),且

S1Φ(x)={z∈L1([0,T],ℝn):z(t)∈Φ(t,x(t)),t∈ [0,T]}. (6)

  定义3[15] 设Λ为一个度量空间.一个集值映射Φ:Λ→2Λ 有闭值,且若存在一个常数ω∈(0,1),
使得

H(Φ(x),Φ(y))≤ω‖x-y‖,  ∀x,y∈Λ.
则该映射称为Λ上的集值收缩.

定义4[15] 若对任意α∈[0,1],有具有紧凸值的集值映射[Ft]α:[0,T]→2ℝ
n
\{Ø}是Lebesgue

可测的,则模糊映射F:[0,T]→En 称为是强可测的.
定义5[15] 设(X,‖·‖)是一个Banach空间,若具有有界闭值的集值映射 Ψ:[0,T]×X→

2X\{Ø}满足下列条件:

1)对任意x∈X,映射t Ψ(t,x)是可测的;

2)对任意t∈[0,T],映射x Ψ(t,x)是上半连续(u.s.c)的.
则Ψ 称为Carathéodory的.此外,若Ψ 满足以下条件:对每个r>0,存在一个函数φr∈L1([0,T],

ℝ+),使得

‖Ψ(t,x)‖=sup{‖z‖:z∈Ψ(t,x(t))}, t∈ [0,T], ‖x‖ ≤r.
则Ψ 称为L1-Carathéodory.

定义6[15] 给定一个Banach空间X,如果dim(X)<∞和Ψ:[0,T]×X→2X\{Ø}是一个具有有

界闭值的L1-Carathéodory集值映射,则对任意x∈X,有

S1Ψ(x)={z∈L1([0,T],X):z(t)∈Ψ(t,x(t)),t∈ [0,T]}≠Ø.
  引理1[17] 设ω∈En,则:

1)对一切α∈[0,1]有Ø≠[ω]α⊂ℝn 是紧凸集;

2)当0≤α1≤α2≤1时,有[ω]α1⊂[ω]α2;

3)若一个非递减序列{αk}趋近α,则[ω]α=∩
k≥1
[ω]αk.

如果集族{Aα:0≤α≤1}⊂ℝn 满足1)~3),则存在ω∈En,使得

[ω]0= ∪
α∈(0,1]

Aα ⊂A0,  [ω]α=Aα(α∈ [0,1]).

  引理2[18] 给定一个Banach空间Y,设Ψ:Y→2Y 是一个集值映射.对任何给定的y∈Y,如果

Ψ(y)是紧的,则 Ψ 在y∈Y 是上半连续(u.s.c.)的,当且仅当当yn→y时有序列{yn}⊂Y,对任意

zn∈Ψ(yn),存在z∈Ψ(y)和zn 的子序列znk
,使得znk→z.

引理3[18] 设A1,A2:[0,T]→2ℝ
n
是两个可测映射,在Hausdorff度量W 中具有紧值,f:[0,T]→

ℝn 是A1 的一个可测选择.则存在一个可测选择g:[0,T]→ℝn,使得对所有的t∈[0,T],有

‖f(t)-g(t)‖ ≤W(A1(t),A2(t)).
  引理4[18] 设X 是一个可分的Banach空间,具有有界闭值的集值映射Ψ:[0,T]×X→2X\{Ø}
满足以下条件:

1)对每个x∈X,Ψ(·,x)是可测的;

622   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



2)对每个t∈[0,T],有

W(Ψ(t,x),Ψ(t,y))≤ψ(t,‖x-y‖),  ∀x,y∈X,
其中ψ:[0,T]×[0,+∞)→[0,+∞)是单值函数,ψ(·,s)对任意s≥0是可测的,ψ(t,·)对任意

t∈[0,T]是右连续不递减的,对任意s>0,t∈[0,T],有ψ(t,s)<s.
则对任何可测的ω:[0,T]→X,具有有界闭值的集值映射Ψ(t,ω(t)):[0,T]→2X\{Ø}是可测的.
引理5[18] 设X 和Y 是两个度量空间,Ψ:ℝn→2ℝ

n
是集值映射,对任意闭集C⊂Y,有X 中的闭

集Ψ- (C)∶={x∈X:Ψ(x)∩C≠Ø}存在,则Ψ 是上半连续的.
引理6[9] 设E 是一个Banach空间,Ω≠Ø 是另一个Banach空间的子集,集值映射 Ψ:Ω→

2E\{Ø}有弱紧凸值,并且当xn→x0∈Ω 时,有{xn}⊂Ω,yn∈Ψ(xn)且yn→y0∈Ψ(x0)弱收敛到子序

列,则Ψ 是弱上半连续映射.
引理7[9] 给定一个Banach空间X,设Ψ:[0,T]×X→2X\{Ø}是一个具有有界闭值且S1ψ(x)≠

Ø 的Carathéodory集值映射.设 Θ:L1([0,T],X)→C([0,T],X)是一个线性连续映射,其上算

子定义为

Θ췍S1ψ:C([0,T],X)→2C([0,T],X),  x (Θ췍S1ψ)(x)=Θ(S1ψ),
则在C([0,T],X)×C([0,T],X)上有一个闭图.

引理8(Krasnoselskii不动点定理)[19] 设Br(0)和Br(0)分别表示以原点为中心和半径为r的

Banach空间X 中的开球和闭球,如果A:Br(0)→2X\{Ø}是具有有界闭凸值的集值映射,B:Br(0)→
2X\{Ø}是具有紧凸值条件的集值映射,且A 是一个集值收缩,B 是上半连续的(u.s.c.)和完全连续

的.则下列结论之一成立:
(i)A+B 在Br(0)上有一个不动点存在;
(ii)存在一个元素u∈X,‖u‖=r,使得λx∈Ax+Bx(其中λ>1).

2 模糊混合变分不等式解集的性质

设ℝm 是一个实自反Banach空间,其对偶空间为ℝm*,K 是ℝm 的一个非空闭凸子集.ℝn 为可

分的Banach空间.首先考虑下列广义混合变分不等式(Ⅵ):找到u∈K,使得

<ω+G(u),v-u>+φ(v)-φ(u)≥0,  ∀v∈K, (7)
其中ω∈ℝm*,G:K→ℝm* .为简单,用SOL(K,ω+G(·),φ)表示混合变分不等式(7)的解集.

引理9[38] 假设 H(G):G∶ℝm→ℝm* 在 K 上是单调的和半连续的;H(φ):φ:ℝm → ℝ∶=
ℝ ∪ {+∞}.则存在一个u∈K,使得u∈SOL(K,ω+G(·),φ)当且仅当u是下列Minty混合变分不

等式问题的解:
<ω+G(v),v-u>+φ(v)-φ(u)≥0,  ∀v∈K. (8)

  定理1 假设 H(G)和H(φ)满足引理9的条件,且假设H(S):H(SOL(K,ω+G(·),φ)):存在

v*∈K∩D(φ),使得

liminf
u∈K,‖u‖ℝm→∞

<G(u),u-v*>+φ(u)-φ(v*)
‖u‖ℝm

→ ∞, (9)

则SOL(K,ω+G(·),φ)对任意ω∈ℝm* 是有界非空闭凸的.
证明:由K 的定义知,其为自反Banach空间ℝm 的一个闭凸子集,因此由文献[2]中定理4.1可

知,SOL(K,ω+G(·),φ)是非空的.下面证明SOL(K,ω+G(·),φ)是有界的.
反证法.假设存在一个序列{un}⊂SOL(K,ω+G(·),φ),使得当n→∞时,有‖un‖ℝm→∞.对

任意n∈ℕ有‖un‖>n.由式(9)知,存在一个函数r:ℝ+→ℝ+,使得当k→+∞时,有r(k)→+∞,
并存在常数M>0,使得对任意‖u‖ℝm≥M,有

<G(u),u-v*>+φ(u)-φ(v*)≥r(‖u‖ℝm)u‖ℝm .
因此,如果n足够大,使得
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r(n)> ‖ω‖ℝm* ‖v*‖ℝm

n +‖ω‖ℝm* ,

则有

0≤<G(un)+ω,v* -un>+φ(v*)-φ(un)≤
[‖ω‖ℝm* -r(‖un‖ℝm)]‖un‖ℝm +‖ω‖ℝm* ‖v*‖ℝm <0,

矛盾.因此,SOL(K,ω+G(·),φ)是有界的.下面证SOL(K,ω+G(·),φ)对任意ω∈ℝm* 是闭凸的.
设序列{un}⊂SOL(K,ω+G(·),φ),使得在K 中有un→u.则对任意n∈ℕ,有

<G(un)+ω,v-un>+φ(v)-φ(un)≥0,  ∀v∈K, (10)
由引理9,式(10)可等价为

<G(·)+ω,v-un>+φ(v)-φ(un)≥0,  ∀v∈K, (11)
因为在K 中有un→u,代入式(11)可得

<G(·)+ω,v-u>+φ(v)-φ(u)≥0,  ∀v∈K,
再由引理9可得u∈SOL(K,ω+G(·),φ),因此SOL(K,ω+G(·),φ)是闭的.同理,可通过φ的凸

性证明SOL(K,ω+G(·),φ)是凸的.证毕.
实际上,SOL(K,ω+G(·),φ)的有界性取决于ω的有界性.
定理2 在定理1的假设下,对所有的w∈췍B(n,ℝm*)={w∈ℝm*:‖ω‖ℝm* ≤n},存在一个依

赖于n的常数Mn>0,使得

‖u‖ℝm ≤Mn,  ∀u∈SOL(K,ω+G(·),φ). (12)

  证明:反证法.假设存在N0>0,有

sup
w∈췍B(N0,ℝ

m* )

{‖u‖ℝm:u∈SOL(K,ω+G(·),φ)}=+∞.

从而存在ωk∈췍B(N0,ℝm*),uk∈SOL(K,ωk+G(·),φ),使得‖uk‖ℝm>k(k=1,2,…).根据假设

条件 H(S)可知,存在一个函数r:ℝ+→ℝ+,使得当k→+∞时,有r(k)→+∞,存在一个常数

M>0,使得对于任意‖u‖ℝm≥M,有

<G(u),u-v*>+φ(u)-φ(v*)≥r(‖u‖ℝm)‖u‖ℝm .

因此,对于k>M 足够大,使得r(k)>N0‖v*‖ℝm

k +N0,有

0≤<G(uk)+ωk,v* -uk>+φ(v*)-φ(uk)≤
[‖ωk‖ℝm* -r(‖uk‖ℝm)]‖uk‖ℝm +‖ωk‖ℝm* ‖v*‖ℝm ≤
[N0-r(‖uk‖ℝm)]‖uk‖ℝm +N0‖v*‖ℝm <0,

矛盾.证毕.
设g:[0,T]×ℝn→ℝm* .集值映射U:[0,T]×ℝn→P(K)定义为

U(t,x)∶={u∈K:u∈SOL(K,g(t,x)+G(·),φ)}. (13)
根据定理2可知,对任意(t,x)∈[0,T]×ℝn,U(t,x)是非空有界闭凸的.

定理3 在定理1的假设下,若函数g:[0,T]×ℝn→ℝm* 是一个有界的(即它将有界集映射为有

界集)连续函数,则:

1)U 是弱的上半连续的;

2)对于C([0,T];ℝn)的每个有界子集Ω,存在一个常数MΩ,使得

‖U(t,x(t))‖∶=sup{‖u‖ℝm,u∈U(t,x(t))}≤MΩ, ∀t∈ [0,T], x∈Ω. (14)

  证明:用引理5证明u的上半连续性.对任意弱闭集C⊂ℝm,设(tn,xn)∈[0,T]×ℝn 满足当

n→∞时,有(tn,xn)→(t*,x*),且

(tn,xn)∈U-1(C)∶={(t,x):C∩U(t,x)≠Ø}.
因此,对任意n∈ℕ,存在un∈C∩U(tn,xn),使得

<g(tn,xn)+G(un),v-un>+φ(v)-φ(un)≥0,  ∀v∈K, (15)
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由引理9,式(15)可等价于

<g(tn,xn)+G(·),v-un>+φ(v)-φ(un)≥0,  ∀v∈K, (16)
根据g的连续性和定理2知{un}是有界的.在一般情况下,由ℝm 的自反性,假设在ℝm 中um→u*∈
C.将limsup代入式(16),有

<g(t*,x*)+G(·),v-u*>+φ(v)-φ(u*)≥0,  ∀v∈K.
再利用引理9可知,u*∈U(t*,x*)∩C在C 中是弱闭性的,即

(t*,x*)∈U-1(C)∶={(t,x):C∩U(t,x)≠Ø},
从而U 是弱上半连续的.

对于C([0,T];ℝn)的任意有界子集Ω,由g的有界性知,在ℝm 中有

gΩ∶={g(t,x(t)):t∈ [0,T],x∈Ω}.
从而由定理2知对任意t∈[0,T],x∈Ω,有U(t,x(t))是有界的,因此,存在一个常数 MΩ>0,使得

式(14)成立.证毕.

3 温和解的存在唯一性

下面研究基于Krasnoselskii不动点定理的集值版本的系统(1)解的存在性.假设:

H(ψ):对任意t∈[0,T],有x1,x2∈ℝn,W(F(t,x2)
,F(t,x1)

)≤ψ(t,‖x2-x1‖),其中ψ:[0,T]×
[0,+∞)→[0,+∞)是单值函数,ψ(·,s)对任意s≥0是可测的,ψ(t,·)对任意t∈[0,T]是右连续不

递减的,对任意s>0,t∈[0,T],ψ(t,s)<s;

H(F(·,x)):对任意x∈ℝn,F(·,x)都有强可测性;

H(pr):对任意r>0,存在pr∈L1([0,T],ℝ+),使得对任意t∈[0,T],有

‖F(t,x)‖ ≤ {f:f(t)∈췍F(t,x)}≤pr(t),

且对任意x∈ℝn 有x≤r,其中‖F‖=H(F,～0),～0表示模糊集,定义为当y≠0时 ～0(y)=0,当y=0

时 ～0(y)=1;
H(Q):函数Q:[0,T]×ℝn→ℝn×m×ℝm 是连续函数,使得

‖Q(t,x)‖ ≤ηQ, ∀t∈ [0,T], x∈ ℝn,
其中ηQ>0;

H(U):‖U(t,x(t))‖∶=sup{‖u‖ℝm,u∈U(t,x(t))}≤MΩ.

注2 由假设 H(Q),H(U)与式(2)中Φ:[0,T]×ℝn→2ℝ
n
的定义为非空紧凸值的上半连续的集

值映射[35],可得

‖Φ(t,x)‖=sup{‖ω‖:ω∈Φ(t,x)}≤ ‖Q(t,x)‖MΩ ≤ηQMΩ. (17)

  引理10 假设 H(ψ)成立,则集值映射췍F:[0,T]×ℝn→2ℝ
n
定义为

췍F(t,x)=[F(t,x)]α={y∈ ℝn:F(t,x)(y)≥α},
具有非空紧凸值,且对任意t∈[0,T],췍F(t,·)为上半连续(u.s.c.)的.此外,对任意b∈췍F(t,x),
x∈ℝn,有

‖b‖ ≤ ‖x‖+‖췍F(t,0)‖,  t∈ [0,T].
  证明:类似于文献[39]中引理2.2可知,췍F 是具有非空紧凸值的集值映射,则只需证明췍F 是上半

连续的集值映射.
对任意给定的ε>0,t∈[0,T],x1∈ℝn,췍F(t,x)的邻域可定义为

N(췍F(t,x1),ε)={z∈ ℝn:d(z,췍F(t,x1))<ε},
其中距离d,W 定义如式(2).设V={x∈ℝn:‖x-x1‖<ε}是x1 的邻域.根据假设 H(ψ),对任意

x1∈V,a∈췍F(t,x2),有

d(a,췍F(t,x1))≤W(췍F(t,x1),췍F(t,x2))=W([F(t,x1)
]α,[F(t,x2)

]α)≤

W(F(t,x2)
,F(t,x1)

)≤ψ(t,‖x2-x1‖)≤ ‖x2-x1‖ <ε,
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所以췍F(t,V)⊂N(췍F(t,x1),ε),因此对任意t∈[0,T],有췍F(t,·)为上半连续(u.s.c.)的.
下面证明第二个结论成立.设有任意x∈ℝn.根据三角形不等式和假设 H(ψ),则有

‖b‖ ≤ ‖췍F(t,x)‖=W(췍F(t,x),0)≤W(췍F(t,x),췍F(t,0))+W(췍F(t,0),0)=
W([F(t,x)]α,[F(t,0)]α)+‖췍F(t,0)‖ ≤
W(F(t,x),F(t,0))+‖췍F(t,0)‖ ≤

ψ(t,‖x‖)+‖췍F(t,0)‖ ≤ ‖x‖+‖췍F(t,0)‖,
因此对任意t∈[0,T],结论成立.

引理11 设 H(Q)和 H(U)成立,则对任意x∈ℝn,t Φ(t,x)都是可测的,其中Φ 定义

如式(4).
证明:由文献[18]中命题19.3知,只需证明对任意x,y∈ℝn,t d(y,Φ(t,x))是可测的.因此

需先证明对任意λ≥0,Lλ={t∈[0,T]:d(y,Φ(t,x)>λ}都是可测的.事实上,若能证明Lλ 是开的,
则结论自然成立.

设{tn}⊂(Lλ)C=[0,T]\Lλ,使得tn→t.对任意n∈ℕ有d(y,Φ(t,x))≤λ.因为对任意(t,x)∈
[0,T]×ℝn,Φ(t,x)是非空紧凸的,由注2可知,对任意n∈ℕ,存在zn∈Φ(tn,x),使得

‖y-zn‖ <λ+1n
,

‖zn‖ ≤ηQMΩ.
所以存在一个{zn}的收敛子序列(为简单,仍记为{zn}本身),使得{zn}→z∈K.由定理3知

z∈Φ(t,x).从而有

d(y,Φ(t,x))≤ ‖z-y‖=lim
n→∞
‖zn -y‖ ≤λ,

则t⊂(Lλ)C 且[0,T]\Lλ 是闭的.因此,对任意λ≥0,Lλ 都是开的.表明对任意 x∈ℝn 有

t d(y,Φ(t,x))是可测的.
引理12 设上述假设都成立,则S1췍F(x)≠Ø,S1Φ(x)≠Ø,其中S1췍F(x),S1Φ(x)分别如式(3),(6)所

定义.
证明:第一步需证明S1췍F(x)≠Ø,根据假设 H(pr)和文献[39]中定理3.3知,对任意r>0,

x∈ℝn,t∈[0,T],当‖x‖≤r时,有

‖F(t,x)‖=H(F(t,x),～0)= sup
y∈[F(t,x)]0

‖y‖ ≤pr(t).

由引理1知,
[F(t,x)]α ⊂ [F(t,x)]0 (α∈ [0,1]).

因此

‖췍F(t,x)‖=sup{‖z‖:z∈췍F(t,x)=[F(t,x)]α}≤pr(t). (18)

结合 引 理9,由 假 设 H(F(·,x))和 式(18)知,췍F:[0,T]×ℝn→2ℝ
n
是 一 个 具 有 有 界 闭 值 的

L1-Carathéodory集值映射.因此,定义6表明S1췍F(x)是非空的.
第二步证明S1췍F(x)≠Ø,由定理1即得证.
引理13 若上述假设条件都成立,且存在一个常数r>0,使得

r>

(2-γ)(L+ηQMΩ)T
B(γ-1) +

(γ-1)(L+ηQMΩ)
B(γ-1)Γ(γ) Tγ

1-
(2-γ)T
B(γ-1)+

(γ-1)Tγ

B(γ-1)Γ(γ
é

ë
êê

ù

û
úú)

, (19)

(2-γ)T
B(γ-1)+

(γ-1)Tγ

B(γ-1)Γ(γ)<1.

其中L=sup
t∈[0,T]

‖췍F(t,0)‖,则模糊变分不等式系统(1)在[0,T]上至少存在一个解.

证明:设

Br(0)={x∈ (C[0,T],En):x<r},  Br(0)={x∈C[0,T]:x≤r},
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其中r满足不等式(19).在Br(0)上定义两个集值映射A 和B:

Ax= u∈C[0,T]:u(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f(s)d{ }s , (20)

Bx= u∈C[0,T]:u(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
g(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1g(s)d{ }s , (21)

其中u∈C[0,T],t∈[0,T],f∈S1췍F(x),g∈S1Φ(x),S
1
췍F(x),S1Φ(x)如式(3),(6)所定义.由引理12可

知,S1췍F(x),S1Φ(x)定义是有效的.由定义2、式(20),(21)和引理8可知,证明A+B 有一个不动点等

价于找到模糊变分不等式系统(1)的解.下面证明A+B 在Br(0)中有一个不动点,分五步证明.

1)证明对任意x∈Br(0)有Ax是有界闭凸集.设任意x∈Br(0),u∈Ax,则有f∈S1췍F(x),使得

u(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f(s)ds,  t∈ [0,T].

根据假设 H(pr)和式(18),有

‖u(t)‖ ≤ 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1 f(s)ds≤

2-γ
B(γ-1)+

γ-1
B(γ-1)

tγ-1

Γ(γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

)∫
t

0
f(s)ds≤

2-γ
B(γ-1)+

γ-1
B(γ-1)

tγ-1

Γ(γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ‖f‖L1,

对任意t∈[0,T],取t的上限,有

‖u‖C[0,T]≤ 2-γ
B(γ-1)+

γ-1
B(γ-1)

Tγ-1

Γ(γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ‖f‖L1.

因此,对任意x∈Br(0),Ax是有界的.
再设{yn}⊂Ax,yn→y,则存在一个序列{fn}⊂S1췍F(x),fn→f,使得

yn(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
fn(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1fn(s)ds,  t∈ [0,T].

根据引理10可知,对任意(t,x)∈[0,T]×ℝn,췍F(t,x)是闭的.若췍F 有闭值,则S1췍F(x)是闭的.所以

对f∈S1췍F(x),有

y(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f(s)ds,  t∈ [0,T].

因此,Ax对任意x∈Br(0)是闭的.
为证明A 的凸性,设u1,u2∈Ax,则有f1,f2∈S1췍F(x),使得

u1(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f1(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f1(s)ds,  t∈ [0,T],

u2(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f2(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f2(s)ds, t∈ [0,T].

因此,对任意λ∈[0,1],有

λu1(t)+(1-λ)u2(t)=λ 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f1(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f1(s)dæ

è
ç

ö

ø
÷s +

(1-λ) 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f2(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f2(s)dæ

è
ç

ö

ø
÷s =

2-γ
B(γ-1)∫

t

0
(λf1(s)+(1-λ)f2(s))ds+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1(λf1(s)+(1-λ)f2(s))ds.

根据引理10可知,对任意(t,x)∈[0,T]×ℝn,췍F(t,x)是凸的.由文献[40]中注2.1可知,当且仅当

S1췍F 是凸集时,췍F(t,x)为凸集.因此,有

λf1(t)+(1-λ)f2(t)∈S1췍F(x).
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因为λu1(t)+(1-λ)u2(t)∈Ax,所以A 在Br(0)上有凸值.综上,A:Br(0)→2C[0,T]是一个非空有界

闭凸值的集值映射.
2)证明A 是Br(0)上的一个集值收缩映射.

对任意 x1,x2∈Br(0),x1≠x2,若 H(ψ),H(F(·,x))成立且满 足 引 理4的 条 件,则 可 得

췍F(t,x1(t))和췍F(t,x2(t))是可测的.另一方面,对任意e1∈Ax1,存在f1∈S1췍F(x),使得

e1(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f1(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f1(s)ds,  t∈ [0,T]. (22)

由式(8)、引理4和引理10可知,存在一个可测选择f2∈췍F(t,x2(t)),使得对任意t∈[0,T],有

‖f1(t)-f2(t)‖ ≤H(췍F(t,x1(t)),췍F(t,x2(t)))< ‖x1(t)-x2(t)‖. (23)
根据假设 H(pr)和式(18),可得‖f2(t)‖≤pr(t)且f2(t)是Lebesgue可积的.设

e2(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
f2(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1f2(s)ds,  t∈ [0,T], (24)

其中e2∈Ax2.此外,由式(22)~(24)有

‖e1(t)-e2(t)‖= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
(f1(s)-f2(s))ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1(f1(s)-f2(s))ds ≤

2-γ
B(γ-1)∫

t

0
‖f1(s)-f2(s)‖ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖f1(s)-f2(s)‖ds<

2-γ
B(γ-1)∫

t

0
‖x1(s)-x2(s)‖ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖x1(s)-x2(s)‖ds≤

2-γ
B(γ-1)

‖x1-x2‖C[0,T]+ γ-1
B(γ-1)

tγ

Γ(γ)‖x1-x2‖C[0,T].

因此,

‖e1-e2‖C[0,T]=sup
0≤t≤T

‖e1(t)-e2(t)‖ ≤

2-γ
B(γ-1)

‖x1-x2‖C[0,T]+ γ-1
B(γ-1)

Tγ

Γ(γ)‖x1-x2‖C[0,T].

从而可得

d(e1,Ax2)=inf
e2∈Ax2

‖e1-e2‖C[0,T]≤

2-γ
B(γ-1)

‖x1-x2‖C[0,T]+ γ-1
B(γ-1)

Tγ

Γ(γ)‖x1-x2‖C[0,T].

因为e1∈Ax1 是任意的,所以有

sup
e1∈Ax1

d(e1,Ax2)≤ 2-γ
B(γ-1)

‖x1-x2‖C[0,T]+ γ-1
B(γ-1)

Tγ

Γ(γ)‖x1-x2‖C[0,T].

同理可得

sup
e2∈Ax2

d(Ax1,e2)≤ 2-γ
B(γ-1)

‖x1-x2‖C[0,T]+ γ-1
B(γ-1)

Tγ

Γ(γ)‖x1-x2‖C[0,T].

使用Hausdorff度量的定义,可得

W(Ax1,Ax2)≤ ‖x1-x2‖C[0,T]
2-γ

B(γ-1)+
γ-1

B(γ-1)
Tγ

Γ(γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) .

表明当 2-γ
B(γ-1)+

γ-1
B(γ-1)

Tγ

Γ(γ)<1
时,A 是Br(0)上的一个集值收缩映射.

3)证明B 是完全连续的,且在Br(0)上有紧凸值.

设Ω 是Br(0)的一个子集.对任意x∈Ω 有‖x‖≤r.首先需证明B(Ω)是一致有界的.设有任意

x∈Ω,对一切u∈Bx,存在g∈S1Φ(x),使得

u(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
g(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1g(s)ds.

若注2成立,则可得

232   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



‖u(t)≤ 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
‖g(s)‖ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖g(s)‖ds≤

2-γ
B(γ-1)∫

t

0
ηQMΩds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1ηQMΩds≤

2-γ
B(γ-1)ηQMΩT+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)ηQMΩTγ ≤

ηQMΩ
2-γ

B(γ-1)
T+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)T

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ ,

对任意t∈[0,T],x∈Ω.因此,B(Ω)是一致有界的.下面证明在Ω∈Br(0)中B(Ω)是等度连续的.设

0≤τ1≤τ2≤T,x∈Ω.对任意y∈Bx,有

y(τi)= 2-γ
B(γ-1)∫

τi

0
g(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

τi

0
(τi-s)γ-1g(s)ds,  i=1,2,

其中g(·)∈S1Φ(x).由

y(τ2)-y(τ1)= 2-γ
B(γ-1)∫

τ2

τ1
g(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

τ2

τ1

(τ2-s)γ-1g(s)d( s+

∫
τ1

0
((τ2-s)γ-1-(τ1-s)γ-1)g(s)d )s ,

再由(τ2-s)γ-1≤(τ1-s)γ-1且γ-1<0,可得

‖y(τ2)-y(τ1)‖ ≤ 2-γ
B(γ-1)∫

τ2

τ1
‖g(s)‖ds+∫

τ2

τ1

(τ2-s)γ-1‖g(s)‖d( s+

∫
τ1

0
(τ2-s)γ-1-(τ1-s)γ-1 ‖g(s)‖d )s ≤

2-γ
B(γ-1)ηQMΩ(τ2-τ1)+ γ-1

B(γ-1)
ηQMΩ

Γ(γ)×

∫
τ2

τ1

(τ2-s)γ-1ds+∫
τ1

0
((τ2-s)γ-1-(τ1-s)γ-1)d( )s =

ηQMΩ(2-γ)(τ2-τ1)
B(γ-1) + γ-1

B(γ-1)
ηQMΩ

Γ(γ+1)
((τ2-τ1)γ+τγ

1+(τ2-τ1)γ-τγ
2)≤

2-γ
B(γ-1)ηQMΩ(τ2-τ1)+ γ-1

B(γ-1)
2ηQMΩ

Γ(γ+1)
(τ2-τ1)γ,

表明在Ω∈Br(0)中B(Ω)是等度连续的.根据Arzela-Ascoli定理可知,B(Ω)是相对紧的.因此,B 在

Br(0)上是完全连续的.与1)的证明类似,可知B 在Br(0)上有闭凸值.此外,若Ω={x}且x∈Br(0),

则Bx也是相对紧的.所以Bx 在Br(0)上是紧的.因此B 是完全连续的,并且B 在Br(0)上有紧

凸值.
4)证明B 有闭图.
设{xn}是Br(0)中的一个序列,使得xn→x*,yn∈Bxn,yn→y*.需证明y*∈Bx*.由yn∈Bxn

知,存在gn∈S1Φ(x),使得

yn(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
gn(s)ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1gn(s)ds,  t∈ [0,T].

显然有

‖yn -y*‖C[0,T]→0,  n→ ∞.
考虑连续线性算子Θ:L1[0,T]→C[0,T],定义为

(Θg)(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
g(s)ds+ γ

B(γ)Γ(γ)∫
t

0
(t-s)γ-1g(s)ds.

由Θ 的定义可知yn(t)∈Θ췍S1Φ(xn).由式(17)、引理11和引理12可知,Φ 是一个有紧值的

Carathéodory集值映射,且S1Φ(x)≠Ø.此外,由引理7可知Θ췍S1Φ 有一个闭图.由xn→x*,yn→y*

知,存在g*∈S1Φ(x*),使得y*=Θg*.从而y*∈Bx*,且B 有一个闭图.
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5)证明引理8的第二个结论不成立.
设u∈Br(0)是当λ>1时λu∈Au+Bu 的温和解,且‖u‖C[0,T]=r.则存在 f∈S1췍F(x),

g∈S1Φ(x),使得

λu(t)= 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
[f(s)+g(s)]ds+ γ-1

B(γ-1)
1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1[f(s)+g(s)]ds.

由引理9和式(2),可得

‖u(t)‖ ≤ ‖λu(t)‖ ≤ 2-γ
B(γ-1)∫

t

0
‖f(s)‖ds+ 2-γ

B(γ-1)∫
t

0
‖g(s)‖ds+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖f(s)‖ds+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖g(s)‖ds≤

2-γ
B(γ-1)∫

t

0
(‖u(s)‖+‖췍F(s,0)‖)ds+ 2-γ

B(γ-1)∫
t

0
‖ηQMΩ‖ds+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1(‖u(s)‖+‖췍F(s,0)‖)ds+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)∫

t

0
(t-s)γ-1‖ηQMΩ‖ds≤

T(2-γ)
B(γ-1)

(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)+

γ-1
B(γ-1)

1
Γ(γ)T

γ(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)=

(2-γ)(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)
B(γ-1)

T+
(γ-1)(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)

B(γ-1)Γ(γ) Tγ,

其中L=sup
t∈[0,T]

‖췍F(t,0)‖.取t的上限得

‖u‖C[0,T]≤
(2-γ)(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)

B(γ-1)
T+

(γ-1)(‖u‖C[0,T]+L+ηQMΩ)
B(γ-1)Γ(γ) Tγ, (25)

将‖u‖C[0,T]=r代入不等式(25)得

r≤

(2-γ)(L+ηQMΩ)
B(γ-1)

T+
(γ-1)(L+ηQMΩ)

B(γ-1)Γ(γ) Tγ

1-
(2-γ)T
B(γ-1)+

(γ-1)Tγ

B(γ-1)Γ(γ
é

ë
êê

ù

û
úú)

,

与式(19)矛盾.因此,引理8的结论(ii)不成立,结论(i)成立,从而模糊变分不等式系统(1)有一个解

x在([0,T],En)上.证毕.
综上所述,本文研究了模糊Atangana-Baleanu分数阶微分包含和模糊混合变分不等式组成的一类

动态模糊系统———分数阶微分模糊变分不等式,它可以作为模糊分数微分包含和分数微分变分不等式

的一些扩展.本文结果拓宽了在模糊环境下可研究的问题,适用于发酵动力学的研究,其中Atangana-
Baleanu分数阶微分方程描述了细胞外代谢物的进化,模糊广义混合变分不等式SOL(K,g(t,x(t))+
G(·),φ)表明了细胞代谢与其不确定环境之间的联系,证明了系统中所涉及的混合变分不等式的解集

是非空有界闭凸的,构造了所需的假设条件,并证明了模糊变分不等式中解的存在性,同时利用

Krasnoselskii不动点定理研究了该系统解(x,u)的存在性.
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