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迹逼近可除性关于中心大子代数的遗传性

啜 佩,赵 霞
(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:在C*-代数无可分条件的情形下,基于迹逼近可除的定义,利用中心大子代数的结构

性质,证明迹逼近可除性关于中心大子代数具有遗传性.设 A 是一无限维有单位元的单

C*-代数,B 是A 的中心大子代数,若B 有迹逼近可除性,则A 也有迹逼近可除性.
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Abstract:WithouttheseparabilityconditionforC*-algebras,basedonthedefinitionoftracial
approximatedivisibility,andbyemployingthestructuralpropertiesofcentrallylargesubalgebras,we
provethattracialapproximatedivisibilityishereditarywithrespecttocentrallylargesubalgebras.Let
AbeaninfinitedimensionalunitalsimpleC*-algebraandBbeacentrallylargesubalgebraofA.IfB
hastracialapproximatedivisibility,thenAalsohastracialapproximatedivisibility.
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1 引言与主要结果

交叉积C*-代数是由C*-代数与动力系统相结合得到的,它是由一个C*-代数A、一个群G 以及

群在C*-代数A 上的作用h 生成的C*-代数,因此是一类结构较复杂的C*-代数.为研究Cantor集上

极小同胚交叉积C*-代数的性质,Putnam[1]定义了一个子代数,通过考察子代数的性质研究交叉积

C*-代数的性质.利用子代数研究交叉积C*-代数的方法目前已广泛应用于交叉积C*-代数性质的研

究.由Putnam定义的子代数称为Putnam子代数.
Phillips[2]通过抽象出Putnam子代数,对一般的C*-代数提出了大子代数的概念,并列举了交叉

积C*-代数中大子代数的实例.设X 是一紧致Hausdorff空间,h:X→X 为一极小同胚,设Y⊂X 为

一紧致子集,且对所有n∈ℤ\{0}有hn(Y)∩Y=Ø,则Y-轨道截断子代数C*(ℤ,X,h)Y 是

C*(ℤ,X,h)的大子代数.进一步,Archey等[3]对大子代数的概念进行强化,给出了中心大子代数的定



义.因Y-轨道截断子代数C*(ℤ,X,h)Y 相对交叉积C*-代数C*(ℤ,X,h)结构简单,故可通过研究

Y-轨道截断子代数C*(ℤ,X,h)Y 的性质以及(中心)大子代数与包含C*-代数的传递性研究交叉积

C*-代数的性质.
文献[2-3]还证明了(中心)大子代数和包含其代数之间的一系列传递性质.Phillips[2]得到了对于

无限维有单位元的单C*-代数,其大子代数也是单且无限维的;大子代数有稳定有限或纯无限性质,
则对应的C*-代数也有稳定有限或纯无限性质;从无限维有单位元的单C*-代数到其大子代数的迹态

空间,拟迹空间的限制映射为双射,存在一一对应关系;无限维有单位元的单的稳定有限C*-代数与

其大子代数有相同的比较半径.Archey等[3]证明了若无限维可分有单位元的单C*-代数包含稳定秩为

1的中心大子代数,则其自身稳定秩为1;若中心大子代数还具有实秩零,则对应的C*-代数也有实秩

零.Zhao等[4]证明了中心大子代数有实秩零,其包含C*-代数也有实秩零,去掉了中心大子代数稳定

秩1的条件.Archey等[5]证明了在无限维有单位元且稳定有限的单C*-代数的条件下,包含C*-代数

迹Z-稳定与中心大子代数迹Z-稳定等价;如果包含C*-代数和中心大子代数还是可分核C*-代数,则

包含C*-代数Z-稳定与中心大子代数Z-稳定也等价.
Blackadar等[6]引入了逼近可除的概念,并证明了单的逼近可除C*-代数有良好的非稳定K-理论

性质;Lin[7]在对迹秩为1的单C*-代数研究中,给出了迹逼近可除性的定义;文献[8-9]相继给出了迹

逼近可除性的两个类似定义;Fu等[10]证明了对于非基本可分的单C*-代数,上述几类迹逼近可除性

以及迹Z-稳定是等价的.因此,利用文献[5]的结果可得:对可分无限维有单位元的单C*-代数,迹逼

近可除性关于中心大子代数可以遗传.本文去掉C*-代数可分的条件,直接从定义出发证明C*-代数

迹逼近可除性(TAD)[10]可由中心大子代数传递给包含C*-代数.本文主要结果如下:
定理1 设A 是一无限维有单位元的单C*-代数,B 是A 的中心大子代数,若B 有迹逼近可除

性,则A 有迹逼近可除性.

2 预备知识

设A 是一个C*-代数,n≥1.用A+表示所有正元组成的集合,A1
+表示所有压缩正元组成的集

合,A췍Mn 表示C*-代数A 与Mn(ℂ)的张量积.设a,b∈A+,a≲Ab表示a 在A 中Cuntz小于b,即

存在一列(vn)∞n=1∈A,使得lim
n→∞

vnbv*
n =a.

定义1[2] 设A 是一个无限维有单位元的单C*-代数,B⊂A 是一个有单位元的子代数.如果对

任意的m∈ℤ+\{0},a1,a2,…,am∈A,ε>0,x∈A+且‖x‖=1,y∈B+\{0},存在c1,c2,…,cm∈A
和g∈B,满足下列条件:

1)0≤g≤1;

2)对每个j=1,2,…,m,有‖cj-aj‖<ε;

3)对每个j=1,2,…,m,有(1-g)cj∈B;

4)g≲By,g≲Ax;

5)‖(1-g)x(1-g)‖>1-ε.
则称B 是A 的大子代数.如果同时也满足下列条件:

6)对每个j=1,2,…,m,有‖gaj-ajg‖<ε.
则称B 是A 的中心大子代数.

定义2[10] 设A 是单C*-代数.如果对任意的ε>0,任意有限子集F⊂A,任意s∈A+\{0}和任

意整数n≥1,均存在θ∈A1
+和C*-子代数D췍Mn⊂A,满足下列条件:

1)对每个x∈F有θx≈εxθ;

2)对每个x∈F有(1-θ)x∈εD췍1n;

3)θ≲As.
则称A 有迹逼近可除性.
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注1 θx≈εxθ即‖θx-xθ‖<ε,(1-θ)x∈εD췍1n 即存在d∈D,使得‖(1-θ)x-d췍1n‖<ε.
引理1[2] 设A 是一个C*-代数.
1)如果a,b∈A+,则a+b≲Aa췍b;

2)如果b∈A+,则当a∈(bAb)+时,有a≲Ab;

3)如果a1,b1,a2,b2∈A+,且a1≲Ab1,a2≲Ab2,则a1췍b1≲Aa2췍b2.
引理2[3] 设f:[0,1]→ℂ为一连续函数.对每个ε>0,存在δ>0,使得对任意的C*-代数A,

当x,y∈A 满足0≤x≤1,‖y‖≤1,‖xy-yx‖<δ时,有‖f(x)y-yf(x)‖<ε.
定义3[11] 如果对一个C*-代数A 的每个非零不可约表示(H,π),总有K(H)⊂π(A),则A 称为

Ⅰ型C*-代数.
从而可得一个无限维有单位元的单C*-代数不是Ⅰ型C*-代数.
引理3[2] 设A 是一个非Ⅰ型单C*-代数.若a∈A+\{0},n∈ℤ+\{0},则存在相互正交的元素

b1,b2,…,bn∈A+\{0},满足b1~A…~Abn,b1+…+bn∈aAa.
引理4[2] 设 A 是一无限维有单位元的单C*-代数,B 是A 的大子代数.如果r∈B+\{0},

a∈(rAr)+ 满足‖a‖=1,则对任意的ε>0,存在b∈(rBr)+,满足‖b‖=1,b≲Aa,‖ab-b‖<ε.

3 定理1的证明

下面证明定理1.先证明A 具有迹逼近可除性,即对任意的ε>0,任意有限子集F={x1,x2,…,

xm}⊂A,任意s∈A+\{0}和任意整数n≥1,需存在一个θ∈A1
+和C*-子代数D췍Mn⊂A 满足迹逼近

可除性定义的条件.总假设任意xi∈F满足‖xi‖≤1(i=1,2,…,m).
设f(t)=t1/2,由引理2可知,对任意的ε>0,存在δ>0,使得对任意的0≤x≤1及任意的

‖y‖≤1,只要‖xy-yx‖<δ,即有‖x1/2y-yx1/2‖<ε/7.
对s∈A+\{0},由引理3可知,存在s1,s2∈A+\{0},使得s1~As2,s1⊥s2,且s1+s2∈sAs.由

引理1中2)可得s1+s2≲As.由引理4知,存在c∈B+\{0}满足c≲As2.
由于B 是A 的中心大子代数,因此对于F={x1,x2,…,xm},ε1=min{ε/7,δ},s1/‖s1‖∈A+\

{0},存在g∈B,G={y1,y2,…,ym}⊂A,使得:

1)0≤g≤1;

2)对每个i=1,2,…,m,有‖xi-yi‖<ε1;

3)对每个i=1,2,…,m,有(1-g)yi∈B;

4)g≲A(s1/‖s1‖);

5)对每个i=1,2,…,m,有‖gxi-xig‖<ε1.
由5),对任意的xi∈F(i=1,2,…,m),有

‖(1-g)xi-xi(1-g)‖ <ε1. (1)
由于B 有迹逼近可除性,则对ε1>0,F0={(1-g)yi:i=1,2,…,m}∪{g},c∈B+\{0},对任意整数

n≥1,存在θ0∈B1
+和C*-子代数D0췍Mn⊂B,使得:

1)′ 对每个i=1,2,…,m,有‖θ0(1-g)yi-(1-g)yiθ0‖<ε1,‖θ0g-gθ0‖<ε1;

2)′ 对每个i=1,2,…,m,有(1-θ0)(1-g)yi∈ε1D0췍1n,(1-θ0)g∈ε1D0췍1n;

3)′θ0≲Ac.
结合2)和1)′有

‖θ0(1-g)xi-(1-g)xiθ0‖ ≤ ‖θ0(1-g)(xi-yi)‖+‖θ0(1-g)yi-(1-g)yiθ0‖+
‖(1-g)(yi-xi)θ0‖ <ε1+ε1+ε1=3ε1. (2)

结合1)′和ε1 的选取,有‖θ0(1-g)-(1-g)θ0‖<ε1≤δ,从而由δ的选取可得

‖θ0(1-g)1/2-(1-g)1/2θ0‖ <ε/7. (3)
由于(1-θ0)(1-g)yi∈ε1D0췍1n,故存在zi∈D0췍1n,使得
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‖(1-θ0)(1-g)yi-zi‖ <ε1. (4)
取θ=g+(1-g)1/2θ0(1-g)1/2,则0≤θ≤g+(1-g)1/2(1-g)1/2=1,从而可知θ∈A1

+.
结合5)、式(1)~(3)以及ε1 的选取,对任意的xi∈F(i=1,2,…,m),有

‖θxi-xiθ‖=‖[g+(1-g)1/2θ0(1-g)1/2]xi-xi[g+(1-g)1/2θ0(1-g)1/2]‖ ≤
‖gxi-xig‖+‖(1-g)1/2θ0(1-g)1/2xi-xi(1-g)1/2θ0(1-g)1/2‖ <
ε1+‖(1-g)1/2θ0(1-g)1/2xi-θ0(1-g)xi‖+‖θ0(1-g)xi-(1-g)xiθ0‖+
‖(1-g)xiθ0-xi(1-g)θ0‖+‖xi(1-g)θ0-xi(1-g)1/2θ0(1-g)1/2‖ <
ε1+‖(1-g)1/2θ0-θ0(1-g)1/2‖‖(1-g)1/2‖‖xi‖+3ε1+
‖(1-g)xi-xi(1-g)‖‖θ0‖+
‖xi‖‖(1-g)1/2‖‖(1-g)1/2θ0-θ0(1-g)1/2‖ <
ε1+ε/7+3ε1+ε1+ε/7≤ε,

即θxi≈εxiθ.
结合2)、式(3),(4)以及ε1 的选取,对任意的xi∈F(i=1,2,…,m),有

‖(1-θ)xi-zi‖=‖{1-[g+(1-g)1/2θ0(1-g)1/2]}xi-zi‖ ≤
‖[θ0(1-g)-(1-g)1/2θ0(1-g)1/2]xi‖+
‖[(1-g)-θ0(1-g)]xi-(1-θ0)(1-g)yi‖+
‖(1-θ0)(1-g)yi-zi‖ <
‖θ0(1-g)1/2-(1-g)1/2θ0‖‖(1-g)1/2‖‖xi‖+
‖(1-θ0)‖‖(1-g)‖‖xi-yi‖+ε1 <ε/7+ε1+ε1 <ε,

因此选取C*-子代数D0췍Mn⊂B⊂A,仍然有(1-θ)xi∈εD0췍1n.
结合4)和3)′以及引理1,对任意的s∈A+\{0},有

θ=g+(1-g)1/2θ0(1-g)1/2 ≲Ag췍 (1-g)1/2θ0(1-g)1/2 ≲As1 췍θ0 ≲As1 췍c≲As1 췍s2 ≲As,
即θ≲As.从而证得A 有迹逼近可除性.定理1证毕.
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