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完全二部图K4,n的点被多重集可区别的E-全染色

郭亚勤,陈祥恩
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:利用反证法、色集合事先分配法及构造具体染色等方法,讨论完全二部图K4,n的点被

多重集可区别的E-全染色,并确定K4,n的点被多重集可区别的E-全色数.
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目前,关于图的点可区别全染色[1]问题已有很多研究成果.例如:Chen等[2]提出了图的点可区别

E-全染色;文献[3-6]研究了完全二部图的点可区别E-全染色;文献[7]综述了任意两个不同顶点(或
任意两个相邻顶点,或任意两个距离不超过d的不同顶点)被非多重色集合可区别的一般边染色(分别

为V-全染色、I-全染色、E-全染色、VI-全染色、VE-全染色、IE-全染色、一般全染色)的研究进展;
文献[8-9]探讨了圈与路、轮与扇的点被多重集可区别的E-全染色,并给出了圈与路、轮与扇的顶点被

多重集可区别的E-全染色方案,构造了圈和轮的点被多重集可区别的E-全染色算法.
本文讨论完全二部图K4,n的点被多重集可区别的E-全染色,并确定该类图的点被多重集可区别的

E-全色数.

1 预备知识

图G 的一个E-全染色是指用若干种颜色对图G 的顶点和边的一个分配,使得任意相邻的顶点被

分配不同的颜色,且每条边与关联的点被分配不同的颜色.设f是图G 的一个E-全染色,x是图G 的

任意一个顶点,在f下点x 的颜色以及与点x 关联边的颜色构成的(多重)集合称为点x在f 下的(多



重)色集合,记为췍Cf(x)或者췍C(x).设f是图G 的E-全染色,且对任意u,v∈V(G),当u≠v时,有
췍C(u)≠췍C(v),则称f是点被多重集可区别的.对图G 进行点被多重集可区别的E-全染色所需最少的

颜色数目,称为图G 的点被多重集可区别的E-全色数,记为 ～χe
vt
(G),即

～χe
vt
(G)=min{k 图G存在可用颜色有k种的点被多重集可区别的E-全染色}.

本文用Km,n表示完全二部图,其中

V(Km,n)={u1,u2,…,um,v1,v2,…,vn}=X∪Y,

X={u1,u2,…,um},  Y={v1,v2,…,vn},

E(Km,n)={uivj i=1,2,…,m;j=1,2,…,n}.
  定义映射h:V∪E→{1,2,…,k},通常情况下在进行染色时,所用的k种颜色用{1,2,…,k}表示.
l-E-全染色是指可用的颜色有l种的E-全染色,可用的颜色有l种的点被多重集可区别的E-全染色称

为点被多重集可区别的l-E-全染色,其中l∈{1,2,…,k}.

引理1[10] 从n个互不相同元素中取r个做成的重复组合个数为
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从n个互不相同元素中取r个做成的重复组合称为r-组合.r-组合也是上述n 个互不相同元素构

成的集合含有r个元素的多重子集合,所以r-组合也称为r-多重子集或者r-子集.
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引理3 若完全二部图K4,n存在可用的颜色有l种的点被多重集可区别的E-全染色g,则Y 中顶

点在g 下的色集合是{1,2,…,l}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出现一次.
证明:对Y 中的任意一点v,在g下点v 的多重色集合中,给点v染的颜色在该多重色集合中只

出现一次,所以该多重色集合是{1,2,…,l}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出现一次.

2 主要结果

定理1 若4≤n≤16,则 ～χe
vt
(K4,n)=4.

证明:先证K4,n不存在可用颜色有3种的点被多重集可区别的E-全染色.假设K4,n存在可用的颜

色有3种的点被多重集可区别的E-全染色h,则顶点在h下的色集合为{1,2,3}的5-子集,且至少有

一种颜色在该5-子集中只出现一次,这样的5-子集有{1,2,2,3,3},{2,1,1,3,3},{3,1,1,2,2},
{1,2,3,3,3},{1,3,2,2,2},{3,2,1,1,1},{1,2,2,2,2},{1,3,3,3,3},{2,3,3,3,3},{2,1,1,1,1},
{3,1,1,1,1},{3,2,2,2,2}.下面分4种情形讨论.

情形1)h(u1)=h(u2)=h(u3)=h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=h(u3)=h(u4)=1.此时K4,n的所有边及Y 中的所有顶点都不能染颜色1,

故Y 中的每个顶点在h 下的色集合是{1,2,3}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出现

一次,这样的5-子集只有{2,3,3,3,3},{3,2,2,2,2}.由于4≤n≤16,因此这两个5-子集不能区分Y
中的n 个顶点,矛盾.

情形2)h(u1)=h(u2)=h(u3)≠h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=h(u3)=1,h(u4)=2.此时Y 中的所有顶点都不能染颜色1,2,故Y 中的

每个顶点在h 下的色集合是{1,2,3}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出现一次,这样的

5-子集只有{3,1,2,2,2}.由于4≤n≤16,因此这个5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
情形3)h(u1)=h(u2)≠h(u3)=h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=1,h(u3)=h(u4)=2.此时Y 中的所有顶点都不能染颜色1,2,故Y 中的

每个顶点在h 下的色集合是{1,2,3}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出现一次,这样的

5-子集只有{3,1,1,2,2}.由于4≤n≤16,因此这个5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
情形4)h(u1)=h(u2)≠h(u3)≠h(u4)且h(u1)=h(u2)≠h(u4).
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不妨设h(u1)=h(u2)=1,h(u3)=2,h(u4)=3.此时Y 中的所有顶点都不能染颜色1,2,3,
矛盾.

下证K4,n存在可用颜色有4种的点被多重集可区别的E-全染色.不妨给X 中的顶点u1,u2,u3,u4
分别染颜色1,1,2,2,下面利用如下5行、17列的矩阵给出具体的染色方案:

0 3 4 3 4 3 3 3 4 4 4 4 4 3 3 4 3
1 4 2 2 2 4 2 2 2 2 3 3 2 4 2 3 4
1 2 3 2 3 4 2 2 2 2 3 3 3 4 4 3 4
2 1 1 1 3 1 4 1 1 3 1 3 3 4 4 3 4
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.

  先将该矩阵中的第1行元素(颜色)除0外,依次分配给Y 中顶点v1,v2,…,v16,将该矩阵的

第1列元素(颜色)除0外,依次分配给X 中的顶点u1,u2,u3,u4,再将第(i+1)行、第(j+1)列处的元

素(颜色)分配给边uivj(i=1,2,3,4,j=1,2,…,16),则第2行、第3行、第4行、第5行恰好是X 中

的顶点u1,u2,u3,u4 对应的色集合,第2列、第3列、…、第17列恰好是Y 中顶点v1,v2,…,v16对应

的色集合.
由该矩阵可得:当n=4时,K4,4中的顶点在f下对应的色集合均为5-子集,X 中的顶点在f 下对

应的5-子集分别为{1,4,2,2,2},{1,2,3,2,3},{2,1,1,1,3},{2,4,1,4,1},Y 中的顶点在f 下对应的

5-子集分别为{3,4,2,1,4},{4,2,3,1,1},{3,2,2,1,4},{4,2,3,3,1},在f下X 中所有的5-子集与Y
中所有的5-子集互不相同,故 ～χe

vt
(K4,4)=4;当5≤n≤16时,X 中的顶点在f 下对应的色集合均为

(n+1)-子集,Y 中的顶点对应的色集合均为5-子集,因此X 中的顶点在f 下对应的色集合与Y 中的

顶点在f 下对应的色集合互不相同.按照该矩阵给出的具体染色方案,对K4,n中的顶点及所有边进行

染色,可得X 中的顶点在f 下对应的色集合互不相同,Y 中的顶点在f 下对应的色集合互不相同,故

～χe
vt
(K4,n)=4.于是可得K4,n的点被多重集可区别的4-E-全染色.

定理2 若
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(K4,n)=k.

证明:先证K4,n不存在可用颜色有(k-1)种的点被多重集可区别的E-全染色.假设K4,n存在可用

的颜色有(k-1)种的点被多重集可区别的E-全染色h,下面分5种情形讨论.
情形1)h(u1)=h(u2)=h(u3)=h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=h(u3)=h(u4)=1.此时K4,n的所有边及Y 中的所有顶点都不能染颜色1,

故Y 中的每个顶点在h 下的色集合是{2,3,…,k-1}的5-子集,且至少有一种颜色在该5-子集中只出

现一次,这样的5-子集个数为
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当k≥5时,-k
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24 <0,从而
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故所有这样的5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
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情形2)h(u1)=h(u2)=h(u3)≠h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=h(u3)=1,h(u4)=2.此时,对每个s,t,r∈{3,4,…,k-1},x,y∈{1,2},

{x,s,s,s,s},{s,x,x,x,x},{x,y,y,y,y},{s,1,1,1,2},{s,1,1,1,t},{s,1,1,t,t},{s,1,1,2,2},
{s,1,1,2,t},{s,1,1,t,r},{x,y,y,s,s},{x,s,s,t,t},{x,y,s,s,s}均不是Y 中顶点的色集合,故不能成

为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为
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能成为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为
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故所有这样的5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
情形3)h(u1)=h(u2)≠h(u3)=h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=1,h(u3)=h(u4)=2.此时,对每个s,t∈{3,4,…,k-1},x,y∈{1,2},
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{x,y,y,y,y}均不是Y 中顶点的色集合,故不能成为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为
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故所有这样的5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
情形4)h(u1)=h(u2)≠h(u3)≠h(u4)且h(u1)=h(u2)≠h(u4).
不妨设h(u1)=h(u2)=1,h(u3)=2,h(u4)=3.此时,对每个s,t∈{4,5,…,k-1},x,y,z∈

{1,2,3},{x,y,z,s,s},{x,y,y,z,z},{x,y,y,s,s},{x,s,s,t,t},{2,s,1,1,1},{3,s,1,1,1},{s,t,1,1,1},
{x,y,z,z,z},{x,y,s,s,s},{x,y,y,y,y},{x,s,s,s,s},{s,x,x,x,x}均不是Y 中顶点的色集合,故不

能成为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
3

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+3

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
3

+2
æ

è
ç

ö

ø
÷
3
2

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
1

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+3

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
3

+

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
2

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+2

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
2

+
æ

è
ç

ö

ø
÷
3
1

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

æ

è
ç

ö

ø
÷
3
1

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=4

k-3æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+14

k-4æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+12,

能成为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为
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因此
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当k≥5时,-5k+19<0,从而
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故所有这样的5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
情形5)h(u1),h(u2),h(u3),h(u4)互不相同.
不妨设h(u1)=1,h(u2)=2,h(u3)=3,h(u4)=4.此时,对每个s,t∈{5,6,…,k-1},x,y,z,w∈

{1,2,3,4},{x,y,z,w,w},{x,y,z,s,s},{x,y,y,z,z},{x,y,y,s,s},{x,s,s,t,t},{x,y,z,z,z},
{x,y,s,s,s},{x,y,y,y,y},{x,s,s,s,s},{s,x,x,x,x}均不是Y 中顶点的色集合,故不能成为Y 中

顶点色集合的5-子集的个数为
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能成为Y 中顶点色集合的5-子集的个数为
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因此
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当k≥5时,-13k+49<0,从而
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故所有这样的5-子集不能区分Y 中的n 个顶点,矛盾.
下证K4,n存在可用颜色有k种的点被多重集可区别的E-全染色.不妨给X 中的顶点u1,u2,u3,u4

分别染颜色1,1,2,2,则Y 中的每个顶点在f 下的色集合是{1,2,…,k}的5-子集,且至少有一种颜色

在该5-子集中只出现一次,这样的5-子集个数为
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将这样的5-子集排成一个序列,固定该序列的第1,2,3,4,5个5-子集分别为{3,4,2,1,4},{4,2,3,1,1},
{3,2,2,1,4},{4,2,3,3,1},{3,2,2,4,4},令Y 中的顶点v1,v2,…,vn 依次对应该序列中的第1,2,…,n个

5-子集,当j=6,7…,n时,染色方案如下:
当vj 对应的5-子集形如{s,t,r,p,q},s,t,r,p,q∈{3,4,…,k}且s,t,r,p,q互异时,用颜色s,t,r,

p,q分别染点vj 和边u1vj,u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,1,2,t,r},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,

t,r互异时,用颜色s,1,2,t,r 分别染点vj 和边u4vj,u1vj,u2vj,u3vj;当vj 对应的5-子集形如

{s,t,r,p,1},s,t,r,p∈{3,4,…,k}且s,t,r,p互异时,用颜色s,t,r,p,1分别染点vj 和边u1vj,u2vj,

u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,r,p,2},s,t,r,p∈{3,4,…,k}且s,t,r,p互异时,用颜色s,

t,r,p,2分别染点vj 和边u2vj,u3vj,u4vj,u1vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,r,p,p},s,t,r,p∈
{3,4,…,k}且s,t,r,p互异时,用颜色s,t,r,p,p分别染点vj 和边u1vj,u3vj,u2vj,u4vj;当vj 对应的

5-子集形如{s,t,r,1,1},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色s,t,r,1,1分别染点vj 和边u1vj,

u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,r,2,2},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色

s,t,r,2,2分别染点vj 和边u3vj,u4vj,u1vj,u2vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,1,r,r},s,t,r∈
{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色s,t,1,r,r分别染点vj 和边u1vj,u4vj,u3vj,u2vj;当vj 对应的

5-子集形如{s,t,2,r,r},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色s,t,2,r,r分别染点vj 和边u3vj,

u1vj,u2vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,1,2,2},s,t∈{3,4,…,k}且s,t互异时,用颜色s,t,1,

2,2分别染点vj 和边u3vj,u4vj,u1vj,u2vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,2,1,1},s,t∈{3,4,…,k}且
s,t互异时,用颜色s,t,2,1,1分别染点vj 和边u2vj,u1vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如

{s,1,2,t,t},s,t∈{3,4,…,k}且s,t互异时,用颜色s,1,2,t,t分别染点vj 和边u4vj,u1vj,u3vj,u2vj;
当vj 对应的5-子集形如{s,t,t,r,r},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色s,t,t,r,r分别染点

vj 和边u1vj,u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,t,1,1},s,t∈{3,4,…,k}且s,t互异时,用

颜色s,t,t,1,1分别染点vj 和边u1vj,u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,t,t,2,2},s,t∈
{3,4,…,k}且s,t互异时,用颜色s,t,t,2,2分别染点vj 和边u3vj,u4vj,u1vj,u2vj;当vj 对应的

5-子集 形如{s,1,1,2,2},s∈{3,4,…,k}时,用颜色s,1,1,2,2分别染点vj 和边u4vj,u3vj,u2vj,u1vj;
当vj 对应的5-子集形如{s,t,r,r,r},s,t,r∈{3,4,…,k}且s,t,r互异时,用颜色s,t,r,r,r分别染点

vj 和边u1vj,u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的5-子集形如{s,1,t,t,t},s,t∈{3,4,…,k}且s,t互异时,用

颜色s,1,t,t,t分别染点vj 和边u4vj,u1vj,u2vj,u3vj;当vj 对应的5-子集形如{s,2,t,t,t},s,t∈
{3,4,…,k}且s,t互异时,用颜色s,2,t,t,t分别染点vj 和边u1vj,u2vj,u3vj,u4vj;当vj 对应的

5-子集形如{s,t,t,t,t},s,t∈{3,4,…,k}且s,t互异时,用颜色s,t,t,t,t分别染点vj 和边u1vj,u2vj,

u3vj,u4vj.
此时,Y 中每个点的色集合刚好是事先对应于该点的色集合,Y 中不同顶点对应的色集合不同,
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所以Y 中任意n 个点彼此可区别.当n≥5时,X 中点的色集合与Y 中点的色集合的元素个数不同,
因此X 中每个点与Y 中每个点可区别.

下面证明췍C(u1),췍C(u2),췍C(u3),췍C(u4)互不相等.由染色方案可知,췍C(u3)和췍C(u4)中都只含有一个

元素2(因为 X 中顶点u3 和u4 染颜色2,所以这两个点所关联的边的颜色不能是2).当k≥5时,
췍C(u1)和췍C(u2)中所含元素2的个数大于1,故췍C(u1)≠췍C(u3),췍C(u1)≠췍C(u4),췍C(u2)≠췍C(u3),
췍C(u2)≠췍C(u4).令췍C(ui)={f(ui),f(uiv1),…,f(uivn)},i=1,2,3,4.若췍C(u1)=췍C(u2),只需交换颜

色f(u1v1)和f(u2v1),此时Y 中顶点v1 及其他顶点vj 对应的色集合都不变,且췍C(u1)中多了一种颜

色f(u2v1),少了一种颜色f(u1v1),同时췍C(u2)中多了一种颜色f(u1v1),少了一种颜色f(u2v1),即

可得췍C(u1)≠췍C(u2).若췍C(u3)=췍C(u4),只需交换颜色f(u3v1)和f(u4v1),此时Y 中顶点v1 及其他顶

点vj 对应的色集合都不变,且췍C(u3)中多了一种颜色f(u4v1),少了一种颜色f(u3v1),同时췍C(u4)中
多了一种颜色f(u3v1),少了一种颜色f(u4v1),即可得췍C(u3)≠췍C(u4).于是可知췍C(u1),췍C(u2),
췍C(u3),췍C(u4)互不相等.证毕.
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