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基于分数阶传输线模型的轨道电路暂态分析

赵斌†，安逸 ，王东 
（兰州交通大学 自动化与电气工程学院，甘肃 兰州 730070）

摘 要：为了准确分析暂态信号对 ZPW-2000A 型轨道电路的影响，考虑传输线中由集肤

效应引起的频变损耗问题，建立轨道电路分数阶多导体传输线（Multi-conductor Transmission 
Line，MTL）模型，针对 ZPW-2000A 轨道电路高频损耗下暂态响应分析，提出在时域内对轨道

电路接收端电压的求解方法 . 基于传输线理论建立轨道电路传输线系统模型，根据得到的模

型建立分数阶传输线方程并对其进行求解 . 首先，在空间域上利用紧凑有限差分法（Compact 
Finite Difference Method，CFD）将轨道电路分数阶传输线模型的偏微分方程组离散为常微分方

程组；其次，利用 G-L 分数阶定义将以上方程组转化为整数阶常微分方程组；最后，利用精细

积分与递归卷积相结合的方法，得到传输线上每点的电压与电流响应 . 在双指数信号激励下，

通过与状态变量法对比验证了该方法的准确性，两种求解方法的误差在 7% 以内，且本文方法

耗时较短 . 分析了不同暂态信号输入下轨面过电压变化规律，发现信号频率越大，轨面过电压

幅值越小；道床电阻越大，轨面过电压幅值越大且信号从衰减到稳定的时间越长 . 本文方法可

以准确、高效地分析高频损耗下ZPW-2000A型轨道电路暂态响应 .
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           Transient Analysis of Track Circuit Based on Fractional Order      
Transmission Line Model
ZHAO Bin†，AN Yi，WANG Dong

（School of Automatic & Electrical Engineering， Lanzhou Jiaotong University， Lanzhou 730070， China）

Abstract：To accurately analyze the impact of transient signals on the ZPW-2000A track circuit， this paper 
considers the frequency-varying loss caused by the skin effect in transmission lines and establishes a fractional-
order model of the Multi-conductor Transmission Line （MTL） in the track circuit. Aiming at the transient response 
analysis under high-frequency loss of the ZPW-2000A track circuit， a method for solving the voltage at the 
receiving end of the track circuit in the time domain is proposed. Based on transmission line theory， a model of the 
track circuit transmission line system is established， and a fractional-order transmission line equation is 
formulated and solved according to the obtained model. First， the partial differential equations of the fractional-
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order model of the track circuit transmission line are discretized into ordinary differential equations using the 
Compact Finite Difference Method （CFD） in the spatial domain. Then， the G-L fractional-order definition is 
utilized to transform these equations into integer-order ordinary differential equations. Finally， the voltage and 
current responses at each point on the transmission line are obtained by combining the precise integration method 
with recursive convolution. Under the excitation of double-exponential signals， the accuracy of this method is 
verified by comparison with the state variable method， with the error between the two solutions being within 7%， and 
the method presented in this paper requires less time. The variation of rail overvoltage under different transient signal 
inputs is analyzed， revealing that the higher the signal frequency， the smaller the amplitude of rail overvoltage； the 
greater the ballast resistance， the larger the amplitude of rail overvoltage and the longer it takes for the signal to 
decay to stability.
  Key words：track circuit；skin effect；fractional calculus；multi-conductor transmission line；transient analysis

轨道电路以钢轨作为信号传输导体，是保证高

速铁路安全运营的重要基础设备之一［1］. 我国高速

铁路分布距离长、跨度大，运营环境复杂，铺设在室

外的钢轨与信号设备容易受到电磁暂态信号的干

扰［2］，从而影响信号设备的正常工作，威胁到列车的

行车安全，因此，准确分析轨道电路的暂态响应对轨

道电路传输性能的影响具有重要意义 .
多导体传输线方程求解方法主要分为数值法和

解析法 . 数值法又分为时域法和频域法 . Kunz 等［3］

提出运用时域有限差分法（Finite Difference Time 
Domian，FDTD）求解传输线方程，为传输线的数值求

解提供了理论基础 . 随着传输线端接设备的复杂化，

王梓丞等［4］、陈智慧等［5］、王川川等［6］提出基于戴维

南等效电路法、状态变量法对端接频变负载求解，并

结合传输线方程求解系统电磁脉冲响应的数值算

法 . 针对轨道电路的研究大多采用稳态信号，Ma⁃
zloom等［7］将传输线的求解方法应用到轨道电路的暂

态响应分析中 . 支永健［8］运用状态变量法分析了轨

道电路信号发送端为直流输入时的响应，但电路结

构复杂时列写状态方程比较困难 . 乔志超等［9］提出

建立信号系统的雷击仿真模型，分析了雷击接触网

时各信号设备的过电压 . 祁欢等［10］提出用精细时程

积分法分析轨道电路的暂态响应，但是未考虑高频

信号输入下的参数损耗 .
本文考虑高频情况下轨道电路MTL设备的高频

损耗，针对由轨道电路建立了分数阶多导体传输线

模型 . 空间上利用 CFD方法将其离散成分数阶常微

分方程组，用G-L分数阶定义近似代替，将分数阶微

分方程组转化为整数阶微分方程组，将精细积分与

递归卷积方法相结合，计算得到传输线上每点的电

压与电流响应 . 将计算结果与状态变量法求得的结

果进行对比，误差小于 7%. 为轨道电路的暂态信号

传输和抗干扰分析提供了理论参考 .

1   轨道电路分数阶传输线模型建立与求解

1.1   轨道电路分数阶多导体传输线建模

国内铁路普遍采用 ZPW-2000系列移频轨道电

路，主要包括补偿电容、发送器、接收器、电缆模拟网

络、调谐单元、匹配单元及钢轨线路［11］.其中，补偿电

容的设置采用了“等间距法”，确保轨道电路入口端

信号和干扰比的稳定，使轨道电路有较高传输性能；

发送器用来发送高精度和高稳定性的移频信号；接

收器接收信号并进行解调；电缆模拟网络分为 6段，

长度分别为 0.5 km、0.5 km、1 km、2 km、2 km、2×        
2 km，安装在室内，用于对区段轨道电路进行调节和

对铁路数字信号电缆（Special Protected Telegraph，
SPT）进行补偿，总补偿距离为 10 km；通过设计长度

为 29 m的调谐区，实现两个相邻轨道电路之间的电

气隔绝；匹配变压器实现轨道电路与 SPT 电缆之间

的连接 . 根据轨道电路传输特性，将钢轨等效为均匀

传输线［12］，按照标准《ZPW-2000 轨道电路技术条
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件》（TB/T 3206—2017），设定钢轨总长度为 1 km，建

立轨道电路多导体传输线等效电路，如图 1所示 . 其
中，r1、r2为钢轨的自电阻，l11、l22为钢轨的自电感，l12为

钢轨间的互电感，g11、g22为钢轨与大地间的漏电导，g12
为道床电阻，一般用电导表征，c11、c22为钢轨的自电

容，c12为钢轨的互电容，Z1、Z2表示调谐区 .

基于多导体传输线理论的轨道电路传输线方

程为：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

-
∂U ( x，t )

∂x = RI ( x，t ) + L
∂U ( x，t )

∂t
-

∂I ( x，t )
∂x = GU ( x，t ) + C

∂U ( x，t )
∂t

（1）

式中：U为电压矩阵；I为电流矩阵；R为传输线单位

长度电阻矩阵；G 为传输线单位长度导纳矩阵；L 为

传输线单位长度电感矩阵；C 为传输线单位长度电

容矩阵；x、t分别为空间与时间参量 .
将式（1）转换到频域，得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

-
dU ( x，s)

dx = (R + sL ) I ( x，s) = Z ( x，s) I ( x，s)
-

dI ( x，s)
dx = (G + sC )U ( x，s) = Y ( x，s)U ( x，s)

（2）
当交变电流通过导体时，导体截面上的电流密

度随着靠近导体表面距离的增大而增大，这种现象

称作集肤效应 . 集肤效应通过减小导体的横截面积，

进而增加导体的电阻来影响传输线，是传输线建模

中一个需要考虑的重要参数，尤其是在高频系统中，

会产生高频损耗 . 高频损耗主要由导体中的集肤效

应和电介质中的极化现象引起，而极化损耗对 MTL
影响甚微，可以忽略不计 . 文献［13］通过实验得出考

虑集肤效应的传输线阻抗表达式为：

Z ( s) = sL + A + B s （3）
当高频频率达到阈值时，A=0，B=K，其中 K为

常数 .
Z ( s) HF = sL + K s （4）
当低频频率达到阈值时，A=R0，B=0.

Z ( s) LF = sL + R0 （5）
当集肤深度远小于导体半径，高频频率未达到

阈值时，K s为单位面积的集肤损耗，R0为单位长度

传输线的直流电阻 . 其中 K = Rs = R0
π f0

，将最终

的阻抗表达式写为矩阵形式：

Z ( s) = R0 + sL + Rs s （6）
因此高频情况下传输线模型为：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

-
dU ( x，s)

dx = (R0 + sL + Rs s ) I ( x，s)
-

dI ( x，s)
dx = (G + sC )U ( x，s)

（7）

由文献［14］可知，高频电阻Rhf 随频率平方根的

增大而增大，高频内电感 Lhf 随频率平方根的增大而

减小，分别如图2和图3所示 .

钢轨阻抗因集肤效应而呈现频变特性，集肤效

应影响下，不同载频对应不同的钢轨阻抗值［15］，如 
表1所示 .

图1   轨道电路多导体传输线等效电路图

Fig.1   Track circuit multi-conductor transmission line equivalent circuit diagram

图2   传输线电阻频率响应的渐近线

Fig.2   The asymptotic line of frequency response of transmission 
line resistance
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在零初始状态下，对传输线方程运用拉普拉斯

反变换，将方程从频域转化到时域的过程中，方程中

的分数阶项用Caputo分数阶微积分定义下的微分形

式代替，可以得到传输线的时域分数阶微分模型，如

式（8）所示 .
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

-
∂u ( x，t )

∂x = R0i ( x，t ) + L
∂i ( x，t )

∂t + Rs
∂0.5i ( x，t )

∂t0.5

-
∂i ( x，t )

∂x = Gu ( x，t ) + C
∂u ( x，t )

∂t
（8）

此处，分数阶微分项表示在时域中因集肤效应

而产生的高频损耗 . 通过在轨道电路传输线系统中

引入分数阶微积分，为轨道电路基本电气参数频变

现象的描述提供了新的思路 .
1.2   轨道电路分数阶传输线方程求解

式（8）采用分数阶时域算法求解，对传输线偏微

分方程组进行空间上的离散，使之转化为分数阶常

微分方程组 .传输线的分段如图4所示 .

首先，对长度为 L的传输线利用 3阶紧凑格式差

分法将传输线分为M段，每段长为Δx = L/M，ux表示

x = (n - 1/2)Δx (n = 1，2，3，…，M ) 处的电压；ix表示

x = nΔx (n = 0，1，2，…，M ) 处的电流 .式（9）中，每一

点的值和前、后两点的取值都有关，因此，式（9）不适

用于传输线的两端 . 对此本文采用 2 阶精度的紧凑

差分格式［16］对传输线的两端进行离散，首、末端离散

方程分别如式（10）和式（11）所示 .
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

α1( )R0in + 1 + Rs
d0.5in + 1dt0.5 + L din + 1dt + α2( )R0in + Rs

d0.5indt0.5 + L dindt + α1( )R0in - 1 + Rs
d0.5in - 1dt0.5 + L din - 1dt = -

un + 1/2 - un - 1/2Δx
α1( )Gun + 3/2 + C dun + 3/2dt + α2( )Gun + 1/2 + C din + 1/2dt + α1( )Gun - 1/2 + C dun - 1/2dt = -

in + 1 - inΔx ，(n = 1，2，⋯，M - 2)
（9）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-α4( )R0i0 + Rs
d0.5i0dt0.5 + L di0dt - α1( )R0i1 + Rs

d0.5i1dt0.5 + L di1dt = u1/2 - u0Δx
-α3( )Gu1/2 + C du1/2dt - α1( )Gu3/2 + C du3/2dt = i1 - i0Δx

（10）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-α4( )R0iM + Rs
d0.5iMdt0.5 + L diMdt - α1( )R0iM - 1 + Rs

d0.5iM - 1dt0.5 + L diM - 1dt = uM - uM - 1/2Δx
-α3( )GuM - 1/2 + C duM - 1/2dt - α1( )GuM - 3/2 + C duM - 3/2dt = iM - iM - 1Δx

（11）

由 4 阶插值公式得到 α1 = 1/24，α2 = 1/12，α3 =
23/24，α4 = 11/24.

如上所示，在对轨道电路分数阶传输线方程经

过空间离散后，可以得到矩阵形式的2M+1个方程为：

P
dy
dt + Qy + Qs

d0.5 y
dt0.5 + f = 0 （12）

图3   传输线内电感频率响应的渐近线

Fig.3   The asymptotic line of frequency response of transmission 
line inductance

表1   不同载频下钢轨单位长度阻抗测量值

Tab.1   Measurement of rail impedance per unit length at 
different carrier frequencies

载频/Hz
1 700
2 000
2 300
2 600

电阻/（Ω∙km-1）
1.161
1.328
1.460
1.597

电感/（mH∙km-1）
1.329
1.315
1.309
1.305

图4   传输线的分段

Fig.4   Segmentation of a transmission line
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式中：y为 u ( x，t ) 和 i ( x，t ) 在对空间离散后形成的未

知量，即 y = [ u1/2，u3/2，…，u1/2，uM - 1/2，i0，i1，…，iM ]T，f =
[ 0，…，0，-u0，…，uM ]T，u0 为输入信号，传输线的末端

电压为 uM. [ P，，Q，，Qs ]是 [ R0，Rs，L，C，G ]组成的系数

矩阵 . 其中：

P =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
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ú
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ú
a3 a1
a1 a2 ⋱

⋱ ⋱ ⋱ 0
⋱ a2 a1

a1 a3
A4 A1
A1 A2 ⋱

0 ⋱ ⋱ ⋱
⋱ A2 A1

A1 A4

Q =

é

ë

ê
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b3 b1 -1 1
b1 b2 ⋱ 0 ⋱ ⋱ 0

⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋱ b2 b1 0 ⋱ ⋱

b1 b3 -1 1
1 B4 B1-1 ⋱ 0 B1 B2 ⋱ 0

⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱

0 ⋱ 1 0 ⋱ B2 B1
-1 B1 B4
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0 0

D4 D1
D1 D2 ⋱

⋱ ⋱ ⋱
0 ⋱ ⋱ ⋱

⋱ D2 D1
D1 D4

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ai = C ⋅ Δx ⋅ αi
Ai = L ⋅ Δx ⋅ αi
bi = G ⋅ Δx ⋅ α
Bi = R0 ⋅ Δx ⋅ αi
Di = Rs ⋅ Δx ⋅ αi

由于矩阵P逆矩阵存在，因此，式（12）可移项变

形为：

dy
dt = As

d0.5 y
dt0.5 + A0 y + fp （13）

式中：As = -P-1Qs；A0 = -P-1Q；fp = -P-1 f.

通过 CFD 差分方法，轨道电路分数阶传输线方

程组由偏微分方程组转化为了常微分方程组，并且

其中只包含 0.5阶这一个分数阶微分项 . 与传统差分

法相比，CFD差分方法具有更好的收敛性，并且离散

所采用的点数仅为传统差分方法的1/3.
对于离散后的分数阶微分方程组，本文采用分

数阶 G-L 定义近似代替 0.5 阶分数阶项，至此，分数

阶微分方程组转化为了整数阶常微分方程组，利用

精细积分方法求解，并结合递归卷积，可以计算得到

轨道电路传输线模型上各位置处的电压与电流

响应 .
根据G-L定义式：

Dαy ( t ) = lim
h → 0

1
hα∑j = 0

N (-1)- j Γ(α + 1)
j！Γ(α - j + 1) ×

     y ( t - jh ) （14）
式中：Γ(α )=∫0

∞ e-x xα-1dx=(α-1)！为Gamma 函数，0 ≤
n - 1 < α < n，n ∈ R. 当时间步长 h无限小，可将极

限去掉，得到近似式为：

Dαy ( t ) ≈ 1
hα
y ( t ) + K ( y，t ) （15）

K ( y，t ) = 1
hα∑j = 1

N (-1)- j Γ(α + 1)
j！Γ(α - j + 1) y ( t - jh )

（16）
将式（15）代入式（13），得到：

dy ( t )
dt = ( )A0 + 1

hα
As y ( t ) + As ⋅ K ( y，t ) + fp ( t )

（17）
对式（17）利用 1 阶常微分方程组的解法可以

得到：

y ( t ) = eAt y (0) + ∫0
t eA( t - τ ) [ As ⋅ K ( y，τ ) + fp (τ ) ] dτ

（18）
式中：A = A0 + 1

hα
As；y (0 ) 为状态初始值 .

对于矩阵指数 eAt，为了防止A矩阵的维数过高，

导致计算机运算时间过长以及超出计算精度，利用

精细积分方法对其进行求解［17］：

令T = eAτ，m = 2N，Δt = τ/m，则

eAΔt ≈ I + AΔt + 1
2 [ AΔt] 2 + 1

3！ [ AΔt] 3 +
    

1
4！ [ AΔt] 4 = I + Ta

（19）

所以，
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T = eAτ = [eAΔτ ] 2N = [ I + Ta ]
2N = [ I + Ta ]

2N - 1 ×
[ I + Ta ]

2N - 1

即经过N次分解，可得：

[ I + Ta ] × [ I + Ta ] = I + 2Ta + Ta × Ta

针对式（18）中的卷积项，引入递归卷积方法，将

其转化为关于时间的离散形式，t = tn + 1时，结果分为

与 tn有关和具有积分形式的两项，如式（20）所示 .
y ( tn + 1 ) = eAtn + 1y (0) +
∫0

tn + 1 eA ( tn + 1 - τ ) [ As ⋅ K ( y，τ ) + fp (τ ) ] dτ = eAh y ( tn ) + 
∫
tn

tn + 1 eA ( tn + 1 - τ ) [ As ⋅ K ( y，τ ) + fp (τ ) ] dτ （20）
当步长很小时，式（20）中的积分项可以用线性

插值代替 . 其中，迭代公式中插值系数可以取［18］：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

S0 = A-1 (eAh - I )；S1 = A-1 (S0 - hI )
S2 = A-1 (2S1 - h2 I )；K ( y，tn ) = 1

hα∑j = 1

N

bj y ( tn - j )

b1 = -α；bj = ( )1 - 1 + α
j bj - 1

最终结果如式（21）所示 .
y ( tn + 1 ) = eAh y ( tn ) + ( )S0 -

1
h2 S2 [ As ⋅ K ( y，tn ) + fp ( tn ) ] +

( )1
2h S1 + 1

2h2 S2 × [ As ⋅ K ( y，tn + 1 ) + fp ( tn + 1 ) ] +

( )1
2h2 S2 - 1

2h S1 [ As ⋅ K ( y，tn - 1 ) + fp ( tn - 1 ) ]
（21）

由式（21）可知，在知道非齐次项 f跟初始条件     
y（0）的情况下，即可迭代得到轨道电路在任何时刻

各点的电流与电压响应 .

2   方法验证

取M=200，N=20， 选取 P60 型钢轨、载频信号为

1 700 Hz、长度为 1 km的轨道区间为例，雷击波形采

用常用双指数雷电电磁信号，本文选取波头为 T1 =
1.2 µs，波长 T2 = 50 µs 的双指数波，记为 1.2/50 µs 
标准雷电波［19］，幅值为 30 kA 为仿真基本参数 . 文     
献［20］提出针对结构简单的传输线方程采用状态变

量法求解，然而对于复杂的电路列写状态变量方程

时需要借助特有的树分析 .本文根据轨道电路传输

线模型，求解轨道电路接收端轨面电压，并运用状态

变量法对结果进行验证 .

轨道电路接收端过电压计算方法对比如图 5所

示 . 由图 5可知，本文提出的时域分数阶算法与状态

变量法［21］计算结果基本一致 . 计算误差在 7% 以内 . 
与状态变量法相比，本文方法无须利用矢量匹配法

对传输线的频变参数和传播系数进行拟合，模型简

单，避免了前期对频变参数的处理工作，具有一定的

理论创新和实际应用价值 .

3   影响因素对暂态响应的影响

3.1   不同频率对轨面过电压的影响

当干扰信号施加在不同载频信号的轨道上时，

有必要分析轨道电路接收端过电压的变化规律 .假
设轨道电路发送端和接收端阻抗匹配，分别计算

ZPW-2000A型轨道电路的载频信号频率取1 700 Hz、
2 000 Hz、2 300 Hz和 2 600 Hz时接收端的轨面过电

压，得到不同频率下的接收端轨面过电压暂态响应，

如图6所示 .
由图 6可以看出，随着信号频率从 1 700 Hz增加

到 2 300 Hz，轨道电路接收端的电压幅值逐渐减小，

并且不同频率信号趋于零的时间大约一致 . 随着信

号频率增大，钢轨阻抗增大，说明钢轨的集肤效应

越强，信号在轨道电路上的高频损耗也就越明显，

电压幅值也就越小，图 6 呈现的结果符合这一

规律［22］.
3.2   道床电阻对轨面过电压的影响

道床电阻作为轨道电路主要的一次参数，直接

影响轨道电路传输性能 . 在受到外界环境中温度和

图5   轨道电路接收端过电压计算方法对比

Fig.5   Comparison of calculation methods of overvoltage at 
receiving end of track circuit
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湿度的影响后，其阻抗值会随之变化，从而对轨道电

路的信号传输产生干扰 . 为分析不同道床电阻对轨

面过电压的影响规律，选择 P60型钢轨，其阻抗值是

确定值，分别取道床电阻值为 0.4 Ω·km、1.0 Ω·km、

2.0 Ω·km、5.0 Ω·km，分析不同道床电阻对轨面电压

的影响规律，如图7所示 .

由图 7可以看出，在同一时刻，当其他参数保持

不变时，若道床电阻增加，会导致信号在传输过程中

的漏泄导纳减小，进而导致漏泄电流减少，因此轨道

电路接收端过电压震荡的幅值会增大；相反，若道床

电阻减小，则漏泄电流增加，因而接收端轨面过电压

幅值减小 . 由道床电阻及轨面电压关系式可知［23］，道

床电阻越小，衰减函数越小，因此轨面过电压曲线越

平缓 .

4   结 论

1）本文基于传输线理论，考虑集肤效应，对 
ZPW-2000A 型轨道电路中因高频损耗影响而难以

准确分析暂态响应的问题，建立了暂态过电压作用

下的轨道电路分数阶传输线模型，将分数阶的微积

分形式引入传输线系统模型，对模型采用一种时域

的分数阶解法，不需要经过时频域的转换 .
2）通过对 ZPW-2000A 型轨道电路暂态响应的

分析可知，考虑高频损耗下的轨道电路接收端轨面

电压的幅值小于未考虑高频损耗时得到的轨面电压

幅值，符合有损传输线规律 . 轨道电路载频信号频率

主要影响轨道电路接收端轨面过电压的幅值，信号

频率越大，轨面过电压幅值越小，但钢轨内部的频变

损耗受频率的变化影响极小 . 道床电阻越大，轨面过

电压幅值越大且信号从衰减到稳定的时间越长 .
3）将本文计算结果与状态变量法求得的波形结

果进行对比，发现二者具有一致性 . 与以往的多导体

传输线模型相比，本文方法避免了频变参数的时域

卷积处理，更有利于在时域中表示频变参数 . 同时在

算法方面，无须利用矢量匹配法对传输线的频变参

数和传播系数进行拟合，模型简单，避免了频变参数

大量的前期处理工作 .分析了高频损耗、干扰信号频

率、道床电阻对轨道电路接收端过电压的影响规律，

为轨道电路的暂态信号传输与抗干扰分析提供了一

种新的分析方法 .
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