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摘要:采用k阶Poisson相依驱动随机系数混合算子整数值自回归模型分析具有变量字符

元素计数特征的数据,给出该模型的统计性质和参数的条件极大似然估计,并证明估计量的

渐近正态性.数值模拟结果表明,随着样本容量的增加,参数估计逐渐收敛于真实值.实际

数据分析结果表明了该模型的有效性.
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0 引 言

由于时间序列数据来源的广泛性和数据类型的多样化,因此需要更广的随机系数时间序列模型分

析数据.目前,具有整数特征的时间序列数据在现实生活中应用广泛.文献[1]基于二项算子提出了

一阶整数值自回归(INAR(1))模型,用于分析保险公司每天收到的索赔数量;文献[2]讨论了纵向



计数数据的PoissonINAR(1)模型(PINAR(1)),其中新息序列{εt}服从Poisson分布;文献[3]提出

了一种基于Pegram和二项算子的平稳非负一阶整数值随机变量模型(PegramINAR(1));文献[4]
进一步将INAR(1)模型推广到高阶,研究了INAR(p)模型的存在性和平稳遍历性;文献[5]得到了满

足INAR(p)模型的时间序列{Xt}的高阶矩和累积量的差分方程,并以状态空间形式获得了该模型的

谱和双谱密度函数,从而在频域中对其进行表征.特别地,文献[1]中参数φ可能是随时间变化的随机

变量,这是因为φ可能受各种环境因素的影响,例如,患者的生存概率受卫生保健质量和患者自身健

康状况等因素的影响.因此,研究随机系数整数值自回归模型有一定的应用价值.文献[6]提出的一阶

随机系数整数值自回归模型RCINAR(1)分析了到医院就医的门诊病人数;文献[7]研究了观测驱动随

机系数整数值自回归模型OD-RCINAR(1);文献[8]提出了一种新的具有随机系数和零膨胀几何边际

分布的平稳一阶整数值自回归模型ZIGINARRC(1),用于分析过度离散、过多零点和自相关特征的计

数数据;文献[9]将RCINAR(1)模型扩展为高阶随机系数整数值自回归模型(RCINAR(p)),并用极

大似然法、条件最小二乘法、修正拟似然法和广义矩法估计模型参数;文献[10]提出了p 阶Poisson
相依驱动随机系数整数值自回归模型(Po-DDRCINAR(p)),采用最小二乘法和拟似然法估计参数,并

通过数值模拟及分析癫痫病数据验证了模型的有效性;文献[11]考虑了一个具有负二项边际的一阶平

稳整数值自回归模型(NBINAR(1)),用于分析盗窃计数数据;文献[12]基于负二项算子提出了一阶

几何整数值自回归模型(NGINAR(1)),用于分析细菌分解数量的数据;文献[13]提出了一种新的季

节性几何整数值自回归模型SGINAR(1),并讨论了该模型的一些基本概率统计特性;文献[14]将上

述模型扩展为高阶情形,提出了一个新的组合整数值自回归模型CGINAR(p),该模型具有几何边际

分布,并分析了美国每月的脊髓灰质症发病率数据及年太阳黑子相对数数据;文献[15]提出了p阶混

合整数值自回归模型(SDMINAR(p)),其随机误差项是序列相依的,该模型可用于分析过度离散的数

据;文献[16]提出了一种p阶二态自激励门限整数值自回归(SETINAR(2,p))模型,给出了参数估计

和假设检验方法,并将该模型用于分析德国脑膜炎球菌病患者人数;文献[17]研究了一种由独立的负

二项分布随机变量驱动的一阶门限整数值自回归模型NBTINAR(1);文献[18]在文献[17]的基础上

研究了随机项分布未知的情形,考虑了参数的点估计和区间估计问题,并提供了一种检验数据非线性

的方法;文献[19]针对具有变量字符元素计数特征的数据,提出了一阶混合算子整数值自回归模型,
其中变量字符元素计数特征即为元素可能在一段时间内处于被动状态,并以这种方式对总数只添加0
或1,而在下一个计数间隔内,由于某些原因,元素可能处于主动状态,对计数值做出的贡献更大且大

于1;文献[20]将上述模型推广到一阶随机系数混合算子整数值自回归模型(RCMTINAR(1)),用于

分析生存概率受各种环境因素影响的数据;为分析具有可变字符元素计数特征的多变量数据,
文献[21]提出了高阶相依驱动随机系数混合算子整数值自回归模型.本文基于文献[21],考虑随机误

差项服从Poisson分布情形的k阶相依驱动随机系数混合算子整数值自回归模型:

Xt=∑
k

i=1
αti·piXt-i+εt,  t≥1, (1)

其中:αt1,αt2,…,αtk的概率分布为

P(αt1=α1,αt2=0,…,αtk =0)=φ1,

P(αt1=0,αt2=α2,…,αtk =0)=φ2,

  ︙

P(αt1=0,αt2=0,…,αtk =αk)=φk,

P(αt1=0,αt2=0,…,αtk =0)=φ0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(2)

φ0,φ1,…,φk 非负,且∑
k

i=0
φi=1;在给定αti条件下,αti·pi =∑

Xt-i

j=1
W (ti)

j ,这里非负整数值随机变量Xt-i与

计数序列W (ti)
j 相互独立,且{W (ti)

j }是一个独立同分布的随机变量序列,其分布为

W (ti)
j =

B(ti)
j ,w.p.pi,

G(ti)
j ,w.p.1-pi

{ ,  pi∈ [0,1],
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B(ti)
j 服从Bernoulli(αti)分布,G(ti)

j 服从 Geometric(αti/(1+αti))分布,其概率质量函数为P(G(ti)
j =x)=

αx
ti

(1+αti)x+1
,x=0,1,…,B(ti)

j 和G(ti)
j 对任意时间t相互独立;时变系数{αti,1≤i≤k}对任意时间t是

相互独立同分布的,{εt}是独立同分布的非负整数值序列,并服从参数为λ 的Poisson分布,且

{αti,1≤i≤k}与{εt}相互独立.该模型称为Po-DDRCMTINAR(k)模型,其参数是θ=(α1,…,αk,

φ1,…,φk,p1,…,pk,λ)′.根据方程(2),可得αit的均值、方差以及αit与αjt(i≠j)之间的协方差分别为

E(αti)=αiφi, Var(αti)=α2iφi(1-φi), Cov(αti,αtj)=-αiαjφiφj. (3)
特别地,当参数p1=p2=…pk=1时,本文模型退化为文献[10]提出的Po-DDRCINAR(k)模型.本文

对参数p1,p2,…,pk 是否等于1,即该模型是否退化为Po-DDRCINAR(k)模型进行检验.最后,通过

数值模拟和实例分析验证模型的有效性.

1 模型的统计性质

假设{Xt}是由模型(1)-(2)定义的Po-DDRCMTINAR(k)模型,下面给出该模型的一些统计性质.

命题1 1)E(Xt Xt-1,…,Xt-k)=∑
k

i=1
αiφiXt-i+λ;

2)如果该模型是k阶平稳的,则E(Xt)=λ1-∑
k

i=1
αiφ( )i

-1;

3)Var(Xt Xt-1,…,Xt-k)=∑
k

i=1

[αiφi(1+(1-2pi)αi)Xt-i+α2iφiX2
t-i]+2λ∑

k

i=1
αiφiXt-i+λ2+λ-

∑
k

i=1
αiφiXt-i+( )λ

2;

4)令γj=Cov(Xt,Xt-j),则γj=∑
k

i=1
αiφiγj-i.

证明:令Si=αti·piXt-i,则Si 的条件矩母函数为

MSi αti,Xt-i = pi(1-αti+αtiet)+(1-pi) 1
1+αti-αtie

é

ë
êê

ù

û
úút

Xt-i,

因此,可得Si 的l阶条件矩为E(Sl
i αti,Xt-i)=M(l)

Si αti,Xt-i
(0).特别地,有

E(Si αti,Xt-i)=αtiXt-i,  E(S2i αti,Xt-i)=α2tiXt-i(1-Xt-i)+(αti+2(1-pi)α2ti)Xt-i,
进一步,可得E(Si Xt-i)=αiφiXt-i,E(S2i Xt-i)=αiφi(1+(1-2pi)αi)Xt-i+α2iφiX2

t-i,从而可推出

统计性质1)~4)成立.证毕.

根据文献[21]中定理1,可知在∑
k

i=1
αiφi<1,0<αi<1,0<φi<1,0<pi<1,0<φ1+φ2+…+

φk<1及E(At췍At)的最大特征值小于1成立的条件下,模型{Xt}是平稳遍历的.进一步,根据

文献[22],通过以下结果给出模型{Xt}的严平稳遍历性.
定理1 满足方程(1)-(2)的模型{Xt}是严平稳遍历的.
证明:首先证明模型{Xt}是严平稳的.只需证明对t,k′>0和任意的x1,x2,…,xk′,

P(Xi=xi,1≤i≤k′)=P(Xt+i=xi,1≤i≤k′).
基于模型的定义,Xt 是一个k阶 Markov过程.不失一般性,假设k≤k′,则有

P(Xi=xi,1≤i≤k′)=P(X1=x1)∏
k′

l=2
P(Xl=xl Xl-j=xl-j,1≤j≤ min{k,l-1}), (4)

P(Xt+i=xi,1≤i≤k′)=P(Xt+1=x1)∏
k′

l=2
P(Xt+l=xl Xt+l-j=xl-j,1≤j≤ min{k,l-1}).(5)

再根据模型的定义及εt 是一个独立同分布的Poisson随机变量序列,可得方程(4),(5)的等号右边相

等,从而证得该过程是严平稳的.
下面证明该过程的遍历性.令A 为序列Xt 的任意不可变事件,根据文献[23]中定义2知,只需证

明P(A)=0或P(A)=1即可.由于A 是任意不可变事件,因此存在B∈B(ℝ∞),使得对任意的
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t∈ℤ,满足A={w (Xt,Xt-1,…)∈B}.因为 Xt∈N,所以A={w (Xt,Xt-1,…)∈B∩N}.如果

F(Xt,Xt-1,…)是一个由{Xt,Xt-1,…}生成的σ-域,则对任意的t∈ℤ,有

A∈F(Xt,Xt-1,…), (6)
根据模型(1)-(2),有

F(Xt,Xt-1,…)⊆F(εt,V(t),εt-1,V(t-1),…), (7)
其中V(t)是Xt 构造中使用计数序列的符号,即混合算子运算符序列.根据Xt 的定义知,{εt,V(t)}是
一个独立的随机变量序列,结合方程(6),(7),对任意的t∈ℤ,有A∈F(εt,V(t),εt-1,V(t-1),…)或者

等价地有 A∈ ∩
-∞

t=0
F(εt,V(t),εt-1,V(t-1),…).因此,得到集合的无穷交集是一个尾σ-代数满足

Kolmogorov0-1律定理,所以A 是一个尾事件,且有P(A)=0或P(A)=1.从而遍历性得证.证毕.
上述统计性质有利于获得模型中参数估计量的渐近性质.为得到参数的条件极大似然估计,下面

给出模型的转移概率:

Pθ(Xt Xt-1,…,Xt-k)=∑
k

j=1
∑
Mt

mj=0
φjfε(Xt-mj)P(αj·pjXt-j=mj Xt-1,…,Xt-k)+φ0fε(Xt),

其中fε(Xt-mj)=λXt-mje-λ
(Xt-mj)!

,m0=0,j=0,1,…,k.并且

P(αj·pjXt-j=mj Xt-1,…,Xt-k)=(1-pj)Xt-jP NBXt-j,
αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=mæ

è
ç

ö

ø
÷j +

pXt-j
j P(Bin(Xt-j,αj)=mj)+ ∑

Xt-j-1

i=1

Xt-jæ

è
ç

ö

ø
÷

i
pi

j(1-pj)Xt-j-i×

P Bin(i,αj)+NBXt-j-i,αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=mæ

è
ç

ö

ø
÷j ,

其中 (1-pj)Xt-jP NBXt-j,
αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=mæ

è
ç

ö

ø
÷j 对 应 的 Mt 是 Xt,pXt-j

j P (Bin(Xt-j,αj)=mj)和

P Bin(i,αj)+NBXt-j-i,
αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=mæ

è
ç

ö

ø
÷j 对应的Mt 是min{Xt,Xt-j}.用

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
b

表示二项组合,则

P Bin(i,αj)+NBXt-j-i,αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=mæ

è
ç

ö

ø
÷j = ∑

min{mj
,i}

l=0

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
l

Xt-j-i+mj-l-1
Xt-j-i-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
αmj

j
(1-αj)i-l

(1+αj)mj-l+Xt-j-i.

  为方便计算,下面给出一些表达式:

Y(dj,ej)=
dj+ej-1

dj-
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
αj

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

ej 1
1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

dj,

Z(dj,ej)=
dj

e
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
αej

j
(1-αj)dj-ej,  j=1,2,…,k,

r(dj,ej)=
dj

e
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
pej

j
(1-pj)dj-ej, q(di,ei)= λdi-eie-λ

(di-ei)!
, i=0,1,…,k, e0=0,

从而模型的转移概率也可表示为

Pθ(Xt Xt-1,…,Xt-k)=∑
k

j=1
φj ∑

Xt

mj=0
q(Xt,mj)(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj)+ ∑

min{Xt,Xt-j}

mj=0
q(Xt,mj{ )×

pXt-j
j Z(Xt-j,mj)+ ∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i)∑

min{mj
,i}

l=0
Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-l[ ] }) +

1-∑
k

j=1
φ( )j q(Xt,m0). (8)

2 参数的条件极大似然估计

下面基于模型的统计性质和转移概率讨论模型中未知参数的条件极大似然估计.
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假设X0,X1,…,Xn 是由Po-DDRCMTINAR(k)过程生成的随机变量,其真实参数值为θ0.对数

似然函数表示为l(θ)=∑
n

t=k+1
logPθ(Xt Xt-1,…,Xt-k),其中Pθ(Xt Xt-1,…,Xt-k)由方程(6)给出,

简记为Pθ.本文模型的得分函数为

∂l(θ)
∂αj

=∑
n

t=k+1

1
Pθ

φjXt-j

1+αj
∑
Xt-1

mj=0

(1-pj)Xt-jY(Xt-j+1,mj)q(Xt-1,mj[{ )-

∑
Xt

mj=0

(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj)q(Xt,mj ])+φjXt-j

1-αj
×

∑
min{Xt-1,Xt-j-1}

mj=0
pXt-j

j Z(Xt-j-1,mj)q(Xt-1,mj)- ∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
pXt-jj Z(Xt-j,mj)q(Xt,mj[ ])+

∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
φjq(Xt,mj)∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i)×

i
1-αj

∑
min{mj-1,i-1}

l=0
Z(i-1,l)- ∑

min{mj
,i}

l=0
Z(i,l[ ]é

ë
êê )Y(Xt-j-i,mj-l)+

Xt-j-i
1+αj

∑
min{mj-1,i}

l=0
Y(Xt-j-i+1,mj-l-1)- ∑

min{mj
,i}

l=0
Y(Xt-j-i,mj-l[ ])Z(i,l ù

û
úú }) ,

∂l(θ)
∂φj

=∑
n

t=k+1

1
Pθ ∑

Xt

mj=0

(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj)q(Xt,mj{ )+ ∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
q(Xt,mj)×

pXt-j
j Z(Xt-j,mj)+ ∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i)∑

min{mj
,i}

l=0
Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-l[ ])-q(Xt,m0 }),

∂l(θ)
∂pj

=∑
n

t=k+1

1
Pθ
{-φjXt-j∑

Xt

mj=0

(1-pj)Xt-j-1Y(Xt-j,mj)q(Xt,mj)+φjXt-j ∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
q(Xt,mj)×

pXt-j-1
j Z(Xt-j,mj)+ 1

1-pj
∑

Xt-j-2

i=0
r(Xt-j-1,i)-∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i( )) ∑

min{mj,i}

l=0
Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-lé

ë
êê

ù

û
úú)},

∂l(θ)
∂λ =∑

n

t=k+1

1
Pθ ∑

k

j=1
∑
Xt-1

mj=0
φjq(Xt-1,mj)(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj[{ )+ ∑

min{Xt-1,Xt-j}

mj=0
φjq(Xt-1,mj)×

pXt-j
j Z(Xt-j,mj)+ ∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i)∑

min{mj
,i}

l=0
Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-l ][ ]) +

1-∑
k

j=1
φ( )j q(Xt-1,m0)-P }θ .

因此,通过最大化条件对数似然函数或通过求解与得分函数相关的方程,可推出未知参数θ的条件极

大似然估计量θ̂.
下面给出Y,Z,r,q,P 及其偏导数的相关递推关系,用于证明参数估计量的渐近正态性.根据转移

概率和得分函数,可得Y,Z,r,q,P 的表达式如下:

Y(dj,ej)=
αjdj

ej
Y(dj+1,ej-1), (9)

Z(dj,ej)=αjZ(dj-1,ej-1)+(1-αj)Z(dj-1,ej), (10)

r(dj,ej)=pjr(dj-1,ej-1)+(1-pj)r(dj-1,ej), (11)

∂Y(dj,ej)
∂αj

= dj

1+αj
[Y(dj+1,ej-1)-Y(dj,ej)], (12)

∂Z(dj,ej)
∂αj

= dj

1-αj
[Z(dj-1,ej-1)-Z(dj,ej)], (13)
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∂r(dj,ej)
∂pj

= dj

1-pj
[r(dj-1,ej-1)-r(dj,ej)], (14)

∂q(dj,ej)
∂λ =q(dj-1,ej)-q(dj,ej), (15)

∂2q(dj,ej)
∂λ2 =q(dj-2,ej)-2q(dj-1,ej)+q(dj,ej), (16)

∂Pθ

∂αj
=∑

Xt

mj=0
φjq(Xt,mj)(1-pj)Xt-j

∂Y(Xt-j,mj)
∂αj

+

∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
φjq(Xt,mj)pXt-j

j
∂Z(Xt-j,mj)

∂αj
+ ∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,ié

ë
êê )×

∑
min{mj

,i}

l=0

∂Z(i,l)
∂αj

Y(Xt-j-i,mj-l)+Z(i,l)∂Y
(Xt-j-i,mj-l)

∂α
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú

j
. (17)

根据式(9)~(17)可得如下命题.

命题2 -max Xt-j

1+αj
,Xt-j

1-αj
,2Xt-j

1-α2{ }
j
≤∂logPθ

∂αj
≤max Xt-j

αj(1+αj)
, Xt-j

αj(1-αj)
,2Xt-j

αj(1-α2j{ }).

证明:由于

∂logPθ

∂αj
≥ 1

Pθ
-φjXt-j

1+αj
∑
Xt

mj=0
q(Xt,mj)(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj

é

ë
êê )-

Xt-j

1-αj
∑

min{Xt,Xt-j}

mj=0
q(Xt,mj)p

Xt-j
j Z(Xt-j,mj)- ∑

min{Xt,Xt-j}

mj=0
φjq(Xt,mj)×

∑
Xt-j-1

i=1

i
1-αj

+Xt-j-i
1+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

j
r(Xt-j,i)∑

min{mj
,i}

l=0
Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-l ù

û
úú),

所以∂logPθ

∂αj
≥-max Xt-j

1+αj
,Xt-j

1-αj
,2Xt-j

1-α2{ }
j

.

另一方面,根据式(9)~(17)有

∂logPθ

∂αj
≤ 1

Pθ
∑
Xt

mj=0
φjq(Xt,mj)

mj

αj(1+αj)
(1-pj)Xt-jY(Xt-j,mj

é

ë
êê )+

∑
min{Xt,Xt-j}

mj=0
φjq(Xt,mj)

Xt-j

αj(1-αj)p
Xt-j
j Z(Xt-j,mj

é

ë
êê )+ ∑

Xt-j-1

i=1
r(Xt-j,i)×

∑
min{mj

,i}

l=0

i
αj(1-αj)

+ mj-l
αj(1+αj

é

ë
êê

ù

û
úú)Z(i,l)Y(Xt-j-i,mj-l ù

û
úú

ù

û
úú) ≤

max Xt-j

αj(1+αj)
, Xt-j

αj(1-αj)
, 2Xt-j

αj(1-α2j{ }) .

证毕.

3 参数估计量的渐近正态性

下面根据定理1、命题2和式(9)~(17),讨论参数估计量θ̂的渐近正态性.采用文献[24-25]的方

法证明估计量θ̂的渐近正态性.首先给出如下正则条件:

(H1)集合 m:P(εt=m)=f(m,λ)=λm

m!e
-λ>{ }0 不依赖于λ;

(H2)E(ε3t)=λ3+3λ2+λ<∞;
(H3)P(εt=m)是三次连续可微的;
(H4)对任意的λ′∈B(这里B 是集合ℝ的一个开子集),存在λ′的一个领域U,使得

∑
∞

k=0
sup
λ∈U

f(k,λ)< ∞, ∑
∞

k=0
sup
λ∈U

∂f(k,λ)
∂λ < ∞, ∑

∞

k=0
sup
λ∈U

∂2f(k,λ)
∂λ2 < ∞;
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  (H5)对于λ′∈B,存在λ′的一个邻域U 和常数C1,C2,C3,使得序列φ1(n)=C1n,φ11(n)=C2n2,

φ111(n)=C3n3,当n≥0时,对∀λ∈U 和∀m≤n,在过程{Xt}具有平稳遍历分布的条件下,P(εt)的非

零概率密度函数f(m,λ)满足:

∂f(k,λ)
∂λ ≤φ1(n)f(m,λ), 

∂2f(k,λ)
∂λ2 ≤φ11(n)f(m,λ), 

∂3f(k,λ)
∂λ3 ≤φ111(n)f(m,λ);

  (H6)记I(θ)=(σij)(3k+1)(3k+1)为Fisher信息矩阵,这里i,j=1,2,…,3k+1,且I(θ)是非奇异的,

并有I(θ)=E∂logPθ

∂θi
·∂logPθ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
.

下面给出文献[24]中定理1.3的一种特殊形式.
定理2 假设正则条件(H1)~(H6)成立,则θ的条件极大似然估计量θ̂ 具有渐近正态性,且有

N (̂θ-θ) →
d

N(0,I-1(θ)),  N → ∞.
  证明:根据文献[25],显然满足条件(H1)~(H4).由k阶相依驱动随机系数混合算子整数值自回

归模型的定义知,随机项εt 服从参数为λ的Poisson分布,因此也满足条件(H5).下面只需证明满足

条件(H6),从而只需证明下列结论成立:

1)E ∂logPθ

∂αj

2

<∞;

2)E ∂logPθ

∂φj

2

<∞;

3)E ∂logPθ

∂pj

2

<∞,j=1,2,…,k;

4)E ∂logPθ

∂λ
2

<∞;

5)E ∂logPθ

∂αj
·∂logPθ

∂αq
<∞,j≠q,j,q=1,2,…,k;

6)E ∂logPθ

∂αj
·∂logPθ

∂φm
<∞,j,m=1,2,…,k;

7)E ∂logPθ

∂αj
·∂logPθ

∂pm
<∞;

8)E ∂logPθ

∂αj
·∂logPθ

∂λ <∞;

9)E ∂logPθ

∂φj
·∂logPθ

∂φq
<∞;

10)E ∂logPθ

∂φj
·∂logPθ

∂pm
<∞;

11)E ∂logPθ

∂φj
·∂logPθ

∂λ <∞;

12)E ∂logPθ

∂pj
·∂logPθ

∂pq
<∞;

13)E ∂logPθ

∂pj
·∂logPθ

∂λ <∞.

首先证明结论1).根据定理1和命题1,可得E ∂logPθ

∂αj

2

<C·E(X2
k+1-j)<∞,这里C 是一个

合适的常数.其次证明结论2).根据得分函数∂logPθ

∂φj
的表达式,可得E ∂logPθ

∂φj
<1
φj
<∞,从而

E ∂logPθ

∂φj

2

< ∞.再 次,对 于 结 论 3),根 据 得 分 函 数∂logPθ

∂pj
的 表 达 式,有 E ∂logPθ

∂pj
<

C·E(Xk+1-j)<∞,因此 E ∂logPθ

∂pj

2

<C·E X2
k+1-( )j <∞;对于结论4),根据条件(H5),有

∂logPθ

∂λ <φ1(Xk+1),因 此 可 得 E ∂logPθ

∂λ
2

<Eφ21(Xk+1)<∞.最 后,基 于 结 论1)~4)和
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条件(H5),可得结论5)~13)成立.从而可定义Fisher信息矩阵I(θ),同时根据条件(H6),可得I(θ)
是非奇异的.证毕.

注1 当新息序列{εt}的分布未知时,可令με=E(εt),σ2ε=Var(εt),此时参数为θ=(α1,…,αk,

φ1,…,φk,p1,…,pk,με,σ2ε)′.从而可采用文献[26]中的修正拟似然估计法估计未知参数,基于修正拟

似然估 计 量 ～θ 重 新 获 得 方 差 的 估 计 量,记 为 T-1 (θ),这 里 T (θ)的 估 计 量 为 T̂(θ)=

1
n∑

n

t=k+1
mt(～θ)mt(～θ)′,其中mt(θ)=(mt1(θ),…,mt,3k+2(θ))′,

mti(θ)=Xt-E(Xt|Xt-1,…,Xt-k)
Varθ(Xt Xt-1,…,Xt-k)

·∂E(Xt Xt-1,…,Xt-k)
∂θi

,  i=1,2,…,3k+2.

4 数值模拟

下面通过数值模拟评估条件极大似然估计量的小样本性能.考虑Po-DDRCMTINAR(2)模型.
采用估计量的有限样本平均绝对偏差误差(MADE)和均方误差(MSE)进行评价,其中

MADE=1M∑
M

i=1
θ̂-θ ,  MSE=1M∑

M

i=1

(̂θ-θ)2,

这里θ̂表示θ的估计量,M 表示重复模拟次数.考虑下列4组参数组合:

1)α1=0.3,α2=0.4,φ1=0.4,φ2=0.5,p1=0.45,p2=0.5,λ=0.3;

2)α1=0.3,α2=0.4,φ1=0.4,φ2=0.5,p1=0.45,p2=0.5,λ=0.5;

3)α1=α2=0.4,φ1=φ2=0.3,p1=0.45,p2=0.5,λ=0.3;

4)α1=α2=0.4,φ1=φ2=0.3,p1=p2=0.5,λ=0.5.
样本容量的取值分别为n=100,300,500,800,1000,模拟实验重复500次.图1为样本量n=100

时,Po-DDRCMTINAR(2)模型在4组参数下的路径图.

图1 当n=100时,Po-DDRCMTINAR(2)模型在4组参数下的路径图

Fig.1 PathdiagramsofPo-DDRCMTINAR(2)modelunderfoursetsofparameterswhenn=100

表1和表2列出了4组参数下该模型的条件极大似然估计结果.由表1和表2可见,随着样本量
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的增大,绝对误差和均方误差都逐渐减小,表明参数估计逐渐收敛到真实值.
表1 在不同参数组合下不同样本量参数估计的 MADE

Table1 MADEofparameterestimationofdifferentsamplesizesunderdifferentparametercombinations

参数组合 n
MADE

α1 α2 φ1 φ2 p1 p2 λ
1) 100 0.4831 0.3316 0.2729 0.2987 0.1378 0.1069 0.0488

300 0.2955 0.1908 0.2339 0.2323 0.1136 0.0874 0.0277
500 0.2075 0.1593 0.2021 0.1835 0.1105 0.0847 0.0221
800 0.1867 0.1449 0.1829 0.1696 0.1098 0.0829 0.0198
1000 0.1838 0.1389 0.1735 0.1623 0.1080 0.0817 0.0175

2) 100 0.3983 0.2620 0.2610 0.2802 0.1009 0.0640 0.0580
300 0.2733 0.1670 0.2254 0.2149 0.0982 0.0591 0.0384
500 0.2245 0.1436 0.1988 0.1853 0.0981 0.0588 0.0346
800 0.1824 0.1326 0.1748 0.1628 0.0980 0.0584 0.0314
1000 0.1762 0.1275 0.1643 0.1580 0.0973 0.0580 0.0313

3) 100 0.6107 0.4893 0.2167 0.2171 0.1349 0.1335 0.0486
300 0.2664 0.2986 0.1884 0.1947 0.0929 0.0932 0.0270
500 0.2072 0.2449 0.1822 0.1786 0.0874 0.0897 0.0215
800 0.1785 0.2182 0.1738 0.1699 0.0857 0.0845 0.0170
1000 0.1730 0.1998 0.1591 0.1661 0.0835 0.0835 0.0160

4) 100 0.4872 0.4739 0.2093 0.2231 0.0686 0.0696 0.0533
300 0.2494 0.2503 0.1930 0.2020 0.0594 0.0597 0.0367
500 0.2027 0.2120 0.1772 0.1819 0.0582 0.0590 0.0315
800 0.1752 0.1983 0.1689 0.1639 0.0582 0.0581 0.0279
1000 0.1707 0.1904 0.1639 0.1627 0.0581 0.0580 0.0256

表2 在不同参数组合下不同样本量参数估计的 MSE

Table2 MSEofparameterestimationofdifferentsamplesizesunderdifferentparametercombinations

参数组合 n
MSE

α1 α2 φ1 φ2 p1 p2 λ
1) 100 0.5000 0.2700 0.0882 0.1129 0.0291 0.0206 0.0039

300 0.2140 0.0585 0.0691 0.0722 0.0141 0.0093 0.0013
500 0.0712 0.0397 0.0552 0.0473 0.0126 0.0078 0.0008
800 0.0581 0.0333 0.0450 0.0405 0.0122 0.0072 0.0006
1000 0.0547 0.0317 0.0407 0.0373 0.0118 0.0069 0.0005

2) 100 0.3120 0.1207 0.0838 0.1007 0.0107 0.0051 0.0053
300 0.2083 0.0454 0.0671 0.0626 0.0097 0.0360 0.0022
500 0.0839 0.0325 0.0523 0.0472 0.0097 0.0035 0.0017
800 0.0548 0.0275 0.0414 0.0365 0.0096 0.0035 0.0013
1000 0.0531 0.0266 0.0374 0.0359 0.0095 0.0034 0.0012

3) 100 0.9836 0.8239 0.0601 0.0579 0.0367 0.0341 0.0038
300 0.1634 0.1552 0.0486 0.0497 0.0121 0.0117 0.0012
500 0.0692 0.0895 0.0457 0.0436 0.0087 0.0093 0.0007
800 0.0476 0.0699 0.0444 0.0430 0.0079 0.0076 0.0004
1000 0.0458 0.0619 0.0416 0.0417 0.0074 0.0074 0.0004

4) 100 0.5788 0.7412 0.0563 0.0622 0.0074 0.0068 0.0046
300 0.1195 0.0958 0.0529 0.0558 0.0037 0.0038 0.0021
500 0.0803 0.0689 0.0459 0.0491 0.0035 0.0036 0.0014
800 0.0464 0.0605 0.0446 0.0423 0.0035 0.0034 0.0011
1000 0.0408 0.0560 0.0424 0.0400 0.0034 0.0034 0.0010

  本文对参数pi(i=1,2)是否为1进行假设检验.原假设 H0:pi-1=0,备择假设 H1:pi-1<0.
在参数组合1)下,基于样本量n=100,300,500,800,1000和500次重复实验,计算检验统计量
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t= p̂i-1
Var(̂pi)

的值.参数p1 相应的检验统计量值分别为-1.3287,-2.2593,-3.0100,-3.7042,

-4.2739;参数 p2 相 应 的 检 验 统 计 量 值 分 别 为-1.5168,-2.7971,-3.7038,-4.8576,

-5.4980.当显著性水平α=0.05时,在小样本n=100情况下,参数pi(i=1,2)未通过显著性检验,
即接受pi=1的假设;在其他样本下参数pi(i=1,2)通过了显著性检验,即pi-1<0.可见,样本量

越大,参数pi(i=1,2)统计量的值越小于临界值,参数pi-1<0可信度越高,因此本文模型不会退化

为Po-DDRCINAR(k)模型的可信度较高.

5 实例分析

考虑一组我国从2020年5月4日到2020年9月23日共143d的全国新冠感染每日疑似病例

数量.数据变化范围是0~18(http://www.nhc.gov.cn/wjw/xwdt/list_83.shtml).该组数据的均值

和方差分别是3.9441和10.8278.图2为该组数据的散点图、自相关(ACF)图和偏自相关(PACF)图.由

图2,本文考虑下列4种模型:Po-DDRCMTINAR(1),Po-DDRCMTINAR(2),Po-DDRCINAR(1)[10],

Po-DDRCINAR(2)[10].表3列出了上述4种模型参数的极大似然估计和用于评价模型优劣的 AIC,

BIC和HQ准则[10].由表3可见,本文提出的Po-DDRCMTINAR(1)模型分析该组数据的AIC,BIC
和HQ值最小.基于Po-DDRCMTINAR(1)模型,图3为拟合残差的路径图、直方图、ACF图和

PACF图.由 图 3 可 见,该 模 型 的 拟 合 残 差 近 似 服 从 标 准 正 态 分 布.表 明 本 文 提 出 的 一 阶

Po-DDRCMTINAR(1)模型更适合分析该组数据.

图2 新冠感染疑似病例数据的计数图(A)、ACF图(B)和PACF图(C)

Fig.2 Countplot(A),ACFplot(B)andPACFplot(C)ofsuspectedcasedataofCOVID-19

表3 不同模型对新冠感染疑似病例数据的参数极大似然估计和AIC,BIC,HQ值

Table3 MaximumlikelihoodestimationofparametersandAIC,BIC,HQvaluesof
differentmodelsforsuspectedcasedataofCOVID-19

Po-DDRCMTINAR(1) Po-DDRCMTINAR(2) Po-DDRCINAR(1) Po-DDRCINAR(2)

α̂1=0.8487 α̂1=0.8965 α̂1=0.9228 α̂1=0.6741

φ̂1=0.9706 α̂2=0.8979 φ̂1=0.7903 α̂2=0.4275
p̂1=0.5678 φ̂1=0.8851 λ̂=0.9844 φ̂1=0.8514
λ̂=0.7570 φ̂2=0.1064 AIC=530.3535 φ̂2=0.4157
AIC=36.7890 p̂1=0.5659 BIC=539.2421 λ̂=1.3742
BIC=48.6404 p̂2=0.5551 HQ=529.1595 AIC=546.6948
HQ=35.1969 λ̂=0.6838 BIC=561.5091

AIC=60.4267 HQ=544.7047
BIC=81.1666
HQ=57.6405

  综上,本文提出了k阶Poisson相依驱动随机系数混合算子整数值自回归模型,讨论了该模型的

统计性质和参数的条件极大似然估计,证明了估计量的渐近正态性.最后通过数值模拟和实例分析验

证了模型的有效性.
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图3 新冠感染疑似病例数据模型的残差图(A)、残差直方图(B)、ACF图(C)和PACF图(D)

Fig.3 Residualplot(A),residualhistogram(B),ACFplot(C)and
PACFplot(D)ofsuspectedcasedatamodelofCOVID-19
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