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波浪与柔性压电膜结构相互作用的简化模型分析

杨闻宇，刘春嵘

（厦门理工学院土木工程与建筑学院，361024 厦门）

摘 要：压电材料可以用来捕获海洋波浪能，将波能直接转化为电能。将压电膜与柔性膜相结合构
成潜式防波堤结构，可以作为一种新型的波能转换装置，同时具有波能发电和消波的双重功能。本

研究推导了柔性压电膜结构的无量纲运动方程，并基于势流理论利用数值波浪水槽模拟研究了波

浪与柔性压电膜结构的相互作用。给出了柔性压电膜结构附加质量的预测方法，并讨论了影响柔

性压电膜结构运动响应的主要控制参数。波浪作用下柔性压电膜结构的运动响应满足非线性振动

微分方程，非线性项由无量纲膜结构弹性模量 E*控制。获得了柔性压电膜结构的共振周期，并给
出柔性压电膜结构的无量纲附加质量的计算拟合公式；当无量纲初始张力 T*0 取值在 1. 31 × 10

-5 ～
6. 33 × 10 -4时，给出了柔性压电膜线性与非线性响应临界控制参数 E*的范围。
关键词：柔性压电膜；共振周期；附加质量；消波效果；波浪能
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Simplified analysis of interactions between water waves and
flexible piezoelectric membrane structure

YANG Wenyu，LIU Chunrong

（School of Civil Engineering and Architecture，Xiamen University of Technology，361024 Xiamen，China）

Abstract：Piezoelectric materials can be used to capture ocean wave energy，converting it directly into e-
lectricity. The combination of piezoelectric membrane and flexible membrane to form a submerged break-
water structure can be used as a new type of wave energy conversion device，which has the dual functions
of wave energy generation and wave dissipation. In this paper，the dimensionless motion equation of the pi-
ezoelectric flexible membrane system was derived，and the interaction between the wave and the flexible
piezoelectric membrane structure was studied by the numerical wave flume based on the potential flow the-
ory. A method for predicting the additional mass of the flexible piezoelectric membrane was presented，and
the main control parameters which affect the motion response of the flexible piezoelectric membrane were
discussed. The response of the flexible piezoelectric membrane under wave action satisfied the nonlinear
vibration differential equation，and the nonlinear term was controlled by the dimensionless elastic modulus
E* of the membrane. The resonant period of the flexible piezoelectric membrane was obtained，and the fit-
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ting formula of the dimensionless additional mass of the flexible piezoelectric membrane was given. When
the dimensionless initial tension T*0 ranges from 1. 31 × 10

-5 ～ 6. 33 × 10 -4，the critical control parameter
E* is given. The results can provide theoretical basis for the design and engineering application of flexible
piezoelectric membrane structures.
Key words：flexible piezoelectric membrane；resonance period；added mass；wave energy dissipation；
wave energy

  海洋波浪能作为一种清洁能源，利用波浪能发
电是替代化石能源的一种有效途径。常见的波能转

化原理是通过波能捕获技术将波能转化为机械能，

再将机械能转化为电能[1-2]。压电材料是近年来发

展起来的新型材料，可以用来捕获海洋波浪能，将波

能直接转化为电能[3]。BURNS[4]首次将压电材料
与波浪开发相结合，设计了波浪压电发电装置。此

后国内外研究学者提出了多种结构的压电波能转化

装置，较为常见的压电波能转换装置主要是在浮标

结构连接安装有压电片的悬臂梁结构或者耦合压电

材料的振荡系统，且多集中安装在海水自由表面附

近[5-9]。其中，NABAVI等[8]在波士顿海湾和旧金山

海湾的近海对安装在浮标结构的压电转化装置进行

了现场试验，单位体积的压电材料可分别获得

8. 57、11. 4 kW / m3的输出功率，表明压电波能发电，
具有较好的发展前景。

将压电膜与柔性膜相结合形成封闭的柔性压电

膜结构安装在海床上，既可以作为一种新型的波能

转换装置，又可以作为潜式防波堤，具有发电和消浪

的双重功能[10]。因此，波浪作用下柔性压电膜的响

应对其发电和消波功能起着重要的作用。国内外的

学者对柔性膜防波堤进行了理论、实验和数值研究。

OHYAMA等[11]通过实验研究了坐底式充水柔性膜

防波堤的波浪透射系数和反射系数。PHADKE
等[12-14]利用边界元与有限元方法研究了坐底式充水

柔性膜在波浪作用下的共振响应和非线性响应。

STAMOS等[15]实验对比研究了刚性和柔性坐底式

防波堤的消波效果，发现半圆柱柔性坐底式防波堤

具有更好的波浪反射效果。DAS 等[16]基于边界元

与有限元方法发展研究了三维柔性膜防波堤的动态

响应。LIU等[17]基于欧拉-拉格朗日方法模拟研究
了柔性膜防波堤与波浪相互作用的非线性响应。赵

西增等[18]利用数值模拟和实验研究了柔性水囊潜

堤与规则波相互作用的消波机理。LI 等[19]基于势

流理论研究了波浪与半圆形柔性膜防波堤的水弹性

相互作用，发展了解析解，并讨论了波浪的反射和透

射系数以及柔性膜的变形。ZHAO等[20]采用 CIP黏
性流模型模拟研究了充水膜防波堤与波浪的相互作

用，分析了充水膜内部压强和弹性模量的影响，并分

析了充水膜周围的涡量场及结构响应，认为在较低

的内部压强条件下充水膜的波浪反射和能量耗散效

果更显著。GUO等[21]实验研究了水平和竖直放置

的柔性膜结构防波堤的消波效果，分析了膜的孔隙

率等参数对消波效果的影响。LIU等[10，22]将压电膜

与柔性膜相结合，研究了柔性压电膜在波浪作用下

的线性和非线性响应，并讨论了影响柔性压电膜的

发电效率和消波效果的控制参数，发现提高压电材

料的工作频率能够提高柔性压电膜的发电效率。

本研究推导了无量纲化的柔性压电膜结构的运

动方程，利用数值波浪水槽模拟研究了波浪与柔性

压电膜结构的相互作用。给出了柔性压电膜结构的

附加质量预测方法，得到了其线性与非线性响应的

临界控制参数范围，以期为柔性压电膜结构的设计

及工程应用提供理论依据。

1 数学模型

柔性压电膜结构、外接电路及数值波浪水槽示

意图如图 1 所示。柔性压电膜结构由中间的压电层
及覆盖其两侧的绝缘柔性膜构成，通过端部的电极

与外部电路连接。柔性压电膜结构安装在波浪水槽

底部，内部充满液体，将整个流场分为外部流场和内

部流场。由于柔性压电膜的厚度一般在毫米量级，

相较于结构尺寸很小，因此在模型中按一段弧处理，

其圆心在 Om。据此建立了全局坐标系（x，z）和局部
坐标系（r，θ）分别描述流场和柔性压电膜结构的运
动。因未指定该装置的应用海域，在此仅作机理研

究，故数值波浪水槽的入射波条件设定为正弦波。
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图 1 柔性压电膜结构及数值波浪水槽示意图
Fig. 1 Schematic diagram of flexible piezoelectric

membrane and numerical wave flume

1. 1 流场的控制方程

基于势流理论，柔性压电膜结构内外流场均满

足拉普拉斯方程，即

∇2φe = 0 ， ∇2φi = 0 （1）
式中：φ为速度势函数；下标 e代表外部流场；下标 i
代表内部流场。

在自由表面上 z = η（x，t），外流场速度势 φe 满
足的边界条件为

∂φe
∂t
+ gz + 12 ∇φe·∇φe = 0 （2）

在流场底部，速度势 φe和 φi满足的边界条件为
∂φe
∂z
= 0，

∂φi
∂z
= 0 （3）

与柔性压电膜边界接触的内外流体的法向速度

相等，即

∂φi
∂n
=
∂φe
∂n

（4）

1. 2 柔性压电膜结构的控制方程

由于柔性压电膜结构的厚度很薄，结构单位面

积上受到的惯性力与膜结构内、外流体压力差的量

级相比较很小，可忽略不计。因此，仅考虑膜的张力

与膜结构内、外流体压力差的平衡关系，即

pi - pe = Tmκ （5）
式中：pi和 pe分别为膜结构内、外压强；Tm为单位宽
度的膜张力；κ为膜的曲率。

柔性压电膜结构内、外压强与相应速度势的关

系分别满足非定常伯努利方程，即

∂φe
∂t
+ 12 ∇φe·∇φe +

pe
ρ
+ gz = 0 （6）

∂φi
∂t
+ 12 ∇φi·∇φi +

pi
ρ
+ gz =

Tm0
ρrI

（7）

式中：ρ为水的密度；Tm0为静态平衡条件下膜的初始
张力；rI为膜的初始半径。

将式（6）和式（7）代入式（5），可得
∂φi
∂t
-
∂φe
∂t
= 12 （∇φe·∇φe - ∇φi·∇φi）+

Tm0
ρrI
-
Tmκ
ρ
（8）

膜张力 Tm可表示为
Tm = Tm0 + （Epτpε - Epd13Eeτp）+ Eτε （9）

式中：等式右侧括号项为压电层提供的张力；第 3 项
为柔性膜提供的张力；Ep为压电层的弹性模量；τp为
压电层的厚度；d13为压电层的压电常数；Ee为电场
强度；E为柔性膜的弹性模量；τ 为柔性膜的厚度；ε
为膜结构的应变。

考虑到材料压电常数通常很低，可忽略等式右

侧含有压电常数的项，即

Tm = Tm0 + Epτpε + Eτε （10）
考虑小变形条件（ζ≪ rI），极坐标下，柔性压电

膜的曲率 κ可简化为

κ = 1rI
- 1
r2I
∂2ζ
∂θ2

（11）

式中，ζ为柔性压电膜离开平衡位置的径向位移。
膜的边界条件为，在膜与底边界的连接点 θ = θ0

和 θ = θ1处
ζ θ，( )t = 0 （12）

2 无量纲化的柔性压电膜结构的运动
方程

  为了描述柔性压电膜结构的运动，分析影响柔
性压电膜结构运动的主要参数，对膜结构的运动方

程进行了无量纲化。采用波浪周期 T，水的密度 ρ，
重力加速度 g对所涉及的物理量进行无量纲化。

膜的无量纲径向位移 ζ* = ζ /（gT2）可表示为傅
里叶级数的形式，即

ζ*（θ，t*）= ∑
M

k = 1
Ak（t*）sin

kπ
Δθ
（θ - θ0）（13）

考虑到波浪的振幅较小，可忽略式（8）中的高
阶项，并进行无量纲化，则

∂φ*i
∂t*

-
∂φ*e
∂t*

=
T*0
r*I
- T*m κ* （14）

式中，φ* = φ /（g2T3），t* = t / T，T*0 = Tm0 /（ρg
3T4），

r*I = rI /（gT
2），T*m = Tm /（ρg

3T4）。
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无量纲曲率 κ* = κ gT( )2 可表示为

κ* = 1
r*I
- 1
（r*I ）

2
∂2ζ*

∂θ2
（15）

无量纲膜张力可表示为

T*m = T*0 + E*ε′ （16）
式中，无量纲膜结构弹性模量 E* = （Ep τp + Eτ）/
（ρg3T4）。

膜的动态应变 ε′可表示为

ε′ = 14
π
Δ( )θ

2

∑
M

k = 1

Ak
r*( )
I

2

k2 - Δθ( )π[ ]2 （17）

式中：Δθ = θ1 - θ0 ，θ0 和 θ1 为膜两端对应的角度；
M为模态数。

联立式（13）、式（15）、式（16），代入式（14），得
∂φ*i
∂t*

-
∂φ*e
∂t*

= - π
Δ( )θ

2 T*0
（r*I ）

2∑
M

k = 1
Ak（t）k

2 sin kπ
Δθ
（θ -

θ0）- π
Δ( )θ

2 E*ε′
（r*I ）

2∑
M

k = 1
Ak（t）k

2·

sin kπ
Δθ
（θ - θ0）-

E*

r*I
ε′ （18）

式（18）两端乘 sin nπ
Δθ
（θ - θ0）并积分，得

 ∫
Δθ

0

∂φ*i
∂t*

-
∂φ*e
∂t( )*

sin nπ
Δθθ
′dθ′

= - π
2

2Δθ
T*0
（r*I ）

2An（t）n
2 - π

2

2Δθ
E*ε′
（r*I ）

2An（t）n
2 （19）

式中，n取值为 1 ～M。
基于线性波假设，φ*i 和 φ*e 可表示为

φ*i = ∑
M

k = 1

dAk
dt*
Φ*i，k（r*，θ） （20）

φ*e = ∑
M

k = 1

dAk
dt*
Φ*e，k（r*，θ，t*）+ φ*eD（r*，θ，t*）（21）

式中：Φ*i，k（r*，θ，t*）、Φ*e，k（r*，θ，t*）分别表示
dAk
dt*

= 1 时，柔性压电膜结构内流和外流的速度势；

φ*eD（r*，θ，t*）为当 Ak = 0 时，入射波和散射波的速
度势。

将式 （17）、式 （20）、式（21）代入式 （19），得
到无量纲化的柔性压电膜结构 n阶模态的振幅振动
方程为

Ma
d2An
d（t*2）

+ μ
dAn
dt*
+ KAAn + KBA

3
n = Fex，n + Fc，n

（22）

KA =
π2
2Δθ

T*0
（r*I ）

2n
2，

KB =
π4

8 （Δθ）3
E*

（r*I ）
4n
2 n2 - Δθ( )π[ ]2 （23）

Ma = ∫
Δθ

0

（Φ*i，n - Φ*e，n）sin
nπ
Δθθ
′dθ′，

μ = - ∫
Δθ

0

∂Φ*e，n
∂t*
sin nπ
Δθθ
′dθ′ （24）

Fex = ∫
Δθ

0

∂φ*eD
∂t*
sin nπ
Δθθ
′dθ′，n = 1，2，…，M （25）

式中：KA和 KB为无量纲膜结构刚度；Ma为无量纲附
加质量；μ 为阻尼系数；Fex，n为外激励；Fc，n为 n 阶模
态的耦合激励。

方程组的数值求解方法可参见 LIU 等[17，22]的

文章。

3 分析与讨论

3. 1 柔性压电膜结构的线性应变响应

由式（22）可以看出柔性压电膜结构的响应满
足非线性微分振动方程，其中的非线性项系数为

KB，通过方程的无量纲化，可以看到非线性项由无量
纲膜结构弹性模量 E*控制。当 E*的值非常小时，
非线性项可以忽略，控制方程式（22）简化为线性振
动方程，柔性压电膜结构只表现出线性的响应。当

E*的值大于某一临界值时，非线性项不能被忽略，
则柔性压电膜结构表现出非线性响应。

当 E* = 0. 000 1 时，认为控制方程式（22）中的
非线性项可以忽略不计，柔性压电膜结构表现出线

性响应，可由图 2 所示的动态应变随时间的变化规
律所印证。

图 2 不同波浪周期下柔性压电膜的应变响应
（E* = 0. 000 1，T0 = 70 N / m）

Fig. 2 Strain responses of flexible piezoelectric membrane
under different wave periods （E* = 0. 000 1，T0 = 70 N / m）
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当初始张力 T0 = 70 N / m时，不同周期入射波条
件下，膜结构的应变响应均符合正弦曲线或余弦曲

线，结构只表现出线性行为。其应变响应幅值随波

浪周期先增大再减小。在 T = 0. 88 s时，应变响应幅
值达到最大值。当初始张力 T0的取值范围在 30 ～
100 N / m时，柔性压电膜结构都表现出与图 2 类似的
线性应变响应。在初始张力取值一定时，进行周期

扫描，总能发现对应某一入射波周期时，柔性压电膜

结构应变响应达到极大值。

由式（17）可知，膜结构的动态应变可表示为各
阶振动模态幅值的和。根据 LIU 等[17]对于柔性膜

运动的研究结果，膜结构振动的一阶模态不能单独

存在，其幅值 A1是后续模态幅值 Ak（k≥2）的函数。
图 3 给出了膜结构 2 ～ 5 阶振动模态幅值的时序曲
线。4 阶以上振动模态幅值非常小，可以忽略其对
动态应变的贡献。当 E* = 0. 000 1 时，2 阶和 3 阶振
动模态的幅值对于膜结构的应变响应起着主要贡

献，且 3 阶振动模态的幅值贡献最大。在 LIU 等[10]

对于压电柔性膜线性响应的研究中，当 E*取值在
0. 01 ～ 0. 4 时，则 2 阶振动模态的幅值对于膜结构
的应变响应贡献最大。 图 3 Ak的时序曲线（k = 2 ～ 5，E* = 0. 000 1）

Fig. 3 The timing curve of the Ak（k = 2 ～ 5，E* = 0. 000 1）

3. 2 柔性压电膜结构的固有频率

当柔性压电膜结构在不同初始张力 T0的条件

下，改变入射波的波浪周期，得到波浪透射系数随波

浪周期的变化规律，如图 4 所示。

图 4 波浪透射系数 CT随波浪周期的变化曲线

（E* = 0. 000 1）
Fig. 4 Wave transmission coefficient CT with

different wave periods （E* = 0. 000 1）
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从图 4 中可以看出，初始张力一定时，透射系数
随入射波周期一般先增大再减小至一极小值随后再

增大。以初始张力为 70 N / m 时为例，当 T = 0. 88 s
时波浪透射系数达到极小值，同时，由图 2 可知，此
时膜结构的动态应变达到极大值，即可认为此时膜

结构在波浪作用下产生共振。膜结构的共振响应对

于膜结构的设计和实际应用起着重要的作用。在线

性假设条件下，认为该波浪周期对应的频率即为膜

结构的固有频率。表 1 给出了不同初始张力条件下
膜结构的共振周期。随初始张力的增大，膜结构的

共振周期减小。

表 1 不同初始张力条件下柔性压电膜结构的共振周期
Tab. 1 Resonance period of flexible piezoelectric membrane

structure under different initial tension conditions

T0 /（N·m -1） 共振周期 T / s T*0

30 1. 25 1. 31 × 10 -5

40 1. 15 2. 43 × 10 -5

50 1. 05 4. 50 × 10 -5

60 0. 95 7. 83 × 10 -5

70 0. 88 1. 24 × 10 -4

80 0. 80 2. 08 × 10 -4

90 0. 70 3. 98 × 10 -4

100 0. 64 6. 33 × 10 -4

3. 3 柔性压电膜结构的附加质量

在柔性压电膜结构的响应控制方程式（22）中，
结构刚度 KA主要由无量纲参数 T*0 来计算，KB主要
由无量纲参数 E*来计算，附加质量由压电柔性膜结
构内流和外流的速度势决定，无法直接计算。但若

忽略非线性刚度对结构附加质量的影响，可通过线

性理论给出附加质量的计算。

根据线性振动理论可知，膜结构的无量纲共振

频率 ω* = ωT可以表示为

ω* =
KA
M a

（26）

式中：KA为无量纲结构刚度；Ma为无量纲附加质量。
可由表 1 中共振条件下的 T*0 值，根据式（23）计算
KA值，计算用到的参数 Δθ = 0. 646 74，r*I =
rI /（gT

2），rI = 0. 35 m，T 取值为共振周期，n 取为 2，
则可利用式（26）反算出结构无量纲附加质量 Ma
的值。

由量纲分析可知，无量纲附加质量 Ma可表示为

Ma =
M
ρg2T4

（27）

式中，M为单位宽度的附加质量。
图 5 给出了无量纲附加质量 Ma随参数 B / L 的

变化曲线。其中，B 为膜结构的宽度，算例中 B =
0. 6 m，L为入射波的波长，可根据色散公式求出，即

L = gT
2

2π
tanh 2π

L( )h （28）

式中：T为波浪周期；g 为重力加速度；h 为水深，在
算例中，h = 0. 3 m。

由图 5 可知，无量纲附加质量 Ma与参数 B / L 满
足对数律的关系。Ma随 B / L 的增加而增大，其拟合
曲线满足关系式

Ma = 0. 013 1ln ( )B / L + 0. 021 9 （29）
若已知膜结构的固有频率，可根据式（29）预测

膜结构的无量纲附加质量；反之，若已知膜结构的附

加质量，可预测膜结构的固有频率。可据此为柔性

压电膜结构的设计提供理论支撑。

图 5 无量纲附加质量随 B / L的变化曲线
Fig. 5 The curve of the dimensionless additional

mass with respect to B / L

3. 4 柔性压电膜结构线性与非线性响应的控制
参数

  由柔性压电膜结构的控制方程可知，结构无量
纲弹性模量 E*是决定膜结构线性和非线性响应的
主要控制参数。显然，会存在一个 E*的临界值，当
小于临界值时，结构表现出线性响应，大于临界值时

结构表现出非线性响应。因此，可通过固定 T*0 的

值，即固定结构的线性刚度 KA的值，对 E*进行扫
描，通过波浪与膜结构相互作用后膜结构的动态响

应，判断膜结构线性响应对应的 E*临界值。
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对表 1 中所给出的 T*0 值进行了不同 E*值的算

例扫描。图 6 给出了 T*0 = 1. 31 × 10
-5时，E*值在

0. 000 5 ～ 0. 5 范围变化时，膜结构的动态应变响应
时序曲线。由图中可知，随着 E*值的逐渐增大，动
态应变响应时序曲线由正弦曲线逐渐发生变形，偏

离正弦曲线的趋势。当 E*≤0. 003 时，膜结构表现

为线性响应；当 E* ＞ 0. 003 时，膜结构表现出非线

性响应；则 E* = 0. 003 即为判断膜结构线性响应的
临界值。图 7 给出了柔性压电膜结构线性与非线性
响应的控制参数范围，曲线左侧对应线性响应区域，

右侧对应非线性响应区域。

图 6 柔性压电膜结构动态应变的时序曲线

（T*0 = 1. 31 × 10
-5）

Fig. 6 Time series curve of dynamic strain

（T*0 = 1. 31 × 10
-5）

图 7 柔性压电膜结构线性与非线性响应的控制参数范围
Fig. 7 Control parameter ranges of the linear and nonlinear
response of the flexible piezoelectric membrane structure

3. 5 柔性压电膜结构的消波效果

图 8 给出了入射波透射系数 CT随 E*的变化规

律。由图 8 可知，当 T*0 取值范围在 1. 31 × 10
-5 ～

1. 24 × 10 -4，入射波透射系数 CT随 E*的增加先逐
渐增大，之后突然减小，然后再增大的变化趋势（对

应的入射波周期小于 1 s）；当 T*0 的取值范围在
2. 08 × 10 -4 ～ 6. 30 × 10 -4时入射波透射系数 CT随
E*的增加逐渐增大（对应的入射波周期大于 1 s）；
当 T*0 = 1. 31 × 10

-5，E* = 0. 01 时，透射系数接近
0. 1。由图 6 可知，此时柔性膜结构非常接近线性响
应。若以透射系数接近或小于 0. 1 的情况认为柔性
膜结构具有很好的消波效果，则可找出适当的参数

控制范围，即 E*≤0. 01，T*0 ≥7. 83 × 10
-5。

对于柔性压电膜结构的设计，若以消波功能为

主，则根据以上条件可以找出透射系数较小的控制

参数范围；若以波能转化发电为主，或兼顾发电和消

波功能，则其设计参数控制范围需另作讨论。

图 8 入射波透射系数 CT随 E*的变化规律
Fig. 8 Variation of incident wave transmission

coefficient CT with E*
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4 结 论

本研究推导了柔性压电膜结构的无量纲运动方

程，获得了主要的无量纲控制参数，并基于线性假设

讨论了柔性压电膜结构的共振周期和附加质量，给

出了其线性响应范围的控制参数，并讨论了柔性压

电膜结构的消波效果。主要结论如下。

1）波浪作用下柔性压电膜结构的运动响应满足
非线性振动微分方程，非线性项由无量纲膜结构弹

性模量 E*控制，并给出了柔性压电膜结构的共振周
期，随初始张力的增大，膜结构的共振周期减小。

2）柔性压电膜结构的无量纲附加质量 Ma与参
数 B / L 的满足对数律的关系，Ma随 B / L 的增加而
增大。

3）当 T*0 的取值范围在 1. 31 × 10
-5 ～ 6. 33 ×

10 -4时，给出了柔性压电膜结构线性与非线性响应
临界控制参数 E*的取值范围，可为柔性压电膜结构
的设计提供理论依据。
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