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基于等几何的板壳结构几何非线性拓扑优化
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摘 要：面向板壳结构的补强设计，提出了一种基于等几何分析的几何非线性拓扑优化方法。 板壳

结构的几何通过 NURBS曲面表示，构建了基于退化实体壳单元纵向积分规则的分层模型（蒙皮和

补强设计域）。 补强设计域采用三场 SIMP 节点密度插值模型开展拓扑优化寻找最优构型，拓扑优

化过程考虑板壳结构的几何非线性，建立了考虑大转动的样条退化壳单元格式并推导了全解析灵

敏度。 基于壳单元的分层模型相比于传统的实体单元模型大幅降低了模型规模，等几何分析实现

了板壳结构拓扑优化与 CAD系统的无缝集成。 数值算例表明该方法能够在考虑几何非线性影响

下获得板壳结构清晰的补强区域。 同时，本研究讨论了小变形拓扑优化与几何非线性拓扑优化的

差异，验证了板壳结构拓扑优化考虑几何非线性的必要性。
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Abstract:A
 

geometric
 

nonlinear
 

topology
 

optimization
 

method
 

based
 

on
 

isogeometric
 

analysis
 

is
 

proposed
 

for
 

the
 

reinforcement
 

design
 

of
 

plate-shell
 

structures. The
 

geometry
 

of
 

the
 

plate-shell
 

structure
 

is
 

represen-
ted

 

by
 

NURBS
 

surfaces， and
 

a
 

layered
 

model
 

（ skin
 

and
 

reinforcement
 

design
 

domain）
 

is
 

constructed
 

based
 

on
 

the
 

longitudinal
 

integral
 

rules
 

of
 

the
 

degenerate
 

solid
 

shell
 

elements. In
 

the
 

design
 

domain，a
 

three-field
 

SIMP
 

node
 

density
 

interpolation
 

model
 

is
 

used
 

for
 

topology
 

optimization
 

to
 

find
 

the
 

optimal
 

con-
figuration. The

 

geometric
 

nonlinearity
 

of
 

plate-shell
 

structure
 

is
 

considered
 

in
 

the
 

topology
 

optimization
 

process，and
 

the
 

spline
 

degenerate
 

shell
 

element
 

scheme
 

considering
 

large
 

rotation
 

is
 

established
 

and
 

the
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full
 

analytical
 

sensitivity
 

is
 

derived. The
 

hierarchical
 

model
 

based
 

on
 

shell
 

element
 

greatly
 

reduces
 

the
 

model
 

scale
 

compared
 

with
 

the
 

traditional
 

solid
 

element
 

model，and
 

the
 

geometric
 

analysis
 

realizes
 

the
 

seamless
 

integration
 

between
 

the
 

topology
 

optimization
 

of
 

shell
 

structure
 

and
 

CAD
 

system. Numerical
 

exam-
ples

 

show
 

that
 

the
 

method
 

can
 

obtain
 

the
 

clear
 

reinforcement
 

region
 

of
 

the
 

plate-shell
 

structure
 

under
 

the
 

consideration
 

of
 

geometric
 

nonlinearity. At
 

the
 

same
 

time，the
 

differences
 

between
 

small
 

deformation
 

topolo-
gy

 

optimization
 

and
 

geometric
 

nonlinear
 

topology
 

optimization
 

are
 

discussed，and
 

the
 

necessity
 

of
 

consider-
ing

 

geometric
 

nonlinearity
 

in
 

the
 

topology
 

optimization
 

of
 

plate
 

and
 

shell
 

structures
 

is
 

verified.
Key

 

words:isogeometric
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nonlinearity；topology
 

optimization；plate
 

and
 

shell
 

structures

  板壳结构广泛运用于航天航空等领域[1]，由于

补强区域对板壳结构的性能有着重大的影响，学者

们对补强区域的分布开展了大量的研究工作。 常见

的一种补强方式是为板壳结构加筋，将加强筋的数

目、间距、类型等作为设计变量并结合优化算法开展

优化工作[2-4]。 然而，这种方法由于依赖初始构型而

不能充分挖掘结构的性能。
为了充分利用材料，设计出更好的结构形式。

学者们利用各类连续体拓扑优化方法探寻结构的最

优构型[5-6]。 在板壳结构的补强设计研究中，部分学

者采用实体单元模型对板壳结构的蒙皮与设计域进

行离散，并施加挤压等约束，开展三维连续体设计域

拓扑优化[7-8]，然而实体单元模型的使用会极大增加

网格数目降低分析效率。 一部分学者开始使用基于

壳单元的分层模型，在特定层中添加或删除材料，比
如 LEE等[9]与 BELBLIDIA等[10-11]使用可模拟多层结

构的壳单元用于结构拓扑设计，大幅降低了模型规

模，这为板壳结构的补强设计提供了一种新的思路。
固体各向同性材料惩罚（ solid

 

isotropic
 

material
 

with
 

penalization，SIMP）方法[12-14]以单元密度或节点

密度构造人工材料，搭配惩罚因子驱动人工材料向

实体或空洞靠近，是目前常用的一类拓扑优化方法。
但是，SIMP 单元密度插值模型开展拓扑优化过程

中，两种数值问题随之出现，一种是单元间密度连续

性不能保证导致的棋盘格现象；另一种是拓扑结构

随网格变化的网格依赖性问题。 针对以上数值问

题，灵敏度过滤[15]或密度过滤[16-17]是效果较好、使
用较广的方法。 SIMP 节点密度插值模型保证了单

元密度的连续性，可有效限制棋盘格现象，受到了诸

多学者的关注[18-26]。 虽然采用连续密度场的方式

抑制了棋盘格现象，但是孤岛现象出现在使用节点

密度作为设计变量的拓扑结构中。 PAULINO 等[27]

对单元节点与设计变量点进行 Q4 / Q4M 安排，并采

用内部平均策略来限制孤岛现象的产生。 KANG
等[28]指出使用高阶单元能够有效限制孤岛现象的

产生，但高阶单元的形状方程无法适用于密度插值，
提出了一种基于 Shepard 插值的节点设计变量拓扑

优化方法。 LAMBE等[29]提出了一种将连续材料场

与自适应网格细化相结合的拓扑优化方法，使用具

有不同于分析和设计网格的连续材料场，使得拓扑

结构不受棋盘格现象与孤岛现象等数值问题的影

响。 但无论是灵敏度过滤或者密度过滤，在最后的

拓扑结构中仍然存在较多的中间密度，但中间密度

是一种虚假的材料，学者们在灵敏度过滤与密度过

滤之后增加投影技术[20，30-31]，减少中间密度的产生。
值得注意的是，基于小变形假设虽然能满足部

分工程需求。 然而，在实际工程中，结构变形往往是

非线性的，特别是结构存在较大变形时，小变形假设

无法得到结构的真实响应，导致无法获得合理的优

化结果。 在拓扑优化中考虑几何非线性的影响是非

常重要的，而且几何非线性的影响随着载荷的增加而

增加[17，32-38]。 低密度区域在线弹性拓扑问题中不会

产生影响，而在考虑几何非线性的拓扑优化问题中会

导致切线刚度矩阵奇异、分析收敛困难等数值问题。
基于有限元的分析，需要使用网格离散几何获

得仿真模型再进行分析，由于复杂的壳体结构对几

何特征敏感程度更高，从而导致网格数目以及计算

成本剧增。 基于 NURBS的等几何分析技术（ isogeo-
metric

 

analysis，IGA）由 HUGHES 等[39]提出，IGA 方

法将 CAD 与 CAE 无缝连接，能有效解决标准 FEA
网格构造中成本高、耗时长、几何误差大的问题。 并

很快引入到拓扑优化中，SEO 等[40]基于 IGA 方法，
使用修剪技术，将修剪样条曲线引入来形成新的边

界。 HASSANI 等[41] 与 TAVAKKOLI 等[42] 利 用

NURBS基函数方程将材料连续分布在设计域中，用
控制点坐标构造密度场，同时作为拓扑问题的设计

变量。 GAO等[43]提出一种基于等几何分析并使用

增强密度分布函数的高效拓扑优化方法，利用 Shep-
ard函数提高节点密度的整体平滑度，以控制点密度

作为设计变量，最终获得的拓扑结构具有光滑的边
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界和明显的固体与空隙界面。
本研究通过 NURBS曲面表示板壳结构的几何，

构建基于壳单元的分层模型（蒙皮和补强设计域），
考虑板壳结构的几何非线性，采用三场 SIMP 节点

密度插值模型开展补强设计域拓扑优化寻找最优构

型，讨论了小变形拓扑优化与几何非线性拓扑优化

的差异，验证了板壳结构拓扑优化考虑几何非线性

的必要性。

1 考虑几何非线性的等几何分析

1. 1 基于 NURBS的等几何分析

IGA采用描述几何形状的形状函数作为基函

数，实现了几何模型与分析模型的无缝集成，提高了

分析效率。 本节简要介绍基于 NURBS 的等几何分

析。 NURBS基函数建立在 B样条基函数的基础上。
为了构造一组有序的 B 样条基函数，在参数空间中

定义一个节点向量，是一维的一组坐标，即
ζ = ξ 1 ξ 2 … ξ n+p+1[ ] （1）

式中: ξ i是第 i个节点； n是基函数的数量； p是基函

数的次数。
Ni，p（ξ） 表示 p 次 B 样条基函数，该定义根据

Cox-de
 

Boor递归公式给出

Ni，0（ξ） =
1，

 

ξ i ≤ ξ ≤ ξ i +1
0，

 

others
 { （2）

Ni，p（ξ） =
ξ - ξ i
ξ i +p - ξ i

Ni，p-1（ξ） +
ξ i +p+1 - ξ
ξ i +p+1 - ξ i +1

Ni +1，p-1（ξ）

（3）
式中， i = 1，2，…，n + p + 1。

一个 p次 NURBS曲线定义为

C ξ（ ） =
∑
n

i = 0
Ni，p ξ（ ） w iP i

∑
n

i = 0
Ni，p ξ（ ） w i

，0 ≤ ξ ≤ 1 （4）

式中: P i 是 NURBS的控制点； w i 是权重； Ni，p（ξ） 由

公式定义，除非另有说明，定义

R i，p ξ（ ） =
Ni，p ξ（ ） w i

∑
n

j = 0
N j，p ξ（ ） w j

（5）

公式被重写为

C ξ（ ） =∑
n

i = 0
R i，p ξ（ ） P i （6）

对于 NURBS曲面，在 B样条基函数的基础上建

立了 NUBRS 基函数。 NUBRS 基函数在描述几何图

形时更加灵活。 二元向量分段有理基函数表达式为

Rp，qi，j ξ，η（ ） =
Ni，p（ξ）N j，q（η）w i，j

∑
n

k = 1
∑
m

l = 1
Nk，p（ξ）Nl，q（η）wk，l

（7）
式中: Ni，p（ξ） 与 N j，q（η） 是 p 次与 q 次双变量 B 样

条基函数； w i，j 是 Ni，p（ξ）N j，q（η） 对应的权重。 u 方

向 p次 v方向 q次 NURBS曲面可写为

S（ξ，η） =∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
Rp，qi，j （ξ，η）P i，j，

      

0 ≤ ξ，η ≤ 1 （8）

基于等参概念，在结构分析过程中将 NURBS 基

函数作为单元基函数，位移函数表示为

u（ξ，η） =∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
Rp，qi，j （ξ，η）ui，j，

      

0 ≤ ξ，η ≤ 1 （9）

1. 2 考虑大转动的等几何退化壳单元

本研究中通过在退化壳单元的位移场引入转动

自由度的非线性函数，从而克服壳单元在变形过程

中小转角的限制。 在这里仅对基于等几何分析的退

化壳单元进行简单介绍。 基于二次 NURBS 基函数

设置的退化壳单元的坐标和位移，如图 1 所示。
NURBS基函数保证了壳单元中使用的几何信息的

准确性。 在退化壳单元中，高斯积分点和控制点的

方向向量是最重要的几何信息。 利用 NURBS 曲面

的偏转，可以很容易地得到高斯积分点的精确方向

向量。 然而，控制点并不在表面上。 因此，控制点需

要通过 Greville
 

abscissae[44]计算 NURBS 面上对应

点，然后得到在对应点处的方向向量。 高斯积分点

可以直接得到精确的方向向量。

图 1 基于 2次 NURBS曲面的退化壳单元

Tab. 1 Degenerate
 

shell
 

element
 

based
 

on
 

2-degree
 

NURBS
 

surface

壳单元中任意点的全局坐标可以表示为控制点

坐标的插值形式。 位置向量为

x =
x
y
z

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

=∑
n

i = 1
R i（ξ，η）

xi
yi
zi

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
mid

+
tiζ
2
v3i（ ） （10）
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式中: v3i 是 NURBS曲面的单位法向量； n是控制点

数量。 根据壳体理论的基本假设，变形后中间曲面

法线仍为一条直线，忽略其长度的变化。 因此，单元

上任一点的位移通过控制点的基于总体坐标系

x，y，z（ ） 的平动自由度（ ui ， vi ， w i ）与基于局部坐

标系 x′，y′，z′（ ） 转动自由度（ α i ， β i ）表示。 位移

向量为

u =
u
v
w

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

=∑
n

i = 1
R i（ξ，η）

ui
vi
w i

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

+
ζti
2
[v1i， - v2i]

α i
β i

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣（ ）
（11）

式中: v1i = l1i m1i n1i[ ] T 与 v2i = l2i m2i n2i[ ] T

是第 i个控制点在单元上对应点的方向向量。 v1i 与
v2i 定义为

if
  

i ×v3i ≠ 0，
        

v1i =
i ×v3i
i ×v3i

，v2i =
v3i ×v1i
v3i ×v1i

，

if
  

i ×v3i = 0，
        

v1i =
j ×v3i
j ×v3i

，v2i =
v3i ×v1i
v3i ×v1i

（12）
式中， i 是 x轴的单位向量。 如果 v3i 与 x轴平行，用
沿 y轴的单位向量 j 替换 i。 v1i 与v2i 垂直于v3i 且互

相正交。 单元中任意点的局部坐标系可通过公式进

行精确计算，计算公式为

v3 =
∂x
∂x′
× ∂x
∂y′

（13）

if
  

i ×v3 ≠ 0，
        

v1 =
i ×v3
i ×v3

，v2 =
v3 ×v1
v3 ×v1

，

if
  

i ×v3 = 0，
        

v1 =
j ×v3
j ×v3

，v2 =
v3 ×v1
v3 ×v1

（14）
局部坐标系方向矩阵可表示为

v1 v2 v3[ ] =
l1 l2 l3
m1 m2 m3
n1 n2 n3

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

 

（15）

在式（11）中定义的位移场要求小的转动，为了

克服该限制，通过在位移场中使用适当的非线性函

数来定义节点转动[45]，位移场向量为

u =
u
v
w

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

=∑
n

i = 1
R i（ξ，η）

ui
vi
w i

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

+
ζti
2
Fi（ ） （16）

式中

Fi =
F ix
F iy
F iz

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

= 1
2
（FAi + FBi ） （17）

FAi =sin αicos βiv1i-sin βiv2i+（cos αicos βi-1）v3i，

FBi =sin αiv1i-cos αisin βiv2i+（cos αicos βi-1）v3i
（18）

对于几何非线性问题，需要考虑格林应变的二

次项，格林应变为

ε =

ε xx
ε yy
ε zz
ε yz
ε xz
ε xy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

= εL + εN （19）

式中， εL 与 εN 分别对应格林应变的线性项与二

次项。

εL =

∂u
∂x
∂v
∂y
∂w
∂z

∂v
∂z
+ ∂w
∂y

∂u
∂z
+ ∂w
∂x

∂u
∂y
+ ∂v
∂x

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

εN

= 1
2

∂u
∂x（ ）

2

+ ∂v
∂x（ ）

2

+ ∂w
∂x（ ）

2

∂u
∂y（ ）

2

+ ∂v
∂y（ ）

2

+ ∂w
∂y（ ）

2

∂u
∂z（ ）

2

+ ∂v
∂z（ ）

2

+ ∂w
∂z（ ）

2

2 ∂u
∂y
∂u
∂z
+ ∂v
∂y
∂v
∂z
+ ∂w
∂y
∂w
∂z（ ）

2 ∂u
∂x
∂u
∂z
+ ∂v
∂x
∂v
∂z
+ ∂w
∂x
∂w
∂z（ ）

2 ∂u
∂x
∂u
∂y
+ ∂v
∂x
∂v
∂y
+ ∂w
∂x
∂w
∂y（ ）

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（20）

壳单元虚功方程为

δW =∫
Ω

δε′Tσ′dΩ （21）
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式中

ε′ =[ε x′x′′ ε y′y′′ ε z′z′′ ε y′z′′ ε x′z′′ ε x′y′′] T，

σ′ =[σ x′ x′′ σ y′ y′′ σ z′z′′ σ y′z′′ σ x′z′′ σ x′y′′] T
 

（22）
式中， ε′ 与 σ′ 为 x′，y′，z′（ ） 坐标系的格林应变与

Piola
 

Kirchhoff应力。 进一步假定材料线弹性，局部

坐标系下格林应变与 Piola
 

Kirchhoff 应力有如下

关系

σ′ = Dε′
 

（23）
根据壳理论，忽略沿 z′ 方向的应变 ε′z′ 与应力

σ ′z′ ，弹性矩阵 D 为

D = E
1 - v2

1 v 0 0 0 0
v 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 - v
2k

0 0

0 0 0 0 1 - v
2k

0

0 0 0 0 0 1 - v
2

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

（24）
式中: k = 1. 2； E与 v为材料的弹性模量和泊松比。

局部与整体坐标系下的格林应变的关系为

ε = Tε′ （25）

T =

l21 l22 l23 2l2 l3 2l1 l3 2l1 l2
m21 m22 m23 2m2m3 2m1m3 2m1m2
n21 n22 n23 2n2n3 2n1n3 2n1n2
m1n1 m2n2 m3n3 m2n3 + m3n2 m1n3 + m3n1 m1n2 + m2n1
l1n1 l2n2 l3n3 l2n3 + l3n2 l1n3 + l3n1 l1n2 + l2n1
l1m1 l2m2 l3m3 l2m3 + l3m2 l1m3 + l3m1 l1m2 + l2m1

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（26）

  根据式（21）、式（23）、式（25），壳单元虚功方程

可改写为

δW = ∫
Ω

δεTσdΩ （27）

ε =[ε xx ε yy ε zz ε yz ε xz ε xy] T，

σ =[σ xx σ yy σ zz σ yz σ xz σ xy] T

（28）
整体坐标系下格林应变与 Piola

 

Kirchhoff 应力

有如下关系

σ = Dε （29）
式中

D = TDTT
 

（30）
平衡方程可写为

R = F - ∫
Ω

BTDεdΩ （31）

δε = BU （32）
式中: F 为外部力向量； U 为节点位移向量。

∂R
∂U
= - KT （33）

在本研究中通过 Newton-Raphson 方法求解

方程。

2 拓扑方案

2. 1 拓扑问题描述

图
 

2为拓扑优化设计的初始模型。 假定相邻的

层被完美结合在一起，式中 Ωd 为补强设计域， Ωs 为
蒙皮。 在厚度方向上的补强设计域与蒙皮共用一个

壳单元，分别采取 2 个高斯点进行积分， gs 为高斯

积分点。

图 2 双层结构

Tab. 2 Two-layer
 

structure

在本研究中，采用三场 SIMP 节点密度插值模

型对板壳结构开展补强设计，结构使用拥有 N 个控

制点的 2次 NURBS 面片对结构进行建模。 为了区

分各变量值，将 ρi 称为第 i个控制点的设计密度， ρ⌒i
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为设计变量经过节点密度平滑之后第 i 个控制点密

度， ρ⌒
⌒

i 称为第 i个控制点的物理密度。
拓扑问题数学表达为

min
ρ
:

               

f（ρ）

subject
 

to
       

R = ∫
Ω

BTD
-
εdΩ - F = 0

∫
Ω d

ρ⌒
⌒⌒

dΩd ≤ v∗

0 ≤ ρi ≤ 1（ i = 1，2，…，N） （34）
式中:

 

f（ρ） 为结构柔顺度； R为残余力向量； B代表

应变矩阵； Ωd 为结构设计域；ε 代表应变向量， ρ⌒
⌒⌒

为

设计域中物理密度场； v∗ 为设计域体积上限，本研

究中将设计域剩余材料体积与设计域体积之比作为

体分比； D 为弹性矩阵。 在分析阶段，将 NURBS 分

为 L个区域块进行积分，采用减缩积分方法，共M个

高斯点。 第 m个高斯积分点处的物理密度计算公式

为

ρ⌒
⌒⌒

m =∑
N

n = 1
Nm，nρ

⌒⌒

n （35）

式中: N为结构总控制点数量； Nm， n 为第 n 个控制

点基函数在第 m个高斯点处的值。
为了寻找结构最优的补强区域，构建了基于壳

单元的分层模型（蒙皮和补强设计域），如图
 

2 所

示。 蒙皮采用弹性模量 E ，补强设计域使用 SIMP
节点密度插值模型构造的人工材料，设计域中第 m
个高斯点处弹性模量可表示为

E
-
m =ρ

⌒⌒
⌒

m
p（E - E0） + E0 （36）

式中: ρ⌒
⌒⌒

m 为第 m个高斯点处物理密度； E 为实体材

料的弹性模量； E0 为空心单元的弹性模量，在单层

结构进行拓扑时取 E0 = 10
-9E 防止刚度阵奇异，在

双层结构拓扑优化中 E0 = 0， p ≥ 1 为惩罚指数，使
得节点密度向 0 与 1 靠近，通常情况下，选定 p≥3
维持不变。 在这里采用连续惩罚指数的形式防止数

值分析困难。
在设计域中引入人工材料后，因为结构厚度方

向只有一个单元，因此对方程中积分项求解时，对于

壳单元处于补强设计域的高斯积分点，需要将弹性

矩阵中 E置换为 E
-
m ，处于蒙皮域的高斯积分点仍使

用 E作为弹性模量，构造的人工材料仅会影响到补

强设计域。

2. 2 平滑节点密度与投影技术

相对于单元密度为设计变量，以节点密度为设

计变量的 SIMP 方法保证了单元密度的连续性，可
有效限制棋盘格现象的产生，但是孤岛现象出现在

使用节点密度作为设计变量的拓扑结构中。 本研究

采用 Shepard 函数提高节点密度的整体平滑度[43]，
如图

 

3所示。

图 3 平滑节点密度

Fig. 3 Smooth
 

node
 

density

第 i个控制点的密度经过平滑之后密度计算公

式为

ρ⌒j =
1

∑
N

i = 1
w j， i
∑
N

i = 1
w j，iρ i （37）

式中: Ωj 为离第 j个控制点距离为 dm 的区域； w i，j 为
第 i个控制点权重，计算公式为

w j，i =（1 - r） 6 + （35r2 + 18r + 3） （d≤ dm）

w j，i = 0 （d ＞ dm）
{

（38）
式中， r = d / dm ， d为第 j个控制点到第 i控制点的欧

拉距离。
通过节点密度平滑，在得到的拓扑结构中仍然

不可避免出现中间密度，无法获得清晰的结构特征，
XU等[30]提出一种基于 Heaviside 函数的保体积密

度投影技术。 随后WANG等[31]提出替代公式，提供

了一种更快计算 0 / 1 投影的方法，特别是对于向量

化计算，计算公式为
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ρ⌒
⌒

n =
tanh （βη） + tanh β（ρ⌒j - η）[ ]

tanh （βη） + tanh β（1 - η）[ ]
（39）

在本研究中，惩罚指数达到设定的最大值且柔

顺度改变量小于 0. 1%，增加 β 值减少拓扑结构中间

密度，初始值为 1，以 2 的倍数增加至 32，式中 η
取 0. 5。  

2. 3 灵敏度公式

在本研究中，结构使用 2次 NURBS面片对结构

进行离散，设计变量为节点密度 ρ i ，寻求合适的向

量 ρ 使得结构柔顺度 C最小。 结构柔顺度由下式求

取

C = f（ρ） = FTU （40）
式中: F 为外部力向量； U 为结构处于平衡状态的

位移向量。
目标函数的灵敏度为

∂f
∂ρ i
= FT ∂U

∂ρ i
（41）

使用伴随法求解位移向量的灵敏度。 引入拉格

朗日乘子向量 λ ，假设结构处于平衡状态，λTR = 0，
目标函数可表示为

f（ρ） = FTU + λTR （42）
目标函数的灵敏度可改写为

∂f（ρ）
∂ρ i

= FT ∂U
∂ρ i
+ λT ∂R

∂ρ i
+ λT ∂R

∂U
∂U
∂ρ i

（43）

式中，残差向量 R 对位移向量 U 的偏分等于结构平

衡状态时的切线刚度阵 KT 。 因为 R = 0，拉格朗日

乘子 λ 可以任意取值，为了消除位移矢量对设计变

量的导数，可取拉格朗日乘子 λ，使得

（FT + λTKT）
∂U
∂ρ i
= 0 （44）

因此，目标函数对设计变量的灵敏度的计算公

式为

∂f（ρ）
∂ρ i

= λT ∂R
∂ρ i

（45）

式中，拉格朗日乘子可通过下式求取。
KTλ = - F （46）

式中， ∂R
∂ρ i

采用链式法则进行计算。

∂R
∂ρ i
= ∂ρ

⌒

∂ρ i
∂ρ⌒
⌒

∂ρ⌒
∂ρ⌒
⌒⌒

G

∂ρ⌒
⌒

∂f ρ（ ）

∂ρ⌒
⌒⌒

G

（47）

式中， ρ⌒
⌒⌒

G 为 M个高斯点物理密度组成的向量。

∂ρ⌒
⌒⌒

G

∂ρ⌒
⌒
=

∂ρ⌒
⌒⌒

1

∂ρ⌒
⌒

1

∂ρ⌒
⌒⌒

2

∂ρ⌒
⌒

1

…
∂ρ⌒
⌒⌒

 

M

∂ρ⌒
⌒

1

∂ρ⌒
⌒⌒

1

∂ρ⌒
⌒

2

∂ρ⌒
⌒⌒

2

∂ρ⌒
⌒

2

︙ ⋱

∂ρ⌒
⌒⌒

1

∂ρ⌒
⌒

N

∂ρ⌒
⌒⌒

M

∂ρ⌒
⌒

N

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（48）

式中，
∂ρ⌒
⌒⌒

m

∂ρ⌒
⌒

n

为第 m个高斯点处物理密度对第 n 个控

制点物理密度的偏导，值为第 n 个控制点对应基函

数在第 m个高斯点处的值 Nm， n。

∂ρ⌒
⌒

∂ρ⌒
=

∂ρ⌒
⌒

1

∂ρ⌒1
0 … 0

0
∂ρ⌒
⌒

2

∂ρ⌒2
︙ ⋱

0
∂ρ⌒
⌒

N

∂ρ⌒N

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

（49）

式中，
∂ρ⌒
⌒

n

∂ρ⌒j
为第 n个控制点物理密度对第 j个控制点

过滤后密度的偏导，计算公式为

∂ρ⌒
⌒

n

∂ρ⌒n
=
β{1 - tanh2 β（ρ⌒n - η）[ ] }
tanh （βη） + tanh β（1 - η）[ ]

（50）

∂ρ⌒

∂ρ i
=

∂ρ⌒1
∂ρ 1

∂ρ⌒2
∂ρ 1

…
∂ρ⌒

 

N

∂ρ 1

∂ρ⌒1
∂ρ 2

∂ρ⌒2
∂ρ 2

︙ ⋱

∂ρ⌒1
∂ρN

∂ρ⌒N
∂ρN

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（51）

式中，
∂ρ⌒j
∂ρ i

为第 j个控制点平滑后密度对第 i 个控制

点设计密度的偏导，计算公式为
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∂ρ⌒j
∂ρ i
=
w j，i

∑
N

i = 1
w j， i

（52）

3 数值算例

3. 1 悬臂梁

本节考虑悬臂梁（图
 

4）的最小端部柔度的问

题，其中高度 t 为 0. 25 m，长度 h 为 1 m，厚度为

0. 1 m，弹性模量为 3 GPa，泊松比为 0. 4，体分比为

50%，集中力大小为 144 kN，采用 60×15个控制点的

NURBS面离散结构。

图 4 端部受集中力的悬臂梁

Fig. 4 A
 

cantilever
 

beam
 

with
 

a
 

concentrated
 

force
 

at
 

its
 

end

拓扑过程中惩罚因子每经过一次迭代步增加

0. 1，从 1 增加到 3，拓扑结果如图
 

5 所示，与文献

[32]中结果相符，结构变形图如图
 

6 所示，其中端

部竖直向下。

图 5 悬臂梁几何非线性拓扑结果

Fig. 5 Geometric
 

nonlinear
 

topological
 

results
 

of
 

cantilever
 

beams

图 6 结构变形示意图

Fig. 6 Structural
 

deformation
 

diagram

悬臂梁拓扑优化迭代曲线如图
 

7 所示，柔顺度

为 28 kJ，其中迭代曲线柔顺度的波动是因为投影技

术的 β值变化导致。 通过 216步迭代得到几乎没有

中间密度存在的清晰结构，重建之后悬臂梁拓扑结

构如图
 

8所示。

图 7 悬臂梁拓扑优化迭代曲线

Fig. 7 Iterative
 

curve
 

of
 

topology
 

optimization
 

for
 

cantilever
 

beam

图 8 重建的悬臂梁拓扑结构

Fig. 8 Reconstructed
 

cantilever
 

beam
 

topology

3. 2 板结构设计

本节对图
 

9所示板结构开展拓扑优化，其中边

长为 6 m，厚度为 0. 3 m，补强设计域为 Ωd ，用于形

成补强结构， Ωs 作为蒙皮，并且
ts
td
= 1
3
，体分比为

40%。 在本节中考虑了板结构在 4 种不同边界条件

的拓扑优化，边界条件 a、b、c、d设置如图
 

10（a） ～10
（d）所示。

图 9 板结构

Fig. 9 Plate
 

structure

图 10 边界条件

Fig. 10 Boundary
 

condition
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边界条件 a情况下，结构四边固定，受 4 个集中

力作用，在不同载荷下考虑几何非线性拓扑结果与

基于小变形假设拓扑结果如表
 

1 所示。 其中，载荷

的增加并没有对基于小变形假设的拓扑结果产生影

响，但是考虑几何非线性的拓扑结果随着载荷增加

逐渐变化，载荷较小时与基于小变形假设拓扑结果

一致，但是随着载荷的增加，拓扑结果的差异逐渐

变大。
表 1 边界条件 a情况的拓扑优化结果

Tab. 1 Topology
 

optimization
 

results
 

of
 

boundary
 

condition
 

a

载荷

P / kN

基于小变形假设

拓扑结构 重构结构

考虑几何非线性影响

拓扑结构 重构结构

1 000

3 000

5 000

10 000

  边界条件 a 情况下，拓扑结构柔顺度值如表 2
所示。 随着载荷的增加，结构的柔顺度差异随之增

加。 基于小变形假设与考虑几何非线性拓扑迭代曲

线如表 3所示，中间体分比的跳动是因为采用投影

技术时 β值的变化所引起。

表 2 边界条件 a情况下的拓扑结构的柔顺度

Tab. 2 Compliance
 

of
 

topological
 

structure
 

for
 

boundary
 

condition
 

a

载荷

P / kN
考虑几何非线性拓扑

结构的柔顺度 / kJ
基于小变形假设拓扑

结构的柔顺度 / kJ

1 000 2. 9×102
 

3. 0×102

3 000 2. 0×103 2. 7×103

载荷

P / kN
考虑几何非线性拓扑

结构的柔顺度 / kJ
基于小变形假设拓扑

结构的柔顺度 / kJ

5 000 4. 7×103
 

7. 6×103

10 000 1. 4×104 3. 0×104
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表 3 边界条件 a的迭代曲线

Tab. 3 Iteration
 

curve
 

of
 

boundary
 

condition
 

a

载荷 P / kN 基于小变形假设 考虑几何非线性

1 000

3 000

5 000

10 000

  边界条件 b、c、d在不同载荷下考虑几何非线性

拓扑优化的结果如图
 

11所示。

图 11 边界条件 b、c、d情况下几何非线性拓扑结果

Fig. 11 Geometric
 

nonlinear
 

topological
 

results
 

of
 

boundary
 

conditions
 

b，c
 

and
 

d

在该算例中，蒙皮的存在为低密度壳单元提供

了刚度，分析阶段不会出现矩阵奇异等数值问题。

3. 3 壳结构设计

本节对如图
 

12所示壳结构进行拓扑优化设计，

其中
ts
td
= 1
3
，初始结构由二次 NURBS曲面描述，结

点向 量 分 别 为 ξ = [ 0 0 0 1 1 1]，η =
[0 0 0 1 1 1] ，控制点信息如表 4 所示，单
位为 m，控制点权重为 1。 厚度为 0. 1 m，弹性模量

为 3 GPa，泊松比为 0. 4，体分比为 50%，结构的几何

信息如表所示。 采用 60×60 个控制点的 NURBS 面

离散结构，4个端点固定。

图 12 四角固定受集中力的壳结构

Fig. 12 Shell
 

structure
 

with
 

four
 

fixed
 

corners
 

receiving
 

concentrated
 

forces

在不同载荷情况下考虑几何非线性的拓扑结果

如图
 

13所示，其中实线为拓扑结构承受载荷点处位

移拟合的曲线，在图中展示了拓扑结果以及相对应
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的重建结构。

图 13 拓扑设计结果

Fig. 13 Topological
 

design
 

results

因为基于小变形假设拓扑结果不随载荷变动，
仅展示载荷为 500 kN拓扑结果，如图

 

14 所示，与结

构小载荷情况下考虑几何非线性的拓扑结果相似。
表 5 为不同载荷情况下结构几何非线性拓扑迭代

曲线。

图 14 基于小变形假设的拓扑结果

Fig. 14 Topological
 

results
 

based
 

on
 

the
 

small
 

deformation
 

hypothesis
表 4 曲面控制点信息

Tab. 4 Surface
 

control
 

point
 

information

i Pi，1 Pi，2 Pi，3
1 （0，0，0） （3，0，4） （6，0，0）

2 （0，3，2） （3，3，4） （6，3，2）

3 （0，6，0） （3，6，4） （6，6，0）

表 5 迭代曲线

Tab. 5 Iteration
 

curve

载荷 P / kN 1 100 300

迭代曲线

载荷 P / kN 700 800 850

迭代曲线

  图
 

15示出了载荷分别为 500、850 kN的几何非

线性拓扑优化结构以及基于小变形假设拓扑结构的

载荷位移曲线。 基于小变形假设的结构受 850 kN
载荷时位移为 0. 21 mm，载荷为 500 kN 考虑几何非

线性的拓扑结构受 850 kN 载荷时位移为 0. 2 mm，
载荷为 850 kN 考虑几何非线性的拓扑结构受

850 kN载荷时位移为 0. 19 mm。 从图中可以看出基

于小变形假设的结构位移更大，考虑几何非线性的

拓扑结构不仅能够满足设计载荷，并且相对于基于

小变形假设拓扑，承载能力有所提高。 基于小变形

假设拓扑结构不随载荷改变，不能确定结构是否在

承载能力范围内，在某些情况下似乎是危险的。
图 15 位移-载荷曲线

Fig. 15 Displacement-load
 

curve
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4 结束语

本研究提出一种基于等几何的板壳结构几何非

线性拓扑优化方法，以 NURBS面片建立板壳结构分

析模型，构建了基于退化实体壳单元的分层模型（蒙
皮和补强设计域），结合三场 SIMP 节点密度插值模

型寻找板壳结构的最优补强结构，拓扑优化过程考

虑板壳结构的几何非线性，建立了考虑大转动的退

化壳单元格式并推导了全解析灵敏度。 最后，将该

方法运用于板壳结构的拓扑优化中，获得了清晰的

补强区域，并讨论了考虑几何非线性拓扑优化与基

于小变形假设拓扑优化的区别。 一方面，基于小变

形假设的拓扑结果与载荷无关，考虑几何非线性的

拓扑结构随着载荷的增加与基于小变形假设的拓扑

结构差异逐渐增大；另一方面，考虑几何非线性的拓

扑优化不仅能够满足设计载荷，相对于基于小变形

假设的拓扑优化结构，承载能力也有所增加。 验证

了在拓扑优化中考虑几何非线性的影响是必要的。
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