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摘要:针对旋转弹丸刚体外弹道微分方程组数值解算初始条件问题ꎬ运用刚体动力学理论ꎬ分析了外弹道初始时刻

的章动运动和进动运动规律ꎬ给出了弹丸绕质心运动的初始章动角和初始进动角的取值范围ꎮ 通过建立外弹道坐

标系ꎬ推导出初始速度方位角和初始弹轴高低角与初始章动角和初始进动角的转换关系ꎬ证明了当初始章动角和

初始进动角不为零时ꎬ初始弹轴高低角不等于射角ꎬ初始弹轴方位角也不等于初始速度方位角ꎮ 以某 １５５ ｍｍ 火炮

底凹榴弹为例进行仿真研究ꎬ发现初始章动角对外弹道弹丸质心运动中的偏流以及绕质心运动中的章动和进动规

律均有影响ꎮ 所给出的外弹道数值解算初始条件及其取值范围可用于旋转弹丸刚体外弹道微分方程组数值解算ꎮ
关键词:外弹道ꎻ旋转弹丸ꎻ刚体外弹道ꎻ外弹道解算ꎻ初始条件
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　 　 弹丸外弹道计算机数值解算是除靶场试验外获

取弹道数据的另一方法ꎮ 试验测试手段往往原理复

杂、成本高昂ꎬ而弹丸外弹道计算机数值解算具备快

速性和经济性的优点ꎮ 随着外弹道理论的发展ꎬ弹
丸六自由度刚体外弹道微分方程组以其独特的优势

得到了研究者的青睐ꎮ 但是ꎬ在应用弹丸六自由度

刚体外弹道微分方程组数值解算外弹道时ꎬ所需初

值ꎬ即初始条件ꎬ未见有文献系统论述ꎮ 不合理的初

值有可能会导致解算结果失真ꎬ特别是针对弹丸绕

质心运动ꎮ
从物理意义上讲ꎬ刚体外弹道微分方程组数值

解算初始条件ꎬ即为弹丸在发射后结束其内弹道过

程并开始外弹道运动的初始状态的变量值ꎮ 其中弹

丸质心运动初始参数可通过测量或计算反推确定ꎮ
而对于旋转弹丸绕质心运动的某些初始参数ꎬ由于

弹丸运动极为高速且剧烈ꎬ并不易通过测试手段直

接获取ꎬ通常被忽略或按传统取值ꎬ如常被轻易取为

“０”ꎮ 文献[１]认为一般线膛火炮初始章动角大小

只有几分ꎬ初始章动角速度可达几或十几 ｒａｄ / ｓꎬ因
而仅考虑了初始章动角速度ꎬ也将初始章动角取为

０ꎮ 文献[２]针对弹丸外弹道 ３Ｄ 模型解算给出了初

始条件ꎬ但针对 ４Ｄ、５Ｄ 和 ６Ｄ 模型均未给出初始条

件ꎮ 文献[３]介绍了弹丸六自由度高原刚体外弹道

模型ꎬ其数值解算初始条件包括初始阵地条件和初

始弹道条件ꎬ但未见有具体论述ꎮ 文献[４ ~ ８]虽然

介绍了弹丸刚体外弹道模型ꎬ但未介绍其数值解算

的初始条件ꎮ 文献[９]在应用六自由度刚体外弹道

方程解算结果分析无动力飞行弹丸炮口状态参数误

差对地面密集度的影响时ꎬ将炮口状态参数中的高

低攻角、方位攻角、高低攻角角速度和方位攻角角速

度均值都取为 ０ꎮ 这意味着初始章动角取值为 ０ꎬ与
实际不符ꎮ 中间弹道学研究的重要内容之一即为弹

丸在后效期内的运动状态ꎬ即外弹道的初始条件ꎮ
尽管弹丸在后效期内的作用时间(距离)较短ꎬ对质

心弹道的影响不大ꎬ但它对弹丸起始扰动的影响却

不能忽视ꎮ 文献[１０]通过对弹丸在后效期内的运

动规律及扰动量进行计算ꎬ得到了不同情况下初始

扰动量的变化规律ꎬ发现初始扰动很小但并不为 ０ꎮ
国外在应用弹丸六自由度刚体外弹道微分方程组解

算弹道时ꎬ对初始条件的选取也不够明确ꎮ 文献

[１１]在应用六自由度外弹道模型解算结果评估某

质量为 １６ ｋｇ 弹丸的射击精度时ꎬ仅对初始速度高

低角和初始速度方位角进行赋值ꎬ并未说明初始弹

轴高低角和初始弹轴方位角的取值ꎮ 文献[１２]认

为弹丸外弹道六自由度运动微分方程组求解需要初

始条件ꎬ即弹丸刚刚飞出炮口时的运动状态ꎬ并且初

始条件对弹丸飞行轨迹影响较大ꎬ但该初始条件是

内弹道学的研究范畴ꎮ 综上所述ꎬ外弹道学者大多

在应用刚体外弹道模型进行弹道解算时ꎬ将初始章

动角简单地默认为 ０ꎬ而对于弹丸绕质心运动的其

他参数ꎬ未见有文献论及ꎮ
以往的外弹道研究多关注解算后的射击诸元ꎬ

而外弹道初始条件对质心运动影响不大ꎬ通常可忽

略ꎬ但由此忽略了初始条件对绕质心运动的影响ꎬ这
不能不引起重视ꎮ 因此ꎬ研究弹丸的外弹道初始状

态ꎬ为刚体外弹道微分方程组数值解算提供更为准

确的初值ꎬ可获得更高的弹丸外弹道解算精度ꎬ也可

为弹丸及引信提供更为可信的外弹道力学环境ꎮ

１　 坐标系与基本假设

１.１　 外弹道常用坐标系

为了分析在外弹道初始时刻弹丸的初始状态ꎬ
建立了如图 １ 所示的刚体外弹道常用坐标系[１３]ꎮ

地面坐标系 Ｏｘｙｚ:坐标原点 Ｏ 为炮口位置ꎬ也
为射出点ꎮ 水平轴 Ｏｘ 为射击面与炮口水平面的交

线ꎬ顺着射向为正ꎮ 铅直轴 Ｏｙ 在射击面上ꎬ并垂直

于 Ｏｘ 轴ꎮ Ｏｚ 轴垂直于射击面ꎬ按右手法则决定

正向ꎮ
基准坐标系 Ｏ′ｘｄｙｄｚｄ:以弹丸质心 Ｏ′为坐标系

原点ꎬ坐标轴 Ｏ′ｘｄ、Ｏ′ｙｄ 和 Ｏ′ｚｄ 始终与地面坐标系

的坐标轴平行ꎮ

图 １　 刚体外弹道常用坐标系

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｅｘｔｅｒｎａｌ ｂａｌｌｉｓｔｉｃ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 １ 中ꎬθ 为弹道倾角ꎬ即质心速度矢量 Ｖ 与基

准坐标系 Ｏ′ｘｄｙｄｚｄ 坐标轴 Ｏ′ｘｄ 的夹角ꎻδ 为章动角ꎬ
即弹轴与速度矢量线 Ｖ 的夹角ꎻν 为进动角ꎬ即阻力

７３
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面与过速度 Ｖ 的铅垂面的二面角ꎻγ 为自转角ꎬ弹体

绕弹轴相对于阻力面的转角ꎻ δ̇ꎬν̇ꎬγ̇ 分别为章动角

速度、进动角速度和自转角速度ꎮ
弹轴坐标系 Ｏ′ξηζ:Ｏ′ξ 轴与弹轴重合ꎬ以弹头

方向为正ꎻＯ′ζ 轴与翻转力矩矢量 Ｍ 重合ꎻＯ′η 轴按

照向量空间的右手法则确定ꎮ 弹轴坐标系 Ｏ′ξηζ 可

由基准坐标系经两次旋转获得ꎬ第一次是基准坐标

系绕 Ｏ′ｚｄ 正向向右旋转 φαꎬ得到 Ｏ′ξ′ηｚｄꎻ第二次旋

转是 Ｏ′ξ′ηｚｄ 绕 Ｏ′η 轴负方向向右旋转 φ２ꎬ得到

Ｏ′ξηζꎮ φα 和 φ２ 分别为弹轴高低角和弹轴方位角ꎬ
决定了弹轴的空间方位ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

弹体坐标系 Ｏ′ｘ１ｙ１ｚ１:Ｏ′ｘ１ 轴与 Ｏ′ξ 轴重合ꎬ

Ｏ′ｙ１ 轴和 Ｏ′ｚ１ 轴与弹体固连ꎬ是弹轴坐标系绕 Ｏ′ξ
轴逆时针旋转 γ 所得ꎮ 当从弹轴坐标系转过的角度

为 γ 时ꎬ弹体坐标系的角速度 ω 要比弹轴坐标系的

角速度矢量 ω１ 多一个自转角速度矢量 γ̇ꎮ
弹道坐标系 Ｏ′ｘ２ｙ２ｚ２:Ｏ′ｘ２ 沿弹丸质心速度矢

量(弹丸速度 Ｖ)方向ꎻＯ′ｙ２ 轴在铅垂面内且垂直于

Ｏ′ｘ２ 轴ꎬ向上为正ꎻＯ′ｚ２ 按右手定则确定ꎮ 弹道坐

标系 Ｏ′ｘ２ｙ２ｚ２ 可由基准坐标系经两次旋转而成ꎬ第
一次是基准坐标系绕 Ｏ′ｚｄ 轴向右旋转 θα 角到达

Ｏ′ｘ′２ｙ２ｚｄ 位置ꎻ第二次是 Ｏ′ｘ′２ｙ２ｚｄ 绕 Ｏ′ｙ２ 轴负方向

向右旋转 ψ２ 角达到 Ｏ′ｘ２ｙ２ｚ２ 位置ꎮ 所转动角度 θα

为速度高低角ꎬψ２ 为速度方位角ꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ２　 基准坐标系、弹轴坐标系和弹体坐标系
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ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ￣ｂｏｄｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ３　 基准坐标系和弹道坐标系

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｂａｌｌｉｓｔｉｃ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

１.２　 基本假设

当弹丸在外弹道初始时刻ꎬ并不是所有的因素

对弹丸运动都有较大影响ꎬ对弹丸外弹道初始条件

研究作如下基本假设:
①忽略中间弹道过程ꎬ将弹丸质心脱离炮口不

再受发射药气体作用时视为外弹道运动的初始

时刻ꎻ
②地表面是平面ꎬ重力加速度的大小保持不变

(ｇ＝ ９.８ ｍ / ｓ２)ꎬ其方向始终垂直向下ꎻ
③忽略由地球自转产生的作用在弹丸上的科氏

惯性力ꎻ
④弹丸是轴对称体ꎬ即关于纵轴对称ꎬ弹丸偏心

距为 ０ꎬ弹丸动不平衡角也为 ０ꎻ
⑤气象条件是标准条件且无外在天气变化ꎬ无

风、雨和雪ꎮ

２　 外弹道初始章动与进动运动分析

弹丸在炮膛内运动至进入外弹道阶段ꎬ需经历

约束期、半约束期和后效期ꎮ 弹丸在这 ３ 个环节内

完成质心加速运动ꎬ其中约束期为半约束期提供初

始条件ꎬ半约束期为后效期提供初始条件ꎬ也可认为

后效期结束即为外弹道数值解算所需初始条件ꎮ 为

了直观表达弹丸在外弹道飞行过程中的绕质心运

动ꎬ并且便于数学运算ꎬ选用欧拉角对弹丸初始时刻

绕质心运动进行描述ꎮ
弹丸在外弹道初始时刻的绕质心运动可视为刚

体绕固定点的转动ꎬ以欧拉角作为其转动位置的坐

标ꎮ 常用的欧拉角是章动角 δ、进动角 ν 和自转角

γꎬ其取值是随机的ꎬ从理论上讲取值范围[１４]分别为

０≤δ≤πꎬ０≤ν<２πꎬ０≤γ<２πꎮ 如果弹丸偏心距为

０ꎬ则从结构和工作原理判断进动角 ν 和自转角 γ 近

似服从均匀分布ꎮ
２.１　 初始章动角

文献[１５]通过分析弹丸在约束期、半约束期和

后效期的章动角和章动角速度形成过程ꎬ得到了弹

丸在后效期结束即外弹道初始时刻的章动角和章动

８３
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角速度ꎬ并以此得出初始章动角理论计算最大值

δ０ꎬｍａｘꎮ 本文以此为参考ꎬ进一步论述初始章动角的

取值范围ꎮ
为验证理论计算的可信性ꎬ分别以某 ７６ ｍｍ 口

径火炮杀伤爆破弹和某 １５５ ｍｍ 口径火炮底凹榴弹

为研究对象ꎬ以其间隔纸靶法实验数据与拟合曲

线[１６－１７]反推计算得到弹丸初始章动角ꎬ并与上述理

论计算最大值对比ꎬ如表 １ 所示ꎮ
表 １　 实验数据拟合反推初始章动角与理论计算

最大初始章动角对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ￣ｎｕｔａｔｉｏｎ￣ａｎｇｌｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｆｉｔｔｉｎｇ ａｎｄ ｉｎｖｅｒａｔｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ａｎｄ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ￣ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍａｘｉｍｕｍ￣ｒｅｓｕｌｔ

弹型
反推初始章

动角 / (°)
平均值

/ (°)
最大值

/ (°)
理论计算最大

初始章动角 / (°)

某 ７６ ｍｍ 火炮

杀伤爆破弹

２.９７３
５.１４７
３.６７０
３.０８４
１.８１２

３.３３７ ５.１４７ ５.３４４

某 １５５ ｍｍ 火炮

底凹榴弹

２.２８７
３.１４３
４.６７０
２.５４１
４.２４３
１.７８２

３.１１１ ４.６７０ ４.６５６

　 　 由表 １ 可以看出ꎬ某 ７６ ｍｍ 火炮杀伤爆破弹间

隔纸靶法实验数据共计 ５ 发ꎬ其中最小 １.８１２°ꎬ最大

５.１４７°ꎬ平均 ３.３３７ ２°ꎬ最大初始章动角 δ０ꎬｍａｘ理论计

算值为 ５.３４４°ꎻ某 １５５ ｍｍ 火炮底凹榴弹间隔纸靶

法实验数据共计 ６ 发ꎬ 其中最小 １. ７８２°ꎬ 最大

４.６７０°ꎬ平均 ３.１１１°ꎬδ０ꎬｍａｘ理论计算值为 ４.６５６°ꎮ 某

７６ ｍｍ 火炮杀伤爆破弹初始章动角理论计算最大值

δ０ꎬｍａｘ均大于间隔纸靶法实验数据拟合反推出的初

始章动角 δ０ꎬ并且非常接近其最大值ꎻ某 １５５ ｍｍ 火

炮底凹榴弹间隔纸靶法实验数据除 ４.６７０°外ꎬ初始

章动角理论计算最大值 δ０ꎬｍａｘ均大于间隔纸靶法实

验数据拟合反推出的初始章动角 δ０ꎬ并且最大初始

章动角 δ０ꎬｍａｘ 为 ４. ６５６°ꎬ略小于 ４. ６７０°ꎬ误差约为

０.３％ꎬ在可接受范围内ꎮ 因此ꎬ可以认定初始章动

角 δ０ 取值范围在 ０~ δ０ꎬｍａｘ之间ꎬ即[０ꎬδ０ꎬｍａｘ]ꎮ
２.２　 初始进动角

欧拉角中进动角的定义为固定轴到规定节线之

间的角度ꎬ其取值范围为[０ꎬ２π)ꎻ在外弹道学中ꎬ进
动角为起始阻力面与速度矢量线的铅直面间的两面

角ꎬ两面之间的夹角取值范围为[０ꎬπ)ꎮ 因此ꎬ在外

弹道初始时刻弹丸初始进动角 ν０ 的取值范围为

[０ꎬπ)ꎬ并且其值为均匀分布的随机量ꎮ 在外弹道

初始段ꎬ可近似认为弹道倾角为 ０ꎬ此时初始进动角

速度可按下式估算:

ν̇０ ＝
ＪＣ γ̇０

２ＪＡ
(１)

式中:ＪＣ 为弹丸极转动惯量ꎬＪＡ 为赤道转动惯量ꎬ
γ̇０ 为初始自转角速度ꎮ 由式(１)可以看出ꎬ初始进

动角速度与弹丸初始自转角速度成正比ꎬ其值与弹

丸极转动惯量 ＪＣ 和赤道转动惯量 ＪＡ 有关ꎮ 对于一

般弹丸ꎬ其极转动惯量 ＪＣ 和赤道转动惯量 ＪＡ 之比

约为 ０.１ꎬ故初始进动角速度约为初始自转角速度

的 ５％ꎮ

３　 刚体外弹道微分方程组解算初始条件

刚体外弹道微分方程组解算的初始条件即初

值ꎬ包括弹丸初速 ｖ０、射出点坐标( ｘ０ꎬｙ０ꎬｚ０)、初始

速度高低角 θα０、初始速度方位角 ψ２０、初始弹轴高低

角 φα０、初始弹轴方位角 φ２０、初始自转角速度 γ̇０ 和

初始自转角 γ０ꎮ
３.１　 初速与射出点位置

假设外弹道学上的“初速”即为内弹道学上的

“炮口速度”ꎮ 在既定火炮弹药系统和装填条件下ꎬ
发射装药批号对应初速ꎮ 但由于发射药间性能差

异、非标准弹质量和火炮性能差异等因素影响ꎬ会产

生初速偏差量 ΔＶ０
[１８]ꎬ可通过炮口测速获取初速ꎮ

射出点位置(ｘ０ꎬｙ０ꎬｚ０)中 ｘ０ 和 ｚ０ 均为 ０ꎬｙ０ 为

射出点的海拔高度ꎮ
３.２　 初始姿态角

旋转弹丸六自由度刚体外弹道微分方程组解算

所需初值中 θα０、ψ２０、φα０和 φ２０为弹丸在外弹道初始

时刻的弹丸姿态角ꎮ 其中 θα０、ψ２０和 φα０、φ２０分别确

定了在外弹道初始时刻弹道坐标系和弹轴坐标系相

对于基准坐标系的位置ꎬ同时两个坐标系的相互位

置也随之确定ꎮ
弹丸六自由度刚体外弹道微分方程组中 θα０、

ψ２０、φα０和 φ２０ꎬ与用于确定弹轴相对于速度方位的

初始方位攻角 δ２０ 和初始高低攻角 δ１０ 存在转换关

系[１]ꎬ即:
ｓｉｎδ２０ ＝ｃｏｓψ２０ｓｉｎφ２０－ｓｉｎψ２０ｃｏｓφ２０ｃｏｓ(φａ０－θα０)

ｓｉｎδ１０ ＝
ｃｏｓφ２０ｓｉｎ(φα０－θα０)

ｃｏｓδ２

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

９３
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对于正常飞行的弹丸ꎬ弹轴与速度之间的夹角

很小ꎬ弹道偏离射击面也很小ꎬ这时 δ１０、δ２０、φ２０、ψ２０、
φａ０－θα０均为小量ꎬ并略去二阶小量[１]ꎬ于是有:

δ１０≈φａ０－θａ０ꎬδ２０≈φ２０－ψ２０ (３)
发射时火炮身管在弹道坐标系中所呈角度即为

弹丸初始速度矢量线与水平面的夹角ꎬ因而式(３)
中 θα０通常取为弹丸射角ꎬψ２０常取 ０ꎬφα０和 φ２０可通

过 δ２０和 δ１０计算得出ꎮ 而 δ２０和 δ１０与以欧拉角表示

的初始章动角 δ０ 和初始进动角 ν０ 存在转换关

系[１９]ꎬ即:
δ０ ＝ａｒｃｃｏｓ(ｃｏｓδ１０ｃｏｓδ２０)

ν０ ＝ａｒｃｔａｎ
ｔａｎδ１０

ｓｉｎδ２０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

由此即可推导出 δ２０、δ１０用 δ０、ν０ 表示的关系式:
δ１０ ＝ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０)

δ２０ ＝ａｒｃｃｏｓ
ｃｏｓδ０

ｃｏｓ(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０))

ì

î

í

ïï

ïï

(５)

将式(３)代入式(５)ꎬ可近似得到 φα０和 φ２０的表

达式ꎬ即:
φα０ ＝ θα０＋ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０)

φ２０ ＝ψ２０＋ａｒｃｃｏｓ
ｃｏｓδ０

ｃｏｓ(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０))

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

因此ꎬ当 δ０ 和 ν０ 不为 ０ 时ꎬφα０不等于射角ꎬφ２０

也不等于 ψ２０ꎬ即不等于 ０ꎮ
３.３　 初始自转角速度

在身管工作正常情况下ꎬ弹丸初始自转角速度

可由弹丸初速 Ｖ０ 与火炮缠度确定ꎬ即:

γ̇０ ＝
２πＶ０

ηｄ
(７)

式中:η 为火炮炮口处的缠度ꎬｄ 为弹径ꎮ
弹丸绕质心运动在弹轴坐标系中各坐标轴上的

角速度分量(ωξ０ 　 ωη０ 　 ωζ０)分别为[１]

(ωξ０ 　 ωη０ 　 ωζ０)＝ ( γ̇０＋φ̇ａ０ｓｉｎφ２０ 　 －φ̇２０ 　 φ̇α０ｃｏｓφ２０)
(８)

式中:φ̇α０为初始弹轴高低角速度ꎬφ̇２０为初始速度方

位角速度ꎬ可通过式(６)求导得到ꎬ即:

φ̇α０ ＝
δ̇０ｃｏｓδ０ｓｉｎν０＋ν̇０ｓｉｎδ０ｃｏｓν０

１－ｓｉｎ２δ０ｓｉｎ２ν０

φ̇２０ ＝
δ̇０ｓｉｎδ０ｃｏｓ(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０))(１－ｓｉｎ２δ０ｓｉｎ２ν０)－ｃｏｓδ０ｓｉｎ(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０))( δ̇０ｃｏｓδ０ｓｉｎν０＋ν̇０ｓｉｎδ０ｃｏｓν０)

ｃｏｓ２(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０)) １－
ｃｏｓ２δ０

ｃｏｓ２(ａｒｃｓｉｎ(ｓｉｎδ０ｓｉｎν０))
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
(１－ｓｉｎ２δ０ｓｉｎ２ν０)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(９)

３.４　 初始自转角

在弹丸装填进炮膛时ꎬ初始位置是随机的ꎮ 当

弹丸不存在质量偏心时ꎬ弹丸是轴对称体ꎬ弹丸绕弹

轴作自转运动ꎬ初始自转角对外弹道无影响ꎬ则其在

外弹道的初始时刻的取值随机ꎬ为[０ꎬ２π)ꎻ当弹丸

存在质量偏心时ꎬ假设弹丸质心所在的径向截面与

阻力面的转角为自转角ꎬ由于装填的随机性ꎬ导致弹

丸在出炮口处的自转角也具有随机性ꎬ弹丸自转一

圈为一个周期ꎬ则周期为 ２πꎬ因此初始自转角 γ０ 的

取值范围为[０ꎬ２π)ꎮ

４　 初始条件选取对外弹道解算的影响

为获取不同初始条件对外弹道解算的结果影

响ꎬ以某 １５５ ｍｍ 口径火炮底凹榴弹弹丸为例ꎬ应用

文献[２０]介绍的弹丸六自由度刚体弹道方程及其

应用仿真程序(文献[２０]已验证该模型和仿真程序

的可信性) 进行弹丸外弹道解算ꎬ仿真参数如文

献[１３]中所列ꎮ
４.１　 初始章动角与初始进动角对质心运动的影响

由式(４)可以看出ꎬ一旦 δ２０和 δ１０确定ꎬδ０ 与 ν０

也随之确定ꎮ 假设 γ０ 为 ０ꎬ选取 δ０ 为 ０、最大值的

１ / ３、最大值的 １ / ２、最大值的 ２ / ３ 和最大值 δ０ꎬｍａｘ进

行弹道解算ꎬ解算结果如表 ２ 所示ꎮ
根据表 ２ 可以看出ꎬ初始章动角取值对于射程、

最大高度、飞行时间、落角和落地速度影响可忽略ꎬ
对偏流有一定影响ꎮ 考虑初始章动角与不考虑初始

章动角相比ꎬ最多相差 ７.６２％ꎮ
４.２　 初始章动角与初始进动角对绕质心运动的

影响

　 　 ４.１ 节仿真解算后的弹丸外弹道章动角变化规

律如图 ４ ~ 图 １０ 所示ꎬ进动角速度变化如图 １１
所示ꎮ

０４
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表 ２　 不同初始章动角与初始进动角取值外弹道质心运动诸元仿真结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅｓ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ ａｎｇｌｅ

初始高低

攻角 / (°)
初始方位

攻角 / (°)
初始章动

角 / (°)
初始进动

角 / (°)
射程

/ ｍ
飞行时间

/ ｓ
落角

/ (°)
落速

/ (ｍ􀅰ｓ－１)
最大高度

/ ｍ
偏流

/ ｍｉｌ

０ ０ ０ ９０ ２９ ５２９ １００.３５ ６７.５６ ３６１.９８ １２ ２４９ ４２.５１
１.５５ ０ １.５５ ９０ ２９ ５０９ １００.３３ ６７.５７ ３６１.８９ １２ ２４３ ４４.０９
２.３３ ０ ２.３３ ９０ ２９ ４８５ １００.２９ ６７.５７ ３６１.７８ １２ ２３３ ４４.７５
３.１０ ０ ３.１０ ９０ ２９ ４５３ １００.２３ ６７.５７ ３６１.６３ １２ ２２１ ４５.４０
４.６６ ０ ４.６６ ９０ ２９ ３６１ １００.０７ ６７.５６ ３６１.２２ １２ １８３ ４６.７５
０ １.５５ １.５５ ０ ２９ ５０８ １００.４０ ６７.５９ ３６１.９６ １２ ２５８ ４２.８４
０ ２.３３ ２.３３ ０ ２９ ４８４ １００.３９ ６７.６０ ３６１.８８ １２ ２５７ ４２.８７
０ ３.１０ ３.１０ ０ ２９ ４５１ １００.３７ ６７.６１ ３６１.７６ １２ ２５２ ４２.９１
０ ４.６６ ４.６６ ０ ２９ ３５９ １００.２８ ６７.６３ ３６１.３８ １２ ２３１ ４３.０２

图 ４　 初始章动角为 ０ 时的弹丸外弹道章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ０

图 ５　 初始高低攻角为 １.５５°时的弹丸外弹道章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｈｉｇｈ￣ｌｏｗ ａｔｔａｃｋ￣ａｎｇｌｅ ｏｆ １.５５ °

图 ６　 初始方位攻角为 １.５５°时的章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ａｚｉｍｕｔｈ ａｔｔａｃｋ￣ａｎｇｌｅ ｏｆ １.５５ °

图 ７　 初始章动角为 ２.３３°时的弹丸外弹道章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ２.３３°

图 ８　 初始章动角为 ３.１０°时的弹丸外弹道章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ３.１０°

图 ９　 初始章动角为 ４.６６°时的弹丸外弹道章动规律

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ４.６６°
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图 １０　 不同初始章动角在 ５０~ ５０.２ ｓ 内的弹丸章动规律

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｎｕｔａｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ
ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｗｉｔｈｉｎ ５０－５０.２ ｓ

　 　 通过对比图 ５ 和图 ６ꎬ发现相同条件下初始高

低攻角和初始方位攻角数值相等ꎬ则弹丸章动规律

一致ꎬ也可看出初始进动角不影响弹丸章动规律ꎮ
对比图 ４ 和图 ６~图 ９ 可以看出ꎬ不同初始章动角仿

真得到的弹丸章动规律变化趋势相似ꎬ区别在于初

始章动角越大ꎬ单个周期内弹丸章动角幅值也越大ꎬ
如图 １０ 所示ꎮ

图 １１　 不同初始章动角的弹丸外弹道进动规律

Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ

由图 １１ 可以看出ꎬ初始章动角为 ０ 时ꎬ进动角

速度在外弹道初始段 ５ ｓ 内迅速衰减至 ０ 附近ꎻ初
始章动角不为 ０ 时ꎬ进动角速度变化规律为先增大ꎬ
后减小ꎬ再增大ꎻ初始高低攻角与初始方位攻角相同

时ꎬ进动角速度变化规律一致ꎬ即初始进动角不影响

进动角速度的变化规律ꎻ初始章动角仅影响同一时

刻进动角速度值ꎬ不影响整条弹道的变化规律ꎮ
不同初始章动角和初始进动角下ꎬ仿真得到弹

丸外弹道自转角速度相差小于 ０.０１％ꎮ 可见ꎬ初始

章动角和初始进动角取值对弹丸自转角速度无

影响ꎮ

４.３　 初始自转角对解算结果的影响

在初始章动角和初始进动角均为 ０ꎬ初始自转

角分别为 ０°ꎬ４５°ꎬ９０°ꎬ１８０°ꎬ２７０°的初始条件下ꎬ应
用弹丸刚体外弹道微分方程组解算后发现弹道诸元

均相同ꎬ说明初始自转角对外弹道解算无影响ꎬ仿真

过程与 ４.１ 节一致ꎮ

５　 结束语

本文通过分析弹丸外弹道初始时刻的章动运动

和进动运动规律ꎬ发现当初始章动角和初始进动角

不为 ０ 时ꎬ初始弹轴高低角不等于射角ꎬ初始弹轴方

位角也不等于初始速度方位角ꎬ不可随意地将两者

取为 同 一 值ꎬ 并 给 出 初 始 章 动 角 取 值 范 围 为

[０ꎬδ０ꎬｍａｘ]ꎬ初始进动角取值范围为[０ꎬπ)ꎬ初始自

转角的取值范围为[０ꎬ２π)ꎮ 通过建立外弹道常用

坐标系ꎬ推导出刚体外弹道微分方程组求解所需初

值中的初始弹轴高低角和初始速度方位角与初始章

动角和初始进动角的转换关系ꎬ总结出刚体外弹道

微分方程组数值解算所需的初值取值方法ꎮ 仿真发

现ꎬ初始章动角与初始进动角的取值对偏流的影响

较大ꎬ不考虑初始章动角与考虑初始章动角相比ꎬ弹
丸章动和进动规律相差较大ꎮ 初始章动角取值影响

弹丸单个章动周期内章动角幅值以及进动角速度

值ꎬ但对自转运动无影响ꎮ 因此ꎬ在应用弹丸六自由

度刚体外弹道微分方程组数值解算外弹道射击诸元

时ꎬ应关注初始条件对偏流的影响ꎻ解算外弹道绕质

心运动时ꎬ应合理确定初始条件ꎮ
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